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Abstract. We characterize the situation where the subseries with com-
mon index set, drawn from all divergent series, diverge as well.
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Să considerăm seria armonică
∞∑
n=1

1

n
(despre care se ştie că este diver-

gentă) şi o subserie

∞∑
n=1

1

kn
a ei, unde (kn)n≥1 este un şir de numere naturale

astfel ı̂ncât (kn)n ↗ +∞. O condiţie suficientă pentru divergenţa subseriei
∞∑
n=1

1

kn
este existenţa unei constante C > 0 astfel ı̂ncât kn ≤ Cn pentru orice

n ≥ 1 (conform criteriului majorării). Condiţia de mai sus nu este necesară:

putem considera subseria divergentă

∞∑
n=1

1

kn
a seriei armonice, unde kn este

al n-lea număr prim; ı̂n acest caz, kn ∼ n lnn când n→ +∞.
Inspiraţi de cele de mai sus, ne putem pune ı̂ntrebarea dacă există o

legătură ı̂ntre şirul
(kn
n

)
n≥1

şi divergenţa subseriilor
∞∑
n=1

xkn asociate seriilor

divergente

∞∑
n=1

xn. Un răspuns posibil este dat de rezultatul de mai jos, ı̂n

care divergenţa subseriilor cu aceiaşi indici (kn)n≥1, ale tuturor seriilor
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divergente, este echivalentă cu mărginirea superioară a şirului
(kn
n

)
n≥1

. Mai

precis, vom demonstra următoarea
Teoremă. Fie (kn)n≥1 un şir crescător de numere naturale. Următoa-

rele afirmaţii sunt echivalente:
(1) Există C > 0 astfel incât kn ≤ Cn pentru orice n ≥ 1.

(2) Pentru orice serie divergentă

∞∑
n=1

xn, cu (xn)n ↘ 0, subseria

∞∑
n=1

xkn

este divergentă.
Demonstraţie. Să arătăm că (1) ⇒ (2). Considerăm o serie divergentă

∞∑
n=1

xn cu (xn)n ↘ 0, precum şi o subserie

∞∑
n=1

xkn a sa. Conform ipotezei,

există p ∈ N∗ (de exemplu, p = [C] + 1, unde [C] este partea ı̂ntreagă a lui
C) astfel ı̂ncât kn ≤ pn, pentru orice n ∈ N∗. Rezultă xkn ≥ xpn, pentru

orice n ≥ 1. Dar seria
∞∑
n=1

xpn este divergentă (a se vedea [1]). Ca urmare,

conform criteriului comparaţiei, seria

∞∑
n=1

xkn este divergentă.

Să arătăm că (2) ⇒ (1). Presupunem prin reducere la absurd că (1)

nu este adevărată, ceea ce implică lim sup
n→+∞

kn
n

= +∞. Vom construi o serie

divergentă

∞∑
n=1

xn, cu (xn)n ↘ 0, precum şi o subserie convergentă

∞∑
n=1

xkn a

ei.

Fie n0 = 0; la primul pas alegem n1≥1 astfel ı̂ncât
kn1 − kn0

n1 − n0 > 1, unde

k0=0. La pasul i+ 1 vom alege ni+1>ni astfel ı̂ncât
kni+1−kni

ni+1−ni >2i pentru

i = 0, 1, . . ..

Pentru fiecare i = 0, 1, 2, . . . definim xj=
1

2i(ni+1 − ni) pentru kni+1 ≤
≤ j ≤ kni+1 .

Şirul (xn)n≥1 este descrescător către 0 şi pentru fiecare i = 1, 2, . . .
avem:

kni+1∑
j=kni+1

xj =

kni+1∑
j=kni+1

1

2i(ni+1 − ni) =
kni+1 − kni

2i(ni+1 − ni) ≥ 1.

Sumând după ,,blocurile” kni , obţinem că seria
∞∑
n=1

xn este divergentă.

Pe de altă parte, pentru fiecare i = 1, 2, . . . avem
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∑ni+1

j=ni+1xkj =
∑ni+1

j=ni+1

1

2i(ni+1 − ni) =
1

2i
,

şi, sumând după blocurile ni, obţinem că subseria

∞∑
n=1

xkn este convergentă.

Demonstraţia este completă.

Remarcă. Dacă eliminăm condiţia (xn)n ↘ 0 din afirmaţia (2) din

Teoremă, problema devine trivială. Într-adevăr, fie

∞∑
n=1

xn o serie oarecare cu

xn > 0 pentru orice n ≥ 1. Dacă 0 nu este punct limită al şirului (xn)n≥1,
atunci toate subseriile asociate seriei date sunt divergente (cf. [2]).

În ı̂ncheiere, considerăm util pentru cititori să mediteze la rezultatul
din acest articol ı̂n raport cu literatura de specialitate, de exemplu:

(a) Fie (kn)n≥1 un şir de numere naturale astfel ı̂ncât (kn) ↗ +∞ când

n → +∞. Atunci
∞∑
n=1

1

kn
= ∞ dacă şi numai dacă

∞∑
n=1

M(n)

n2
= ∞, unde

M(n) = card{i | ki ≤ n} (cf. [1]). Nu cunoaştem o caracterizare similară a
divergenţei subseriilor pentru alte serii diferite de seria armonică.

(b) Fie

∞∑
n=1

xn o serie divergentă, cu xn > 0 pentru orice n ≥ 1. Atunci

există o mulţime nenumărabilă de subserii divergente ale seriei date. În
plus, dacă (xn)n ↘ 0, atunci există o mulţime nenumărabilă de subserii

convergente ale seriei date (cf. [2]). În sensul teoriei măsurii şi al teoriei
categoriilor, ,,aproape toate” subseriile unui serii divergente sunt divergente
(cf. [3]).

Privitor la cardinalul subseriilor convergente, se pot consulta lucrările
[1], [4] şi [5].
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