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Abstract. We characterize the situation where the subseries with com-
mon index set, drawn from all divergent series, diverge as well.
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Sa consideram seria armonica E — (despre care se stie ca este diver-
n

n=1

o0
1
genta) si o subserie Zk_ a el, unde (ky)p>1 este un gir de numere naturale
n=1""

astfel incat (k,), /* +00. O conditie suficientd pentru divergenta subseriei
o

E — este existenta unei constante C' > 0 astfel incat &k, < Cn pentru orice
n=1 "
n > 1 (conform criteriului majorarii). Conditia de mai sus nu este necesara:

o0
putem considera subseria divergenta Z— a seriei armonice, unde k,, este
n=1 kn
al n-lea numar prim; in acest caz, k, ~ nlnn cand n — 4o0.
Inspirati de cele de mai sus, ne putem pune intrebarea daca exista o
K,

legatura intre girul (
n

o0
) si divergenta subseriilor E X, asociate seriilor
n>1

n=1

o

divergente an Un raspuns posibil este dat de rezultatul de mai jos, in
n=1

care divergenta subseriilor cu aceiasi indici (ky),>1, ale tuturor seriilor
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. . y . R :
divergente, este echivalenta cu marginirea superioara a sirului ( — . Mai
n /n>1

precis, vom demonstra urmatoarea

Teorema. Fie (ky)n>1 un sir crescator de numere naturale. Urmdtoa-
rele afirmatii sunt echivalente:

(1) Ezista C > 0 astfel incat k,, < Cn pentru orice n > 1.

(2) Pentru orice serie divergentd an, cu (zn)n \( 0, subseria Z‘Tkn

) n=1 n=1
este divergentd.

Demonstratie. Sa aratam ca (1) = (2). Consideram o serie divergenta

an cu (xn)n \¢ 0, precum si o subserie Zxkn a sa. Conform ipotezei,
n=1
ex1sta p € N* (de exemplu, p = [C] + 1, unde [C] este partea intreagad a lui

C) astfel incat k, < pn, pentru orice n € N*. Rezulta zy, > x,,, pentru
o0

orice n > 1. Dar seria prn este divergenta (a se vedea [1]). Ca urmare,

n=1
9]

conform criteriului comparatiei, seria Zxkn este divergenta.
n=1
S& aratam ca (2) = (1). Presupunem prin reducere la absurd ca (1)

nu este adevarata, ceea ce implica limsup— = +o0o. Vom construi o serie
n—+oo N

o o0
divergenta g Zn, cU (n)n N\ 0, precum si o subserie convergenta g Tk, 8

n=1 n=1
el. P .
Fie ng = 0; la primul pas alegem n; >1 astfel incat —=——2 > 1, unde
ny —no
=k, )
ko=0. La pasul ¢ + 1 vom alege n;1 > n; astfel incat Ritl ™ 5 9% pentru
. Ni+1—Ny
1=0,1,....
Pentru fiecare i = 0,1,2,... definim 2; = ——— pentru k,, +1 <
2t (njp1 — ny)
S j S kni+1 .
Sirul (zp,)p>1 este descrescator catre 0 si pentru fiecare i = 1,2,...
avem: .
i1 i1
1 Fnipy — Fn,
T = . = — > 1.
; %H T kzniﬂ 2'(nip1 —mni) 2 (nig1 —ng)
o0

Sumand dupa ,,blocurile” k,,,, obtinem ca seria an este divergenta.
n=1
Pe de alta parte, pentru fiecare ¢ = 1,2, ... avem
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s gy 1 1
Jj=n;+1"k;j Jj=ni+1 21(ni+1 _ nz) 23’
[e.e]
si, sumand dupa blocurile n;, obtinem ca subseria E xy, este convergenta.
n=1

Demonstratia este completa.
Remarca. Daca eliminam conditia (xy,), N\, 0 din afirmatia (2) din
o

Teoremsi, problema devine triviald. Intr-adevir, fie an o serie oarecare cu
n=1

xp > 0 pentru orice n > 1. Daca 0 nu este punct limita al sirului (z,)n>1,

atunci toate subseriile asociate seriei date sunt divergente (cf. [2]).

In incheiere, considerm util pentru cititori sa mediteze la rezultatul
din acest articol in raport cu literatura de specialitate, de exemplu:
(a) Fie (kp)n>1 un sir de numere naturale astfel incat (k,,) * +oo cand
n2

o0 o0
1
n — 4oo. Atunci E = dacd ¢i numai daca E

n

= oo, unde
n= n=1

M(n) = card{i | k; < n} (cf. [1]). Nu cunoastem o caracterizare similara a

divergentei subseriilor pentru alte serii diferite de seria armonica.

o
(b) Fie an o serie divergenta, cu x,, > 0 pentru orice n > 1. Atunci
n=1 ~
exista o multime nenumarabila de subserii divergente ale seriei date. In
plus, dacd (x,), ¢ 0, atunci existd o multime nenumarabila de subserii
convergente ale seriei date (cf. [2]). In sensul teoriei misurii i al teoriei
categoriilor, ,,aproape toate” subseriile unui serii divergente sunt divergente
(cf. [3]).

Privitor la cardinalul subseriilor convergente, se pot consulta lucrarile
[1], [4] si [5].
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