L. Grugiuc, O CONDITIE SUFICIENTA CA UN POLIGON SA FIE REGULAT 439

Functia f : [0,1] — [0, 1] definita prin
pentru x =0

, pentru orice z € (0,1) .

DO |

1

Za
T+

1

> pentrux =1
verifica (i) din Propozitia 2.2 i partial (ii). Cu toate acestea, f nu are puncte
fixe, dupa cum se poate observa.
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O CONDITIE SUFICIENTA CA UN POLIGON

SA FIE REGULAT
LEONARD Gruciucl)

Abstract. The object of this note is to prove that if the the points dividing
the sides of a given polygon into the same ratio are the vertices of a regular
polygon, then the given polygon is also regular.
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In unele probleme de geometrie se cere ca, pornind de la punctele
care impart laturile unui poligon dat in anumite rapoarte, sa reconstituim
poligonul initial. In cele ce urmeazi, vom demonstra un rezultat din aceasta
sfera de idei.

Teorema. Fien € N, n > 3 gi poligonul A1As ... A,. Consideram
punctele By € (A1Az), By € (A2A3), ..., By—1 € (Ap—14,), By € (A A7)
pentru care

B1Ay  BaAj _ Bn1A,  BhAr

AAy — AsAs T AniA,  ApAy O

1
Daca poligonul B1Bs . .. B,,_1 By, este requlat $i o # o atunci poligonul
A1 Ay ... Ay 1 A, este regulat.
Demonstratie. Luam originea planului complex in centrul poligonului

B1Bs...B, si obtinem Ag(ag), Br(b), cu by = re*~1, k = I, n, unde r este
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2 2
raza cercului circumscris poligonului B1Bs ... B,_1 B, sie = cos —W—i-i sin —W.
n n
Atunci
aa;+(1—a)ag=r (1)
aaz + (1 —a)ag =re (2)
aaz + (1 —a)ay = re? (3)
aan-1+ (1 —a)a, =re" 2 (n—1)
aan, + (1 —a)a; =re" L. (n)

S& inmultim relatia (k) cu (—1)*"ta”*(1—a)*~!, k = T, 7n si sa sumam
relatiile astfel obtinute. Deducem

ap (@ — (a—1)") = rzn:(—l)k_loc"_k(l — a)F ikt
k=1

Termenii sumei din membrul drept formeaza o progresie geometrica cu
ratia
(a—1)e
e
Observam ca p # 1, deoarece € are partea imaginara nenula si a este
numar real. Astfel, suma din membrul drept este

notl=p" " —(a—-1)"" o —(a—1)"

p:

I-p  a+(l—-a)E  a+(l-a)’
S& observam acum ca o™ — (o — 1) # 0, deoarece In caz contrar am
obtine |a — 1| = ||, de unde o = 5 contradictie. Deducem astfel
T
ag=—-—.
T ot (1—-a)e
Analog obtinem
k—1
ap = rs—v k= 17” )
a+(l—a)e

deci poligonul A1As ... A,_1A, este regulat.

. .. 1
Observatia 1. Daca n este impar, conditia a # 3 nu este necesara.

Intr-adevir, dacd n este impar, atunci functia f : R — R, f(z) = 2™ este
strict crescatoare, deci injectiva, de unde o™ # (a — 1)" si rationamentul
precedent ramane valabil.

1
Observatia 2. Daca n este par, conditia a # 3 este necesara, dupa

cum ne arata urmatorul exemplu:
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Fie A1 A2 A3A4 un patrulater convex ortodiagonal si cu diagonalele de
lungimi egale. Atunci By BoB3B, este patrat pentru o = %, desi A1 A2 A3Ay
nu este neaparat patrat.

Observatia 3. Teorema discutata poate fi demonstrata si pe cale sin-
tetica, folosind proprietatea: daca notam cu Hc, omotetia de centru C si

raport r, atunci He, r © Hogre = Hegr, unde r3 = 1179 # 1 51 C3 este
punctul pentru care

omotetiile Hp, r, HByrs ---» HB,_1,rs HBnr, duc succesiv Ay in Ag, Az, ...,
Ay, Ai. Compusa lor este omotetia H de raport r™ # 1 (deoarece r # £1) si
H(A1) = Ay, deci H are centrul A;. Astfel, pozitia lui A; este determinata de
pozitiile centrelor de omotetie Bi, Bs, ..., B, considerate in aceasta ordine.

In mod similar, pozitia lui A, este determinata de pozitiile centrelor
de omotetie Bs, Bs, ..., B,, B1, considerate in aceasta ordine. Dar, compusa
omotetiilor cu ordinea Bs, Bs, ..., B,, By este compusa omotetiilor cu ordinea

2

By, By, ..., By, compusa cu o rotatie R de centru O si unghi T Aceasta
n

aratd ca As = R(A1). In mod similar Az = R(Asz), ..., A, = R(An—1), ceea

ce demonstreaza concluzia.

In final, invitam cititorul sa studieze ce concluzie se poate obtine in
cazul cand B1Bs ... B, este un poligon oarecare.



