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Abstract. This note extends two observations of Spiru Haret regarding
the divisibility criteria with 9 and 11.
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In [1] matematicianul romén Spiru C. Haret (1851-1912), marele refor-
mator al invatamantului nostru, stabileste doua criterii de divizibilitate pe
care le enunta in felul urmator:

Criteriul 1 (Spiru Haret). Fie 10™ o putere intreagd si pozitivd a
lui 10 si sa presupunem ca 10™ — 1 = ninong.... Ca sa vedem dacd un
numar N se imparte exact prin vreunul din numerele ny sau no sau ns, ...,
despartim numarul N in grupe de cate m cifre de la dreapta spre stanga,
facem suma acestor grupe si daca aceasta sumda se imparte exact prin ny sau
ng sau ng, ..., atunci st numarul dat N se imparte exact printr-insul.

Criteriul 2 (Spiru Haret). Fie puterea intreagd $i pozitiva 10™ gi sd
presupunem acum cd 10™ +1 =ninong.... Ca sa vedem daca un numar N
se imparte exact prin vreunul din numerele ny sau ny sau ng, ..., despartim
numarul N in grupe de cate m cifre, de la dreapta spre stanga; facem de o
parte suma grupelor de ordin cu sot, de alta suma celor de ordin fara sot si
scadem o suma din cealalta; si daca diferenta se imparte exact prin ny sau
Ny Sau ng, ..., atunci st numarul N se imparte exact printr-insul.
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Pentru criteriul 1, Spiru Haret considera exemplul urmator: m = 3,
103 — 1 =27-37; N = 537548 913; deoarece 537 + 548 + 913 = 1998 si 1998
se divide cu 27 si 37, rezulta ca N se divide cu 27 si 37.

De asemenea, el face remarca urmatoare: intrucat

10'—-1=9, 102°-1=9-11, 10®°-1=27-37, 10*—1=9-11-111,...,

se pot obtine criterii de divizibilitate cu fiecare din numerele 9, 11, 27, 37,
101, ....

Pentru criteriul 2, Spiru Haret considera exemplul urmator: m = 3,
1034+1 =7-11-13; N = 4803 324 526; deoarece (526+803) — (324+4) = 1001
si 1001 se divide cu 7, cu 11 si cu 13, rezulta ca N se divide cu fiecare din
numerele 7, 11, 13.

Intrucat 101 +1 = 11, 102+1 = 101, 103+1 = 7-11-13, 10*+1 = 73-137,
..., se pot obtine criterii de divizibilitate cu fiecare din numerele 11, 101, 7,
13, 73, 137, ....

In cele ce urmeazi dam o proprietate generala a congruentelor, valabila
in inele comutative, din care, prin particularizari convenabile, regasim cri-
teriile de divizibilitate ale lui Spiru Haret, precum si teorema lui Bézout de
la polinoame.

Fie A un inel comutativ si x,y,d € A. Spunem ca z §i y sunt congruente
modulo d i scriem z = y (mod d) daca d divide z —y, adica x —y = dz pentru
un anumit z € A. Evident z =0 (mod d) < d | .

Fie ag,a1,...,a, € A si functia polinomiala

f:A— A, fl@)=ag+ar1x+ ...+ apz™.

In contextul de mai sus, avem urmatoarea proprietate generala a con-
gruentelor:

Teorema. Daca x =y (mod d) si v € A, atunci:

1° f(z) = f(y) (mod d), adica functiile polinomiale pastreaza congru-
entele.

2° f(z) =7 (mod d) & f(y) =r (mod d).
Demonstratie. 1° Din o — y | 2F — y*, Yk € N*, rezulti usor ci:
z—y | f(x)—f(y)

Dind|z—ysiz—y| f() = fly), remlta d | f(z) — f(y), adica
f(@) = £(y) (mod d).

2° Rezulta din 1° si tranzitivitatea congruentei.

Consideram acum doua cazuri particulare.

Cazul 1. Fie A = Z inelul numerelor intregi, x = 10", cu m € N*, iar
ag,ai,...,an € {0,1,...,10™ — 1}. Numerele naturale ag,ay,...,a, pot fi
gandite ca numere de m cifre, putand incepe cu una sau mai multe cifre de 0.
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Fie N = @,a,_1...a1ap numarul obtinut prin juxtapunerea acestor ,,grupe*

de cate m cifre. Asadar:
N =G,a,-1...a1a0 = ap + a1 - 10™ + ay - 10°™ + ... + a,, - 10™™ = f(10™).

Fie d un divizor natural al numarului 10™ — 1, adica 10™ =1 (mod d).
Aplicand teorema, pct. 2°, in care x = 10", y = 1, r = 0, avem:

N = f(10")=0 (mod d) < f(1) =0 (mod d) &
<agtar+...4+a, =0 (mod d),
adica primul criteriu al lui Spiru Haret.

In mod analog, daca d este un divizor natural al numarului 10" + 1,
adica 10™ = —1 (mod d), aplicand teorema, pct. 2°, in care x = 10™,
y = —1, r =0, obtinem:

N =f(10")=0 (mod d) & f(—1) =0 (mod d) &
< (ap+as+as+...)— (a1 +as+as+...) =0 (mod d),
adica cel de-al doilea criteriu al lui Spiru Haret.

Cazul 11. Fie K un corp comutativ si A = K[X] inelul polinoamelor
cu coeficienti in K. Pentru orice polinom f € K[X] gi orice a € K, avem
evident X = a (mod (X —a)) si aplicand teorema, pct. 1°, cuxz = X, y = a,
d= X — a, obtinem f(X)= f(a) (mod (X — a)), adica

f(X) = (X —a)g(X) + f(a), (1)
pentru un anumit g € K[X]. Egalitatea (1) arata ca restul impartirii polino-
mului f prin X — a este f(a), adica teorema lui Bézout. Aplicand teorema,
pct. 2°, cu r = 0, obtinem:

f(X)=0 (mod (X —a)) < f(a) =0 (mod (X —a)) < f(a) =0,
care este forma cea mai uzuala a teoremei lui Bézout si anume:

f se divide cu X — a daca si numai daca a este radacindg a polinomului f.

BIBLIOGRAFIE

[1] Spiru C. Haret, Eatensiunea regulelor divizibilitaii prin 9 ¢i 11, G. M. vol. XVII,
1911-1912, p. 121-123.



