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Abstract. This article presents a classs of functional equations which
generalize some contest problems.
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1. Introducere

In ultimii ani, la concursurile scolare sau in reviste de specialitate au
fost propuse o serie de probleme care au o trasatura comuna. Acest gen de
probleme este ilustrat de urmatoarele exemple:

P: ([2], O.N.M. 1998, M. Piticari). Fie a,b € (0,00) cu a+b < 1 si
f:10,00) = [0,00) o functie crescatoare, astfel incat

T ax bx
Fdt= [ foydt+ [ f)dt,  Vaelo,0).

Sa se arate ca f (x) = 0.

In [1], V. Berinde lanseaza, legat de aceasta problema, conjectura ur-
matoare:

Ci. Daca F : [0,00) — [0,00) este o functie continua care verifica
F (z) = F (ax) + F(bx) pentru orice = € [0,00), unde a, b verifica conditiile
din Py, atunci F' (z) =0, YV € [0,00).
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P ([3], O.J.M. 2004, D. Marinescu). Fie a,b € (0,1) ¢i f:[0,1] - R

o functie continua, astfel incat:

x ax bx
f@ydt= [ f(@#®)dt+ [ f(t)dt pentru orice z € [0,1).
[rom=frem ]

a) Aratati ca, daca a + b < 1, atunci f (z) =0
b) Demonstrati ca, daca a + b = 1, atunci f este constanta.

Ps (G. Dospinescu). Fie n € Nyn > 2 i ay,a,...,a, € (0,1) cu
a1+ as + ...+ ay, = 1. Sa se determine functiile f : R — R cu proprietatea:

lim J@) =1si f(x) = f(a1z) +--- + f (apx) pentru orice x € R.

z—=0 T

P4 (Viorel Radu). Determinati toate functiile continue g : R — R
cu proprietatea ca pentru orice x € R exista a,b € (0,1) cua+b =1 si
g (x) = ag (az) + bg (bx).

In continuare, urmand ideile din aceste probleme, vom rezolva o clasa
de ecuatii functionale.

2. Ecuatii functionale

Un prim rezultat este legat de problema Py.

Propozitia 2.1. Daca f : R — R este o functie continud pe R gi,
pentru orice © € R, ezxista n € R, n > 2 gi ay,aqg,...,a, € (0,1) astfel ca:

aptay+...+a,=1 g f(x)=a1f(a12)+ -+ anf (anx).

atunci f este constantd.

Demonstratie: Fie x > 0 si
M = sup f(y), A={ye€[0,2]: f(y) =M},
y€[0,7]
m= inf f(y), B={y€[0,z]:f(y) =m}.
y€[0,2]
In mod cert, multimile A si B sunt nevide.
Vom arata ca inf A = inf B = 0, de unde va rezulta, in baza continuitatii
functiei f, ca m = M, adica f este constanta.
Notam o = inf A. Exista un sir (ay), oy cu a, € A pentru orice n € N

si lim o, = o. In acest caz, f (o) = lim f (o) =M.
n— oo n—oo

Daca o > 0, atunci exista n € N, n > 2 §i a1,a9,...,a, € (0,1) cu
apt+as+...+a, =14 f(a) =a1f (1) + ...+ anf (apa).
Cum ajq,...,apa < «, din definitia lui a gasim ca f (a1a) < M, ...,

f(apa) < M si, in concluzie, M = f (o) < ayM + -+ + a, M = M, ceea ce
este imposibil. In consecintd o = 0 si atunci M = f(0).
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In mod analog se arata ca m = f(0), adicd m = M si, in concluzie, g
este constanta pe [0,x]. Dacd x < 0 se aplica acelasi rationament pe [z, 0].
Cum functiile constante au proprietatea din enunt, concluzia Propozitiei 2.1
se impune.

Urmatorul rezultat se refera la o ecuatie functionala inrudita cu cea din
Propozitia 2.1.

Corolarul 2.2. Daca f : R — R este o functie continua pe R, derivabila
in origine i pentru orice x € R existd n € N, n > 2 §i a1,a2,...,a, € (0,1)
cuay+...+a, =1 astfel ca:

f) = f(az)+ -+ f (anx)

atunci f (z) = f'(0) - = pentru orice z € R.
Demonstratie. Fie g : R — R definita prin

9

g(:):)—{ @, pentru x # 0

k , pentruxz =0

unde k = f'(0).
Atunci, pentru orice z € R exista n € N, n > 2 si ay,a9,...,a, € (0,1),
cuaj+---+a, =1, astfel ca

9 () = arg(a1z) + -+ + ang (anz) .

Cum g este continua pe R, din Propozitia 2.1 se deduce ca g este con-
stanta pe R, de unde f (z) = kx pentru orice x € R.

In cazul in care in Propozitia 2.1 ponderile sunt fixate ab initio, atunci
functia f se poate determina in conditii mai generale. Propozitia care ur-
meaza rezolva acest caz.

Propozitia 2.3. Fie n € N, n > 2, i numerele a1, as,...,a, € (0,1),
cua;+...+a, =1.
Daca f : R — R este o functie care are limite laterale finite in origine si

f(z)=a1f(a1x)+ -+ anf (a,z) pentru orice x € R,

atunci:

f(x)_{ F(0+0), >0
unde f(0 — 0) este limita la stanga in 0 iar f(0 + 0) este limita la dreapta
in 0.

Demonstratie. Fie | = f(0+0), > 0si e > 0. Vom ardta ca

If(z) =1 <e.
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Pentru inceput aratdm ca, oricare ar fi m € N*, are loc egalitatea

|
m: mi m. mi m
f(z)= E — cooapmt-f(al™ o cartma) . (1)
ml’ o e e e . mn.
m12>0,...,mn >0
mi+..+mp=m
Pentru m = 1, afirmatia de mai sus este egalitatea din enunt,.
Admitem relatia adevarata pentru un m € N* gi demonstram ca este
adevarata si pentru m+ 1. Pentru aceasta, in egalitatea presupusa adevarata
pentru m, inlocuim succesiv pe z cu a1z, aoz, ... , a,r si adunand aceste
egalitati ajungem la valabilitatea egalitatii si pentru m + 1. Conform cu
inductia matematica completa, egalitatea are loc pentru orice m € N.

Cum f(040) =1sie >0, existda § > 0 astfel ca:

| f(t)—1l|<e, pentru orice ¢ € (0,0) (2)
Din my + -+ 4+ m, = m si (a]"* - calm) < (max(aq,...,a,))"™ gisim ca
pentru § > 0 exista mg € N astfel ca oricare ar im > mg i mi+---+m, =m
sa avem aj"t - -+ -ap -2 € (0,0) si, In consecintd, conform cu:
[f(af™ e rapmw) — | <e. (3)
Din (1) si (3) obtinem ca pentru orice m > mg si m1,...,m, € N cu
my + -+ m, = m avem:
m)!
|f (@) 1] < > m'aTl""’anm"‘|f(aTl ceaytr) =l <
m120,...,mn >0
mi+..+mnp=m
|
<e- Z L.a{nl.....a;n":5(a1+...+an)m:g'

i myl - -my)
mi+...+mnp=m
Cum ¢ a fost ales arbitrar, deducem ca f (z) = I.
Mutatis mutandis obtinem ci, daci = < 0, atunci f (z) = f (0 —0). In
origine f poate lua orice valoare gi cu aceasta Propozitia 2.3 este demonstrata.

Corolarul 2.4. Fie n € N, n > 2 i numerele aj,as,...,a, € (0,1) cu
a1+ ---+a, =1. Daca f: R — R este o functie care are derivate laterale
finite in origine si f (x) = f (a1z) + -+ + f (apz) pentru orice z € R, atunci:

F20) -z, lx <0
f(z)= 0,lx =0
f5(0) -z, lz >0

f(z)
Demonstratie. Fie g : R — R, g(z) = Y pentru x # 0 e
k, pentru z =0
ke R.
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Functia ¢ are limite laterale finite in 0 deoarece f(0) = 0 si f are
derivate laterale finite in 0. Cum, pentru orice z € R, g verifica:

g (I’) =a1g (alx) + -+ ang (anx) 5
din Propozitia 2.3 suntem condusi la concluzia Corolarului 2.4.

In cele ce urmeaza vom aborda aceleagi ecuatii functionale in cazul
functiilor monotone.

Propozitia 2.5. Fie n € N, n > 2 gi numerele ay,aq,...,a, € (0,1)
cua;+---+a, <1. Daca f : R — R este o functie monotona astfel ca
f(z) =a1f(a1x) + - + anf (apx) pentru orice € R, atunci:

(1) f este functia nula cand aj + -+ 4+ a, < 1;

(2) f este constanta pe (—o0,0) si pe (0,00) cand a1 + --- + ap = 1.
Demonstratie. (1) Vom trata numai cazul in care f este crescatoare.
Cum f (0) = 0 deducem ca f () > 0 pentru z > 0. Apoi, prin adunarea

relatiilor a1 f (z) > a1 f (a12), ..., apf(x) > anf(ayx) obtinem:
(a1 +...+a,—1)- f(z) >0,

de unde f (z) = 0.
Daca x < 0 atunci f (z) < 0 si acelagi rationament ne conduce la:

arf (z) < arf (a1x),...,anf(z) < anf(anz),
inegalitati care prin adunare conduc la (a1 +---+a, — 1) f(z) <0, de unde
f(z)=0.
In concluzie, f este functia nula.

(2) Cum f este monotona, atunci exista si sunt finite f(0—0) si f(0+0)
si se aplica Propozitia 2.3.

3. Aplicatii
A;. (O generalizare a problemei Py gi a problemei 23d a lui V. Berinde
din [1]). Dacan € N, n > 2, ay,aq9,...,a, € (0,1), f : [0,00) — [0,00) este o
functie crescatoare si

anT

Fdt= [ fFOdt+-+ [ fFO)dt, Yz e0,00)
[ro=] /

atunci f este functia nula daca a; +---+a, < 1 i f este constanta pe (0, 00)
daca a1 + -+ a, = 1.
Solutie. Cum f este crescatoare, functia F : (0,00) — R definita prin:

<ﬂ@_%/f®ﬁ
0
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este crescatoare si pozitiva, iar F'(0+0) = f(0+0) = [. Atunci functia
G : [0,00) — R, este crescatoare si G (z) = a1G (a12) + -+ + anG (an),
adica G verifica conditiile din Propozitia 2.7, de unde concluzia.

As. (Concursul A. Myller 2003, M. Piticari). Sa se determine functiile
derivabile f : R — R care verifica:

f0)=0sif ()= éf’ (éx) +§f’ (§x> ,Vr € R.

Solutie. Din ipoteza deducem ca exista ¢ € R astfel ca:
1 2

Cum f(0) = 0, deducem ca f(x) = f <éx>+f (§x> si, cum %—Fg =1,

suntem 1n ipotezele Corolarului 2.4, deci exista k € R astfel incat f (z) = kx
pentru orice z € R.

pentru orice z € R.

Agj. Problemele Pg, P4 sunt cazuri particulare ale rezultatelor cuprinse
in paragraful al doilea.
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