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Pentru n € N*, notam:

2k 2k _
Un:{alcE(C]xnzl}z{cos7T+isin7T kzO,n—l}.
n n

Multimea U, se numeste mul{imea radacinilor de ordin n ale unitatii.

~ T .. 27 o Cq .
Notand ¢ = cos — —+ isin —, datorita formulei lui Mozvre, avem:
n n

Up={L¢E " (1)
Propozitia 1. (Uy,-) este un subgrup al grupului abelian (C*,-).
Demonstratie. Pentru orice z,y € Uy, avem z" = y"” = 1, prin urmare
(a:y_l)n =" (y") P =1-1"1 =1, deci 2y~ € U,.

Datorita egalitatii (1) putem afirma ca grupul U, este chiar ciclic, iar
¢ este un generator al sau. Ne propunem acum sa vedem cum arata toti
generatorii acestui grup. Avem In acest sens:

Propozitia 2. x € U, este un generator al grupului U, (i.e. U, =
={1,z,22,....2"'}) dacd si numai daci x = C*, cu 0 < k <n—1,(k,n) = 1.

Demonstratie. Presupunem ci x € U, este un generator. Fie z = (¥,
cu 0 <k <n—1, ceea ce este clar, in baza lui (1). Ramane si aratam ca
(k,n) = 1. Deoarece ¢ € Uy, avem ¢ = 27, pentruun q € {0,1,...,n—1}, deci
¢ = ¢*. Este usor de vazut ci pentru 4, € Z, avem ¢ = ¢/ daca si numai
daca i = j (mod n) si atunci, din egalitatea obtinuta, deducem ca kq = 1
(mod n), de unde (k,n) = 1. Reciproc, fiex = ¢¥, cu0 < k <n—1,(k,n) = 1.
Avem evident:

{1,m,x2, e ,xn_l} cuU,

si pentru a dovedi egalitatea, este suficient si aratam ca elementele 1, z, 22,
..,z 1 sunt distincte dous cate dous. Intr-adevir: ¢ = 29 (0 <i,j <
<n—-1) e " =¢M < ki=kj (mod n) < i =7 (modn)), unde, pentru
ultima echivalenta, am tinut seama de faptul ca (k,n)=1. Dar i=j(mod n)
si0<1%,7<n-—1conduclai=j.

Definitie. Generatorii grupului U, i.e. (¥ = COS%TW + is.inZkT7T cu
(k,n) =1 se numesc radacini primitive de ordinul n ale unitatii.

Notam:
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Multimea P, are ¢(n) elemente, unde ¢ este indicatorul lui Fuler. Desi,
. . . Ao . 2r . . 2w
in (2), ¢ are semnificatia de pana acum si anume ¢ = cos . +isin gt este
usgor de dovedit ca (2) ramane adevarata, daca ¢ este oricare din elementele
multimii P,.

Propozitia 3. Familia de multimi (Py), unde d parcurge divizorii na-
turali ai lui n, este o partitie a multimii U,, adica:

1. U Pd = Un;

dn

2. dy #dy = Py, NPy, =0 (d1,ds divizori ai lui n).

Demonstratie. 1.,,C“ Pentru fiecare divizor d al lui n, avem P; CU,; C
CU,, deci U P;CU,; am folosit faptul, aproape evident, ca d|n<U; CU,.

din
2k 2k
, 2" Fiex e Uy, x= cos =21 +isin—7r7 cu0<k<n-—1. Scriind
n n
k K 2K 2K
fractia — 1n forma ireductibila 7 avem T = cos dlw + isin d/w € Py cu
n
d | n. Cum Py C UPd, rezulta ca U, C UPd‘
din din
2. Daca ¢ € Py, N Py,, atunci:
2kvm .. 2kimw ko . . 2kom
¢ = cos a4 + isin A cos d + isin 4

cu (kﬁl,dl) = (kz,dg) = 1, de unde k‘l = k‘g §i dl = dg.

Definitie. Pentrun € N*, polinomul ®,(X) = H (X —() se numeste

CeP,
al n-lea polinom ciclotomic.

Polinomul ®,,(X) este monic (unitar), are gradul ¢(n) si, deocamdata,
®,,(X) are coeficienti complecgi. Vom arata ca ®,(X) are chiar coeficienti
intregi.

Teorema 4. (Dedekind) Pentru n € N*, are loc egalitatea:

X" —1=]]®aX). (3)

dn
Demonstratie.
xt—1=J[x-0= I &=0=1I(1II &-9 | =12«
¢ely, cely Py dln \C€Py dn
din

Ezemple de polinoame ciclotomice. Pentrun =1, ®;(X) =X — 1.
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Pentru n = p (numar prim), din X? — 1 = ®&;(X)®,(X), rezulta ca:
XP—1
X -1
Astfel, ®o(X) = X +1, P3(X) = X2+ X + 1.

Pentru n = 4, avem:

4 4 _
_ X 1 _ X 1 X2
D1 (X)Po(X) (X —1)(X+1)

Teorema 5. (Mébius) Pentru n € N*, avem egalitatea:

@, (X) = [T (¥~ 1)“(3) , (4)

dln

$,(X) =XP T XP2 X L

P4(X)

unde i este functia lui Mobius.
Demonstratie. Daca (G, -) este un grup abelian si f,¢ : N* — G doua
functii, atunci exista formula de inversiune a lui Mdbius:

gn) = [ f(d), ¥n e N* & f(n) = [[o(@*(D), vn e N*.

dn dln

Luand in rolul lui G grupul multiplicativ al fractiilor rationale nenule
(rapoarte de polinoame nenule), formula (4) este echivalenta formulei (3), in
baza formulei de inversiune a lui Mébius.

Propozitia 6. Polinoamele ciclotomice au coeficienti intregi, adica
o,(X) € Z[X].

Demonstratie. Prin inductie dupa n. Pentru n = 1, avem ®(X) =
= X — 1 € Z[X]. Sa presupunem ca P, (X) € Z[X], pentru toti 1 < k < n si
sa aratam ca ¢, (X) € Z[X]. Din formula (3), avem ca:

Bo(X) = =1

-1
II @ux)
dn,d<n
Conform ipotezei de inductie, polinomul de la numitor este monic si
are coeficienti intregi. Tinand seama de algoritmul impartirii, deducem ca
polinomul cat ®,,(X) are coeficienti intregi.

Teorema 7. (Gauss-Dedekind) Polinomul ®,(X) este ireductibil in
inelul de polinoame Z[X].

Demonstratie. Ne vom baza pe urmatorul rezultat important, a carui
demonstratie se poate vedea in [1].

Lema. (Mertens) Daca f € Z[X] admite ca radacing o radacing prim-
itiwa de ordin n a unitatii ¢, atunci f admite ca radacini toate raddacinile
primitive de ordin n ale unitdtii, adicd f(C*) = 0, pentru 0 < k < n —1,
(k,n) = 1.
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Sa demonstram acum teorema. Evident, ( = COSZ% + isin% este
o radacina a polinomului ®,(X). Fie f(X) € Z[X] acel factor ireductibil
monic din descompunerea lui ®,,(X) care are radacina (. Conform lemei lui
Mertens, polinomul f(X) are ca radacini toate (¥ cu0 < k <n—1,(k,n) = 1.
Rezulta ca f(X) = ®,(X) si, cum f(X) este ireductibil in Z[X], rezulta ca
polinomul ®,,(X) este ireductibil in inelul Z[X].

Alte rezultate privind polinoamele ciclotomice (pentru care se
poate vedea [1]).

Teorema 8. Dacan = p{* - ... -pz’“ este descompunerea canonica a lui
n, atunci:

‘@n(X) = (I)pl-...-pk <Xﬁ> :
Altfel spus, este suficient sa cunoagtem polinoamele ®,,(X), cu n liber
de patrate.
Propozitia 9. Daca:
B (X) = XM 4o XM= 4 Con)—1X + Co(n),
atunci ¢; = Cy(p)—i; pentru i = W, adica polinomul ®,,(X) este reciproc.

Teorema 10. (Schur) Multimea coeficientilor polinoamelor ®,(X),
cand n parcurge N*, este multimea Z o numerelor intregi.

Teorema 11. (Migotti) Daca p,q sunt numere prime distincte, poli-
nomul ®pq(X) are coeficientii in multimea {—1,0,1}.

Reamintim definitia functiei p a lui Mébius p: N* — {—1,0,1}:

1, n=1
p(n) =< (=DF, n=pi-..-pp (pr <p2 <..<py prime).
0, n se divide cu p? (p prim)

Prelungim aceasta functie la Q., astfel:
— _ w(x), xeN*
: —{—1,0,1}, = .
H @—i— { } M(CC) {07 = Q+\N*

Prelungim si coeficientii binomiali prin egalitatile:

<a> Cala—1)- . (a—k+1)

, unde a € Z, k € N*;

k k!
(g) =1, unde a € Z.

Cu notatiile de mai sus, avem:

Teorema 12. (Mdller-Endo) Daca:
O, (X) = X0 4o X214 o XPM=2 4 e,
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atunci:

wm X (o () (7 (Z)) L

1420+ ki =k b2
1120,i22>0,...,1, >0

(%)

pentru 1 < k < ¢(n), deci coeficientii celui de-al n-lea polinom ciclotomic se
pot calcula efectiv.
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