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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

CÂTEVA PROBLEME DE COMBINATORICĂ A
MULŢIMILOR

Manuela Prajea 1)

Scopul lecţiei de faţă este acela de a evidenţia câteva tehnici de numărare
utile ı̂n soluţionarea unor probleme dificile, bazate pe utilizarea regulii pro-
dusului, şi acela de a prezenta o categorie de probleme adecvate, noi ı̂n mare
parte, capabile să provoace ingeniozitatea şi experienţa cititorului, elev sau
profesor, iubitor de combinatorică.

Exemplul 1. Să se determine numărul perechilor de mulţimi (A,B)
care satisfac relaţia A ∪B = {1, 2, . . . , n}, unde n ∈ N∗.

Soluţia 1. Pentru k ∈ 0, n fixat, mulţimea A poate fi aleasă ı̂n Ckn
moduri, iar mulţimea B va fi de forma B = ({1, 2, . . . , n}\A) ∪ X, unde
X ⊆ A, deci B poate fi aleasă ı̂n 2k moduri. Numărul perechilor (A,B) este

prin urmare

n∑
k=0

Ckn2k = 3n.

Soluţia 2. Numărul perechilor (A,B) coincide cu numărul modalită-
ţilor de dispunere a elementelor 1, 2, . . . , n ı̂n tripletul de mulţimi disjuncte
două câte două (A\B,A ∩B,B\A). Astfel, elementul 1 poate fi distribuit
ı̂n 3 moduri, elementul 2 ı̂n 3 moduri, etc. Din regula produsului avem 3n

moduri.
Soluţia 3. Considerăm matricea de incidenţă a perechii (A,B), sugera-

tă de funcţia caracteristică a unei mulţimi, adică matricea (αij) ∈ M2,n(R)

definită prin α1i =

{
1, dacă i ∈ A
0, dacă i /∈ A şi α2i =

{
1, dacă i ∈ B
0, dacă i /∈ B .
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Astfel matricea de incidenţă

(
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

)
poate fi completată

pe fiecare coloană ı̂n 3 moduri (excepţie face completarea cu 0,0), deci din
regula produsului obţinem 3n moduri de completare, adică 3n perechi (A,B).

Exemplul 2. Să se determine numărul tripletelor de mulţimi (A,B,C)
pentru care A ∪B ∪ C = {1, 2, . . . , 10} şi A ∩B ∩ C = ∅.

Putnam Competition

Soluţia 1. Considerăm matricea de incidenţă a tripletului (A,B,C)
şi observăm că fiecare linie se poate completa ı̂n 23 − 2 moduri (deoarece
nu putem completa cu 0, 0, 0 sau 1, 1, 1 ), deci avem ı̂n final 610 triplete
(A,B,C).

Soluţia 2. Dacă E = {1, 2, . . . , 10} şi (A,B,C) este un triplet de
submulţimi oarecare din E, atunci

A ∩B ∩ C,A ∩B ∩ C,A ∩B ∩ C,A ∩B ∩ C,
A ∩B ∩ C,A ∩B ∩ C,A ∩B ∩ C,A ∩B ∩ C

este o partiţie a mulţimii E. Fiecare element din E poate fi distribuit
ı̂n oricare din cele 8 mulţimi ale partiţiei, cu excepţia primei şi ultimei
submulţimi din partiţie. Avem conform regulii produsului 610 posibilităţi,
deci 610 triplete (A,B,C).

Exemplul 3. Să se determine numărul matricelor de ordinul n (unde
n ∈ N, n ≥ 2) având rangul unu şi elementele din mulţimea {0, 1}.

Soluţie. Dacă L1 (prima linie a matricei) este nenulă, avem 2n − 1
posibilităţi de completare a acesteia cu elementele 0 şi 1. Pe de altă parte,
fiecare din celelalte linii ale matricei va trebui să fie proporţională cu prima
linie, deci va avea două posibilităţi de completare corespunzătoare factorilor
de proporţionalitate posibili 0 şi 1. Cu regula produsului avem (2n − 1) 2n−1

matrice cu L1 6= 0.
Dacă L1 = 0, L2 6= 0, ı̂n virtutea raţionamentului anterior obţinem

(2n − 1) 2n−2 matrice. Continuând cu L1 = 0, L2 = 0, L3 6= 0 obţinem
(2n − 1) 2n−3matrice, . . ., ı̂n fine, pentru L1 = L2 = . . . = Ln−1 = 0, Ln 6= 0
avem 2n − 1 matrice.

Finalizând, avem un număr de:

(2n − 1) 2n−1 + (2n − 1) 2n−2 + . . .+ (2n − 1) = (2n − 1)2

matrice care verifică condiţiile problemei.

Probleme propuse

1. Dacă m,n ∈ N∗, să se determine numărul n−uplurilor de mulţimi
(A1, A2, . . . , An) pentru care A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An ⊆ {1, 2, . . . ,m}.

2. Să se determine numărul perechilor de mulţimi (A,B) care ı̂ndepli-
nesc condiţiile:
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A ∪B ⊆ {1, 2, . . . , 2011}, A\B ⊆ {1, 2, . . . , 1005}, A ∩B = ∅.
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3. Să se determine numărul n-uplurilor (A1, A2, . . . , An) cu proprietăţile

Ai 6= ∅, i ∈ 1, n,
n⋂
i=1

Ai = ∅ şi Ai ∪Aj = {1, 2, . . . ,m},∀i, j ∈ 1, n, i 6= j (unde

m,n ∈ N∗).
4. Să se determine numărul n-uplurilor de mulţimi (A1, A2, ..., An) cu

Ai 6= ∅, i ∈ 1, n,
n⋂
i=1

Ai = ∅ şi
n⋃
i=1

Ai ⊆ {1, 2, . . . ,m} (unde m,n ∈ N∗).

5. Fie E o mulţime cu n elemente, P mulţimea părţilor mulţimii E şi
k ∈ {1, 2, ..., n}. Să se arate că:∑

(E1,...,Ek)∈Pk

|E1 ∩ E2 ∩ . . . ∩ Ek| = n · 2k(n−1).

6. Să se determine numărul n-uplurilor de mulţimi (A1, A2, . . . , An)

pentru care Ai 6= ∅, i ∈ 1, n şi
n⋃
i=1

Ai = {1, 2, . . . ,m} (unde m,n ∈ N∗).

7. Câte numere de n ≥ 2 cifre au proprietatea că suma cifrelor de rang
par este egală cu suma cifrelor de rang impar?

8. Să se determine numărul matricilor de ordinul n ≥ 2 având rangul
unu şi elementele din mulţimea {0, 1, 2}.

Manuela Prajea, Concursul interjudeţean ,,Petre Sergescu“

9. Fie o mulţime M cu n ≥ 3 elemente. Să se determine numărul
perechilor (X,Y ) de submulţimi proprii nevide ale lui M , pentru care X ⊂ Y
şi X 6= Y .

Vasile Pop, Concursul interjudeţean ,,Argument“
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