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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

CATEVA PROBLEME DE COMBINATORICA A
MULTIMILOR

MANUELA PRAJEA D

Scopul lectiei de fata este acela de a evidentia cateva tehnici de numarare
utile in solutionarea unor probleme dificile, bazate pe utilizarea regulii pro-
dusului, si acela de a prezenta o categorie de probleme adecvate, noi in mare
parte, capabile sa provoace ingeniozitatea si experienta cititorului, elev sau
profesor, iubitor de combinatorica.

Exemplul 1. Sa se determine numarul perechilor de multimi (A, B)
care satisfac relatia AU B ={1,2,...,n}, unde n € N*.

Solutia 1. Pentru k € 0,n fixat, multimea A poate fi aleasa in CK
moduri, iar multimea B va fi de forma B = ({1,2,...,n}\A) U X, unde
X C A, deci B poate fi aleasd in 2¥ moduri. Numarul perechilor (A4, B) este

n

prin urmare Z Chok = 3m,

k=0
Solutia 2. Numarul perechilor (A, B) coincide cu numarul modalita-
tilor de dispunere a elementelor 1,2,...,n in tripletul de multimi disjuncte

doua cate doua (A\B, AN B,B\A). Astfel, elementul 1 poate fi distribuit
in 3 moduri, elementul 2 in 3 moduri, etc. Din regula produsului avem 3"
moduri.
Solutia 3. Consideram matricea de incidentd a perechii (A, B), sugera-
ta de functia caracteristica a unei multimi, adicad matricea (ay;) € My, (R)
definit prin ai; — { 1, dacaie€ A §i g — { 1, dacai € B .
0, dacdai ¢ A ’ 0, dacd i ¢ B

Dprof.dr., Colegiul National , Traian”, Drobeta Tr. Severin
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11 012 ... O1p
a91 (92 ... Q9n
pe fiecare coloana in 3 moduri (exceptie face completarea cu 0,0), deci din
regula produsului obtinem 3" moduri de completare, adica 3™ perechi (A, B).

Astfel matricea de incidenta ( > poate fi completata

Exemplul 2. Sa se determine numarul tripletelor de multimi (A, B, C')
pentru care AUBUC ={1,2,...,10} i ANBNC = 0.

Putnam Competition

Solutia 1. Consideram matricea de incidenta a tripletului (A, B, C)
si observam ca fiecare linie se poate completa in 23 — 2 moduri (deoarece
nu putem completa cu 0, 0, 0 sau 1, 1, 1 ), deci avem in final 60 triplete
(A, B,C).

Solutia 2. Daca E = {1,2,...,10} si (A, B,C) este un triplet de
submultimi oarecare din F, atunci

ANBNC,ANBNC,ANBNC,ANBNC,
ANBNC,ANBNC,ANBNC,ANnBNC
este o partitie a multimii E. Fiecare element din E poate fi distribuit
in oricare din cele 8 multimi ale partitiei, cu exceptia primei si ultimei
submultimi din partitie. Avem conform regulii produsului 6!° posibilitati,
deci 619 triplete (A, B, C).

Exemplul 3. Sa se determine numdarul matricelor de ordinul n (unde
n € N, n > 2) avand rangul unu si elementele din multimea {0, 1}.

Solutie. Daca Ly (prima linie a matricei) este nenuld, avem 2" — 1
posibilitati de completare a acesteia cu elementele 0 si 1. Pe de alta parte,
fiecare din celelalte linii ale matricei va trebui sa fie proportionala cu prima
linie, deci va avea doua posibilitati de completare corespunzatoare factorilor
de proportionalitate posibili 0 si 1. Cu regula produsului avem (27 — 1) 271
matrice cu Ly # 0.

Daca Ly = 0, Ly # 0, in virtutea rationamentului anterior obtinem
(2™ —1)2"~2 matrice. Continuand cu L; = 0, Ly = 0, L3 # 0 obtinem
(2" — 1) 2" 3matrice, ..., in fine, pentru L1 = Ly = ... = L, 1 = 0,L, # 0

avem 2" — 1 matrice.
Finalizdnd, avem un numar de:

-2l @r -2 24 (2 1) = (2" —1)°
matrice care verifica conditiile problemei.

Probleme propuse

1. Daca m,n € N*, sa se determine numarul n—uplurilor de multimi
(A1, Ag, ..., Ay) pentru care A1 U A2 U...UA, C{1,2,...,m}.

2. Sa se determine numarul perechilor de multimi (A, B) care indepli-
nesc conditiile:
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AUBC{1,2,...,2011}, A\B C{1,2,...,1005}, AnB=0.
Manuela Prajea, Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

3. Si se determine numarul n-uplurilor (41, As, ..., A,) cu proprietatile

n
Al‘ #@,Z 61,7, mAZ :® §i AZ‘UA]' = {1,2,...,m},Vi,j 61,777,,7,7&] (unde
i=1
m,n € N¥).
4. Sa se determine numarul n-uplurilor de multimi (Ay, As, ..., A,) cu

n n
A #0,ie1,n, ﬂAi =0si UA,» C{1,2,...,m} (unde m,n € N*).
i=1 i=1
5. Fie £ o multime cu n elemente, P multimea partilor multimii £ si
ke {1,2,...,n}. Sa se arate ca:

S ENEN...OE]=n-2"0,
(Elvak)GPk

6. Sa se determine numarul n-uplurilor de multimi (Aj, Ag, ..., Ay)

n
pentru care A; # 0,7 € 1,n si U A; ={1,2,...,m} (unde m,n € N*).
i=1
7. Cate numere de n > 2 cifre au proprietatea ca suma cifrelor de rang
par este egala cu suma cifrelor de rang impar?

8. Sa se determine numarul matricilor de ordinul n > 2 avand rangul
unu si elementele din multimea {0, 1, 2}.
Manuela Prajea, Concursul interjudetean ,,Petre Sergescu*
9. Fie o multime M cu n > 3 elemente. Sa se determine numarul
perechilor (X,Y’) de submultimi proprii nevide ale lui M, pentru care X C Y
siX #Y.

Vasile Pop, Concursul interjudetean ,,Argument “
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