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PORNIND DE LA O PROBLEMA DE ANALIZA

MANUELA PRAJEAY i MIHAIL BXLUNA?)

In lectia de fatd ne propunem ca, plecand de la un rezultat initial —
in cazul de fatd o problema din Gazeta Matematicd — sa obtinem cateva
enunturi si demonstratii referitoare la eventuale reciproce ale acestui rezul-
tat. Apreciem ca deprinderea unui asemenea exercitiu de explorare a di-
verselor enunturi matematice, constand in cercetarea reciprocelor sau ra-
finarea conditiilor, este esentiala in pregatirea matematica a elevilor si pro-
fesorilor.

Consideram urmatoarea problema.

Fie f : R — R o functie care este crescdatoare si are proprietatea cd
pentru orice x € R avem:

1 1
lim f(ac——) = lim f<:c—|——>.
n— 00 n n—o0 n
Ardtati ca f este continud.

In vederea cautarii unei reciproce in ipoteza careia apare conditia ,,f
este continud” si cu concluzia ,f este crescatoare”, este evident atat ca ega-

n—o00 n n—o00
de conditia de continuitate, in ipoteza trebuie inclusa o alta conditie, even-
tual de tip discret, care sa prefigureze monotonia functiei. Putem astfel
obtine enuntul urmator, propus de primul autor la concursul interjudetean
de matematica ,,Petre Sergescu*, editia 2011.

1 1
litatea lim f |z — —> = lim flxz+ —) devine superflua cat si ca, alaturi
n

Propozitia 1: Daca f : R — R este o functie continud si, pentru orice
x € R gi orice n € N*, avem:

1
r@<s(er),
n
atunci functia f este crescatoare.

Demonstrafie. Prin inductie matematica se obtine:
m
f@<f(z+2),

pentru orice z € R si orice m,n € N*.
Fie acum z,y € R cu z < y si fie (an),>; un sir de numere rationale
pozitive astfel ca lim a, =y — x. Utilizadnd cele demonstrate anterior avem
n—oo
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f(z) < f(x+ ayp) si, deoarece f este continua, obtinem prin trecere la limita
in inegalitatea precedenta:

lim f (@) < Tim f(e+an) = f (Jim (2+a,) = f@+y—a) =),

n—0o0

adica f (z) < f(y), deci f este crescatoare.

Observatie. De precizat ca rezultatul precedent raméane valabil si in
ipoteza mai slaba f este continud la dreapta, asa cum se constata i din
demonstratia expusa (in acest caz luam sirul (ay)n>1 descrescator).

Putem incerca o intarire a rezultatului anterior prin slabirea ipotezei:

Conjectura. Dacad f : R — R este o functie care are proprietatea lui
Darboux si care verifica relatia:

1
ross(ory).
n
pentru orice x € R gi orice n € N*, atunci f este crescatoare.

Incercarea de a demonstra acest rezultat se loveste insa de faptul ca
relatia nu ne permite sa ,,controlam” decat perechile de numere reale a caror
diferenta este numar rational, iar proprietatea lui Darboux, spre deosebire
de continuitate, nu ne permite sa spunem nimic despre valorile functiei in
puncte ,,vecine”.

In fapt, conjectura este falsd, dupa cum ne aratd urmatorul exemplu
de functie reald care duce orice interval nedegenerat in intreaga multime a
numerelor reale (o astfel de functie are proprietatea lui Darboux, deoarece
duce orice interval intr-un interval, dar nu este continua in niciun punct
xo € R, deoarece este nemarginita pe orice vecinatate a lui ).

Exemplul se bazeaza pe folosirea urméatoarele idei:
e daca impartim multimea numerelor reale in clase de echivalenta prin
relatia de echivalenta:
r~yer—yeQ, (E)
atunci fiecare clasa de echivalenta este multime numarabila,;

e deoarece fiecare clasa de echivalenta (mod E) este numarabila, mul-
timea A a acestor clase de echivalenta are acelasi cardinal ca multimea nu-
merelor reale, deci exista o functie bijectiva ¢ : A — R;

o functia f : R — R data de f(z) = ¢(C3), unde C, este clasa de
echivalenta a lui  (mod FE), are proprietatea:

f(x—i—l) = f(z), Vx € R
n

e fiecare interval nedegenerat contine cel putin un reprezentant al fi-
ecarei clase (mod F), deoarece multimea numerelor rationale este densa in
multimea R;
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e deoarece  este surjectiva, imaginea fiecarui interval nedegenerat prin
functia f este intreaga multime a numerelor reale.

In spiritul enunturilor si demonstratiilor anterioare se pot justifica si
urmatoarele.
Propozitia 2. Daca f : R — R este o functie continua si:

f(:v+%> — (@)

pentru orice x € R i orice n € N*| atunci functia f este constanta.

Ipoteza de continuitate nu poate fi substituita cu cea de existenta a
proprietatii Darboux (a se vedea exemplul precedent).

Propozitia 3. Dacda f : R — R este o functie continuad, g : R — R
este o functie monotona i f(x) = g(x) pentru orice numdar rational z, atunci
functiile f si g sunt egale.

Ipoteza de continuitate nu poate fi substituita cu cea de existenta a
proprietatii Darboux: analog cu exemplul de mai inainte impartim multimea
R\Q in clase de echivalenta (mod E), consideram o bijectie ¢ : B — R, unde
B este multimea claselor de echivalenta ale lui R\ Q (mod E) si definim:

) g(z),daca z € Q
f@) = {w(Cx),dacé zE€R\Q’

unde C, este clasa de echivalentd a lui # (mod E). Functia f are proprie-
tatea lui Darboux (acelasi argument ca inainte), dar nu poate fi egala cu g,
deoarece g are limite laterale finite in orice punct, pe cand f nu poate avea
discontinuitati de prima speta.
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