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In lucririle [1] si [3] sunt prezente cateva inegalititi omogene cu o forma

asemanatoare: daca ai,as,...,a, sunt numere reale pozitive, atunci:
2 2 2 n
a a a 1
! 2 7”sz ai, m > 2, (1)
a;+az az+as an + aq 2 i
3 3 3 n
a a a 1
! 2 7"ng a?,nZ?), (2)
a1 +ay as+as an + a1 2 —
a3 a’ a’ 1

2 2 "'+27n27
ay +asaz a3+ azay a; +ajaz — 24

n
Zai, n > 3. (3)
i=1

Primele doua relatii se pot demonstra, de exemplu, cu ajutorul ine-
galitatii lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz, iar cea de-a treia este demonstrata
in [2] prin insumarea unor inegalitati de forma :

ai’ da; — as — ag
a% + asaz 4

Vom demonstra cateva inegalitati care generalizeaza aceste relatii.

Propozitia 1. Daca n,p € N*, a1,a3,...,a, >0,k >p,n>p+1,
atunci:

k k k n
a1+p a2+27 aner 1 A
5 +— +.o. 275 a;, (4)
a1+ G203 ...0pr1 A9+ A304 ... Apt2 an +a1az...ap —
unde ap41 = a1, apt2 = A2, ..., Aptp = Ap.

Propozitia 2. Daca n,p € N*, ay,a9,...,a, > 0, k > p, n > 2,
atunci:

k+p k+p k+p n
a a an 1
pl 7t pQ pt--t 5 szza?' (5)
a] +a, ay+asg an +ay — 2 prt
FEgalitatea se obtine atunct cand a1 = as = az = ... = ap.

1>Profesor, Colegiul National ,,Spiru Haret“ Bucuresti
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Demonstratie . Pentru (4) folosim inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-
Schwarz:

n ak+p n
i k—p p
§ : P 5 E Ja; P (a] +ait1aie . aigy) | >
— a; + Qj+10i+2 - - - Qiyp —
i=1 =1
2
k+p n 2
; k—p/ p § : k
E % . \/ai (al- + Aj4+1Q542 - - - ai+p) = a; s
a +aQi410i42 - - - Qigp )
unde ap41 = a1, 0pq2 = A2,. .., Aptp = Ayp.

Este acum suficient sa demonstram ca:

n 2 n
D>_ai D>_ai
i=1 i=1
n — 2 ’
k—p/ p
g a; "(a; + ait10iq2 . .. Gitp)
i=1

ceea ce este echivalent cu:
n n
2 : k } : k—p
a; > (ai Aj41Q542 - - - al'er). (6)
i=1 i=1

Folosim acum inegalitatea ponderata a mediilor:
x{‘lgy%@x%" <Mzt X+ ..+ ATn, M tAt+.. AN =1

si obtinem inegalitati de forma:

i

k—p o 1 o 1 kB2 (g koL k—
o G TGty z+p2 (a;) * (ai+l> c(ad )k =ai Paig - aigy,
unde i = 1, n.
De aici, prin sumare, obtinem inegalitatea (6) si astfel cerinta este
indeplinita.
Analog, inegalitatea (5) se reduce la :

Za >Z a; Pal, ;). (7)

Relatia (7) se obtine prin insumarea inegalitatilor:

(
k—p k k%p k k k—
% +2 2 af > ( ) (%H) =a; Yaj,y,

unde ¢ = 1, n.

Printr-un rationament identic, obtinem:
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Propozitia 3. Daca n,p € N*, o, 6 > 0, a1,as3,...,a, > 0, k > p,
n > p+ 1, atunci:

n k+p ko k k
Z a; >a1+a2—i—...+an ®)
— aay + Bait1Git2 - Qivp a+p

Propozitia 4. Daca n,p € N*, o, 6 > 0, a1,as3,...,a, > 0, k > p,
n > 2, atunci:

k+ k+ k+
a; as '’ N an' P ab +ak+.. . +ak (9)
ad) + Bdl  adb + Bal aah + Bal ~ a+p

1
Prin substitutiile a; — — se obtin inegalitati duale ale acestora:
i

Corolar 1. In conditiile propozitiilor 3, respectiv 4:

n
11042 - - itp 1 1
2 a+p (Zk) , nzp+1, (10)

n

i—1 a@§0i+1ai+2 - Qigp + Ba; i—1 Y
n P n
as 1 1
1+1
E > E — n>2 (11)
kP k+p = lf) ’ -7
o cajag .y + Ba; atp (i1 a;

unde apys =as,s=1,...,p,n,p e N o, 8> 0, a1,a9,...,a, >0, k > p.

Din pacate, metoda anterioara esueaza in cazul 1 < k < p, problema
devenind mult mai dificila. Demonstram inegalitatea (5) pentru cateva cazuri
particulare ale lui n, k, p:

e in cazul n =2, k > 0,p > 0 inegalitatea (5) devine :

ak-i—p bk—i—p ak: + bk
+ > ,
aP +bP P 4 aP — 2

care se reduce prin eliminarea numitorului la:

N e A | =S (ak - bk) (a? —bP) >0,

a,b> 0, (12)

ultima afirmatie fiind evident adevarata.
e in cazul k < p, n =3,k = 1,p = 2, inegalitatea (5) se scrie:
ad b3 c3 a+b+c
SRR R S )
a®+b b +c c“+a 2
Pentru a o proba, putem presupune ca ¢ = max(a, b, c). Inegalitatea se
mai scrie:

a,b,c> 0. (13)

a(a® —b%) bbb —c?) N c(c? — a?) -
a2 + b2 b2 + 2 2Z+a2 —

Deoarece:

a(a® — b?) B b(a®> —b*)  (a—b)*(a+b) -0
a? +b? a2+b a2+ T
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este suficient sa demonstram ca:

b(a? —b%)  b(b® %)  c(c? —a?)
> 0.
a? + b? b2 + 2 +a? =
Dupa aducerea la acelasi numitor, aceasta se mai scrie:
20%(a? — ¢? c(c? — a?
(@=c) | di=a)

(a? + %) (b2 + ¢2) Tarae
& (2 —a?)[e(V® + A)(a® +b?) — 2b*(a* + *)] > 0 =
& (¢ —a?)(c— b)[2a*V* + bc(c — b) + a*c® + a*bc] > 0,
ceea ce rezulta din ¢ = max(a, b, ¢).

Precizam ca acest caz particular poate fi dedus si din inegalitatea lui
Vo Quoc Ba Can din [3]:

a’ b3 c3 3(a? + b + ?)
a2+b2+b2+02+62+a2_ 2
facand verificarea:
3(a® + b2 + ¢2) Satbte
2 - 2
oIn GMA., V. Cirtoaje propune gi demonstreaza prin metode elemen-
tare, dar laborioase, cazul n = 3,k = 1,p = 3 al inegalitatii (5):
at bt A a+b+c
a3+b3+b3+c3+c3+a3_ 2

, a,b,e>0, (14)

S a—b*+0-c)’+(c—a)®>0.

a,b,c > 0. 0O (15)

Observam ca pentru k = 1, p = n — 1 inegalitatea (4) devine:

z”: a? L mtat. . tan
n—I1

— — )
= taaz...ai-10i41 ... ay 2

a1,a9,...,a, > 0, n > 2. Cazul n = 2 al acestei inegalitati este adevarat
conform lui (1), iar cazul n = 3 rezulta din inegalitatea (3).

Pe de alta parte, dand valorile a1 = 2, a2 = ... = a,, = 1, inegalitatea
conduce la 2" 1(7 —n) > n + 5, prin urmare ea este falsa pentru n > 7.

In cazurile n € {4,5,6} inegalitatea este adevarata; demonstratia pen-
tru aceste cazuri va aparea intr-un alt articol.

Prin inlocuirea lui 2 cu a + 8 si punand cateva conditii suplimentare
vom demonstra aici o inegalitate mai slaba, care este valabila pentru orice
neN,n>2:

Propozitia 5. Daca n € Nyn > 2, a,8 > 0, ay,a9,...,a, > 0,
B> (n—1)a«, atunci:

n

Z ay >a1+a2+...+an. (16)

n—1 —
— aa;” + Paraz...a;i—10i41 .. ap a+p
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Pentru demonstrarea Propozitiei 5 ne vom baza pe urmatorul rezultat
obtinut de Razvan Satnoianu, in [5]:

Teorema. Pentru oricen € N*, p>1, o, >0, x1,29,...,2, >0, cu
B > (nP — 1) a, avem inegalitatea:

1
Z( . ) > (17)
o1 Ny +ﬁH$k (a+pB)r
ki
Inegalitatea (17) este de fapt o generalizare a unei probleme propusa
de Coreea la a 42-a O.I.M., Washington, 2001, care a generat numeroase

dezbateri, solutii si generalizari si care are enuntul:
Daca a,b,c > 0, avem inegalitatea:

a b c
+ + >
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 4+ 8ab
Demonstratia inegalitatii (16). Deoarece inegalitatea este simetrica,

putem presupune ca a; < as < ... < a,. Observam ca, in acest caz, obtinem
sirul ordonat:

1.

n—1 n—1
ay ay

<
n—1 — n—1
aal” " + Basas...ap,  aay T+ Pajasas. .. ap

an—l
<...< n

T ad 4 Bajas...an_1
Sunt astfel indeplinite conditiile din inegalitatea lui Cebdsev, deci:

n

St () (D )
=g+ H ar  "\ig Z = aa] T+ H ar)
ki ki

Din inegalitatea (17) pentru p = 1 avem:

" ay 1 n " N\ 1 " '
e s () e (5)

7 i=1
ki
deci (16) este demonstrata. O

Ramaéane o problema deschisa pentru ce valori ale lui n € Nyn > 4 si
1 <k < p, sunt adevarate inegalitatile (4) si (5).

Aplicatie
Dacan eN*, o, 3 >0, x1,29,...,2, >0, x1+ z2+. ..+ x, = 1, atunci:
a:? :cg a;;g’l 1

+...+ .
ax1 + Bra  awe + a3 axy, + Br1 — nla+ B)
Test selectie O.1.M., Moldova, 2002
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Solutie. Din Propozitia 3 si din inegalitatea dintre media patratica si
cea aritmetica avem:

x:{’ a:% n n $% >x%—|—m%+...—|—xi
ax1 + Bre  awe 4+ Brz T ax, + Br T a+ -
(951+$2+...+$n)2_ 1
- n(a+ B) n(a+8)
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CATEVA INEGALITA'];I UTILE PENTRU OLIMPIADE
DOREL BArTany

Abstract. The article shows how to use geometric substitutions when
proving certain inequalities.

Keywords: Inequalities, Gerretsen inequality.
MSC : 26D99.

Prezenta lucrare cuprinde cateva inegalitati mai dificile, publicate si
demonstrate in revista ,Mathematical Reflections“ (M.R.), la care vom pre-
zenta propria noastra demonstratie.

Problema 1. (M.R. nr. 5/2006, problema S25). Sa se arate cd in
orice triunghi asculitunghic exista inegalitatea trigonometric

a:
3 3 3 1
cos” A + cos® B + cos® C' + cos Acos BcosC > 3
Demonstratie. Utilizand identitatea:

cos? A + cos® B + cos®> C' + 2cos Acos BeosC = 1,

1>Dr,ing.7 ROMTELECOM S.A., Bucuresti



