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ASUPRA UNOR EXTINDERI PATRATICE
MARCEL TENAY

Abstract. The article analises the set of the fixed points of an involutive
automorphism of a commutative field.
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Consideram un corp comutativ K si un automorfism ¢ : K — K, diferit
de automorfismul identic 1x, dar care este involutiv, adicid i o7 = 1.

Notam cu £ multimea formata din punctele fixe ale automorfismului 4
adica F' = {z € K | i(x) = x}. Cu aceste ipoteze si notatii, avem urméatoarea:

Teorema. a) F este un subcorp al lui K ¢i [K : F] =2, unde [K : F]
este gradul extinderii F C K (dimensiunea spatiului liniar K peste corpul F).

b) i este o aplicatie F— liniarda, avand ca matrice asociatd intr-o anumita
baza:

A= (1] _(1) > cand corpul K are caracteristica diferita de 2, respectiv
10 . .
A= 11 cand corpul K are caracteristica 2.

Demonstratie. incepem cu urmatoarea:

Lema. Exista un element xo € K cu xg + i (zg) # 0.

Demonstratia lemei. Presupunem prin absurd ca pentru orice z € K
avem x + i(z) = 0, deci i(z) = —z, Vo € K. Cand Char(K) # 2, avem
i(l) = —1 si cum (1) = 1, rezultd 1 = —1, absurd. Cand Char(K) = 2,
egalitatea i(z) = —z devine i(z) = x, Vo € K, adica i = 1, absurd.

Demonstratia propriu-zisa a teoremei. a) Faptul ca F' este subcorp al lui
K este o simpla verificare. Deoarece i # 1k, exista o € K cu i(a) # «, deci
a € K\ F. Atunci multimea {1, o} este liniar independenta peste F' (caci o
relatie de liniar dependenta ar duce la o € F'). Deoarece dimensiunea unui
spatiu vectorial reprezinta numarul maxim de vectori liniari independenti
rezulta [K : F| > 2.

Pentru a dovedi inegalitatea contrara [K : F| < 2, este suficient sa
aratam ca orice multime cu 3 elemente din K este liniar dependenta peste F'.
Fie {«, 3,7} C K. Consideram sistemul liniar omogen peste K cu necunos-
cutele x,y, z € K:

ar  +py +yz2=0
i(a)x +i(B)y +i(y)z = 0.

Deoarece necunoscutele sunt mai multe decat ecuatiile, sistemul are
cel putin o solutie nenula (x1,y1,21) € K?; sa zicem ca x1 # 0. Conform
lemei exista xg € K cu xg + i(xg) # 0. Pentru orice A € K, (Ax1, A\y1, Az1)
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oA . . . N Zo . .
ramane solutie a sistemului si ludind A\ = — obtinem solutia (z2,y2, 22),
I
unde zo = Ax1 = xg, Y2 = A\y1, 22 = Az1. Scriind cad (ze = x9, Y2, 22) verifica

sistemul, avem:

{ ary  +Py2  +y22 =0 (1)
i(a)ro +i(B)y2 +i(y)z2 = 0. (2)

Aplicand automorfismul 7 in (2) obtinem:

i(wo)or +i(y2) B+ i(22)y = 0. (3)
Adunéand (1) cu (3) rezulta:

(2o + i(wo)] o + [y2 +i(y2)] B+ [22 +i(22)] v = 0. (4)

Dar xzo+1i(x0), y2+1i(y2), 22 +i(22) € F si cum xg+1i(xo) # 0, egalitatea
(4) arata liniar dependenta multimii {«, 3,~} peste F.

Observatie. Deoarece [K : F] =2, rezulta ca pentru orice o € K\ F
multimea B = {1, a} este o baza a lui K peste F' (deoarece este liniar inde-
pendenta si are cardinalul unei baze).

b) Faptul ca i este aplicatie F'—liniara rezulta imediat din aceea ca i
este morfism de corpuri.

Cazul 1. Char(K) # 2. Consideram un element o € K \ F' si formam
elementele s = o+ i(a) € F, p = ai(a) € F, d = a —i(a) € K\ F (aceste
apartenente sunt imediate, caci i(s) = s, i(p) = p, iar dacd am presupune
i(d) = d, ar rezulta —d = d gi cum 1+ 1 # 0, ar insemna ca d = 0, adica
() = «, prin wrmare o € F, absurd). Conform observatiei, multimea

= {1,d} este o bazi a lui K peste F. Dar d*> = s> —4p € F, deci

~
—~

i(d?) = d2, adica (i(d))* = d? si cum i(d) # d (deoarece d ¢ F), rezultd
i(d) = —d. Asadar:

i(1)=1-140-d
{ i(d)=0-1+(-1)-d

ceea ce aratd ca matricea asociata aplicatiei F-liniare ¢ in baza {1,d} este

1 0
a=(o 1)
Cazul II. Char(K) = 2. Conform lemei putem alege a € K astfel
incat s = a+i(a) # 0 si atunci a ¢ F (caci a € F duce la i(a) = a,

1
adica a + i(a) = 0, absurd). Egalitatea s = o + i(«) Inmultita cu — devine
s

a i(a)

1=—4 —=gicum s € F, putem scrie mai departe:
s

s
1:g+i<g) saui(g>:1+g.
s s s s



126 ARTICOLE §I NOTE MATEMATICE

Cum & € K \ F, conform observatiei rezulta ca multimea B = {1, Q}
s

S
este o baza a lui K peste F. Asadar:

i(1)=1-140-

i(g>:1~1+1-
S

vy . c e . . . - A (0%
ceea ce arata ca matricea asociata aplicatiei F-liniare ¢ in baza {1, —} este
s

AZG‘;)

Teorema este complet demonstrata.

w|Qw |2

Comentarii. 1. Ilustram teorema precedenta prin patru exemple,
primele doua pentru corpuri de caracteristica 0, al treilea pentru un corp de
caracteristica p # 2 si al patrulea pentru un corp de caracteristica 2.

e Luind K = C, i : C — C, i(z) = Z (conjugarea complexa), avem
F =Rsi [C:R] =2; 0 baza a lui C peste R este B = {1, i}, i fiind unitatea
imaginara i cum (1) = 1, i(i) = —i, rezulta ca matricea asociata aplicatiei

liniare 7 este
1 0
A= ( b ) |

e Luand K =Q (\/&) un corp patratic, unde d € Z\ {1} este un intreg
liber de patrate, i : Q (\/&) - Q (\/&), i (a—i— b\/&) =a—b/d, Ya,beQ
(conjugarea patratica), avem F = Q si [Q (\/3) :Q] = 2; o baza a lui
Q (\/&) peste Q este B = {1,\/&} si deoarece i(1) = 1, z<\/g) = —/d,

rezulta ca matricea asociata este

(4 1)

e Luand K = F,2 un corp cu p? elemente, care are caracteristica p
(p =prim, p # 2) sii: Fp — Fp, i(z) = 2P (automorfismul lui Frobenius)
avem i0i = lg, F = {x € K |2P =2} = F, ~ 7Z, care este un corp cu p
elemente si [F,2 : F,| = 2. Polinomul f = XP* — X € F,[X] are ca riadicini
toate elementele corpului K, iar polinomul ¢ = X? + X € F,[X] divide
polinomul f (caci radacinile lui g sunt radacini pentru f). Polinomul g nu
are insa radacini in F), cdci o eventuala radacina zp € Fj, a lui g ar duce
la zf = zo si of = —wo, deci zg = —xg, absurd, in caracteristica p # 2.
Alegem atunci o radacina a € K* a polinomului g, deci o € K \ F), si atunci
B = {1, o} este o baza a lui K peste F,,. Deoarecei(1) = 1sii(a) = o? = —a,
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rezulta ca matricea asociata aplicatiei lininare ¢ in baza B este

(3 2)

e Luaind K = F4y = {0,1,a,1 + a} un corp cu 4 elemente, care are
caracteristica 2, iar i : Fy — Fy, i(x) = 2 (automorfismul lui Frobenius)
avem 101 = 1, I = {x€F4\x2:x} = {0,1} = Fy ~ Zy care este un
corp cu 2 elemente si [Fy : Fo] = 2; o baza a lui Fy peste Fy este B = {1, a}
si deoarece i(1) = 1, iar i(a) = a® = 1 + a (a se vedea tabla inmultirii in
corpul Fy), rezulta ca matricea asociata lui i este

AZGQ)

2. Punctul a) al teoremei precedente, este un caz particular al unui
rezultat mai general ([1], teorema 14) si anume:

Fie K un corp comutativ si G un grup format din n automorfisme ale
corpului K. Daca F' este mulfimea ,,invariantilor“ grupului G, adica:

F={zxeK|o(zx)=ux, Vo eG},

atunci F este un subcorp al corpului K gi avem [K : F] = n.

In cazul nostru G = {1k, i} este un grup cu 2 automorfisme ale corpului
K, prin urmare [K : F] = 2.

3. Este valabil, in ipotezele teoremei, urmatorul rezultat:

Singurele F-automorfisme (automorfisme pentru care elementele lui F'
sunt puncte fize) ale corpului K sunt 1 si 1.

Intr-adevir, fie f : K — K un F-automorfism, adici f(z)=x,Vz €F.
Daca B = {1, a} este o baza a lui K peste F', am vazut ca s = a+i(a) € F,
p = ai(a) € F. Atunci f(s) = s, f(p) = p, adica f(«a) + f(i(a)) = s,
f(a)f (i(e)) = p. Inseamnd ci polinomul X2 — sX + p € F[X] are, pe de
o parte, radacinile « si i« iar pe de alta parte, radacinule f(«) si f (i(«)),
adica {o,i(a)} = {f(«a), f (i(a))}. Daca f(a) = a rezulta f = 1k, iar daca
f(a) = i(a) rezulta f =1i.

4. La Olimpiada Nationala de Matematica din anul 1998, semnatarul
acestor randuri a propus la clasa a XII-a urmatoarea problema:

Un corp K C C in care operatiile sunt cele obisnuite cu numere com-
plexe, satisface ipotezele:

a) Corpul K are exact doua endomorfisme f si g.

b) f(z) =g(x) =2 Q.

Sa se demonstreze ca exista un intreg liber de patrate d # 1 astfel incat
K =(Va).

Dam aici o solutie bazata pe teorema din acest articol.
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Mai intai de toate, este clar ca unul din endomorfisme este 15 ; sa zicem
ca g = 1g. Nu putem avea fo f = f, caci f fiind injectiv (morfismele de
corpuri sunt injective) ar rezulta f = 1x = g, absurd. Asadar fo f = 1,
deci f este un automorfism involutiv al corpului K. Ipoteza b) din problema
se scrie f(z) = x = x € Q si pentru ca implicatia reciproca este evidenta,
rezultd ca Q = {z € K | f(x) = x}. Conform teoremei avem [K : Q] = 2.
Daca a € K\ Q, am vazut cd a — f(a) € K\ Q. Dar a — f(a) = /s% — 4p,
unde s = a + f(a) € Q, p = af(a) € Q si unde prin /A intelegem una
din radacinile polinomului X? — A € Q[X]. Scriind s — 4p = ¢°d, cu g € Q
si d € Z\ {1} liber de patrate, rezultda o — f(a) = ¢/d, deci Vd € K \ Q.

Atunci B = {1, \/Zl} este o baza a lui K peste Q, prin urmare:

K:{a+bx/&ya,be@}=<@(\/&).

5. Autorul este recunoscator colegului sau, prof. Dinu Serbanescu si
lui Andrei Ciupan, student la Harvard University (USA), pentru punerea
problemei.
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