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NOTA ASUPRA UNEI PROBLEME DE ALGEBRA
DAN Scawarzb

Abstract. A viewpoint on the real functions whose translations form a
semigroup.
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La Faza pe Sector, Bucuresti, a Olimpiadei de Matematica 2010, la
clasa a XII-a, a fost propusa urmatoarea:

Problema. Sa se determine grupurile de forma (/f(x)dx, o>, unde

f R — R este o functie care admite primitive, iar ,,0” este compunerea
functiilor.
Marcel Tena, Bucuresti

Solutie.?) Vom demonstra, in conditii mult mai generale, ca fiind data o
functie reald ¢ : R — R care satisface ¢(0) = 0, submultimea de functii reale
{¢+vy; y € R} este monoid (semigrup cu element neutru) fata de operatia
,0”7 de compunere a functiilor dacd si numai daca ¢ = idg, adicd p(z) = =
pentru orice z € R.

Aceasta rezolva problema propusa, cici ludnd F acea primitiva a lui f

pentru care F'(0) = 0, avem /f(x)d;r ={F+C; C € R}. Atunci F(z) = z,

deci f(z) = 1, pentru orice z € R. [ ]

Sa definim pe multimea F = {f; f:R — R} a functiilor reale, relatia
fi1 ~ fo daca fo — fi = constanta. Se verifica imediat cid ~ este o relatie
de echivalentd. Atunci in clasa f exista exact un reprezentant (canonic) ¢
cu ¢(0) = 0. Sa presupunem acum ca ¢ este subsemigrup al lui (F,o). Fie
po(p+y)=p+y. Calculata in x = 0 aceasta relatie da p(y) = ¢/, deci

’90 o(p+y) =9+ ¢y) ‘ pentru orice y. Calculatd in y = 0 aceasta relatie

da poyp = ¢, deci i (¢ +y) o = ¢+ y pentru orice y, adica ¢ este
element neutru la dreapta. Invers, pentru o functie ¢ care satisface ¢(0) =0

51| ((z) + 1) = p() + @(y) | pentru orice 2, y, avem ((p+a)o(p+b))(x) =
= (@ +a)((p+b)(x) = (¢ +a)(p(x) +b) = (¢ + (#(b) + a))(2),
deci ¢ este semigrup.®)
Fie acum K, = {k € R; p(k) = k}. Din ¢ o p = ¢ rezulta K, = Imep.
Avem 0 € K, si p(k1 + k2) = p(p(k1) + ko) = o(k1) + ¢(k2) = k1 + ka. De
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2) Alte dous solutii ale acestei probleme pot fi consultate in G.M.-B nr.3/2010, pag. 133.

3)De fapt aceasta induce pe R operatia asociativd a b = a + ¢(b), cu element neutru la
dreapta e = 0. Verificare (a*b) xc=ax* (bxc) =a+ p((b) + ¢(c), ax0=a+ ¢(0) = a.
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asemenea, 0 = ¢(p(k) + (=k)) = k + p(—k), deci ¢(—k) = —k. Rezulta ca
(Kyp,+) < (R, +) |, subgrup aditiv al lui R. Cazurile improprii sunt:

e K, = {0}, corespunzator la ¢ = 0;

e K, = R, corespunzator la ¢ = idg.

Fie § un coset!) al lui R/K,; avem o(k+y) = k+¢(y) pentru k € K.
Atunci functia ¢ este definitd ca id® pe K, si (arbitrar) pe reprezentanti y
ai coseturilor ¢, prelungita la tot cosetul prin p(k+vy) = k+ ¢(y). Reciproc,
orice astfel de functie ¢ indeplinesgte ¢(0) = 0 si ’ olp(x) +y) = @(x) + ¢(y) ‘
pentru orice x,y. Functia ¢(x) = [z] este un astfel de exemplu, pentru
K, = 7,2 cu ¢ # idg (evident atunci semigrupul va fi firs element neutru).

Dar dacd {¢ +y ; y € R} este monoid, atunci ¢ = €0 ¢ = ¢ (unde ¢
este elementul neutru), deci ¢ este elementul neutru al monoidului. Atunci
e+ ¢(y) = ¢o(p+1y) = ¢+ y pentru orice y, deci ¢ = idg. Pe de alta
parte, este clar ca pentru ¢ = idg submultimea respectiva este monoid (chiar
grup).

In vederea fazei judetene a Olimpiadei de Matematica 2010, clasa a
Xl-a, a fost discutata urmatoarea:

Problema. Sa se determine mulfimile {f + C ; C € R} care sunt
stabile la operatia ,,0” de compunere a functiilor, unde f : R = R este o
functie continud.

Mihai Piticari

Solutie. Ca mai sus, alegand f(0) = 0, avem 0 € Im(f) = K¢ < R,
dar gi un interval (eventual degenerat), caci f este continua. Atunci sau

K; = {0}, cand , sau existd un € > 0 cu intervalul I = (—¢,¢) C Ky,
dar atunci avem si nI C K pentru orice n € N, deci Ky = R si . |

Dcoset=class de echivalenta

2)id:func‘gia identica.
3Un exemplu mai sofisticat este urmatorul. Fie H o baza Hamel a lui R peste Q, si
po : H — H idempotenta, adica o 0 o = o, dar pg # idy. Prelungim o prin liniaritate

la tot R, prin ¢ Z ah; | = Z aipo(h;). Atunci evident ¢(x +vy) = ¢(z) + ¢(y) pentru
iel i€l

orice z,y € R (¢ satisface ecuatia functionald Cauchy) si pop = ¢, deci (po(p+y))(z) =

= p(p(z) +y) = p(e(@)) + ¢(y) = () + ¢(y) = (¢ + ¢(y))(x). Functia idempotenta po

se definegste astfel: fie § # A C H. Definim po(a) = a pentru a € A si arbitrar ¢o(h) € A

pentru h € H \ A. Atunci K, =< A >, subspatiul vectorial generat de A.



