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1. Introducere

Lema chineza a resturilor (pe scurt, LCR) este o tema clasica a arit-
meticii modulare, aga cum se poate citi in lucrarea [1], p. 182-199. Ge-
neralizarea LCR in cadrul unui inel unitar si nenul abstract este tratata in
lucrarea [2], p. 365. Date istorice legate de LCR pot fi gasite in [3], p. 177-
180. O buna constructie a aritmeticii lui Z este realizata in [5], p. 9-21.
Obiectivele lucrarii de fata sunt suficient de bine definite de titlul lucrarii.

A. Notiuni necesare

Numim modul orice numar intreg cel putin egal cu 2. Fie m un modul
fixat. Mullimea resturilor modulo m se noteaza cu R, si se defineste prin
R,, = {0,1,...,m —1}. In baza teoremei de impéartire cu rest (pe scurt,
TIR), fiecare numar intreg z se poate reprezenta in mod unic sub forma:

z=mgq+r, 0<r<m, (1)

unde ¢ si 7 sunt numere intregi. Din (1) obtinem pentru catul ¢ si restul r al
impartirii lui z lam: ¢ =[z/m] € Zsi r = z —m[z/m] € R,,, unde simbolul
[ ] desemneaza partea intreaga. Restul  din (1) se noteaza z mod m (simbol
care se citegte z modulo m si se mai numeste redusul lui z modulo m).
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Pentru fiecare r € R,;,, multimea:
{z€Z |z modm=r}={mqg+r|qel}

se numeste 7-clasa de resturi modulo m. Mulfimea claselor de resturi modulo
m se noteaza cu Z,, si se definegte prin:

Ly ={{mq+0|qeZ}, {mq+1|qeZ},....{mg+ (m—1)|qeZ}}.

Multimea Z,, fiind o partitie a multimii Z, fiecare numar intreg z
apartine unei unice clase de resturi modulo m, notata cu z.

Relatia de congruenta modulo m se defineste prin: z; = z2(mod m) <
& 21 = Zy € Ly, unde z1, 29 € Z. Relatia de congruentd modulo m este o
relatie de echivalenta pe Z.

Echivalenta pentru z1, 2o € Z a conditiilor:

() 5 = 5 € Zm,

(ii) z1 mod m = ze mod m si

(iii) m divide diferenta z; — 2o
fundamenteaza definirea pe Z,, a operatiilor: a + b=atb sia- b=a-b
(a,beZ).

Atunci (Zy, +, ) este un inel unitar gi comutativ, numit inelul claselor
de resturi modulo m. Indicatorul modulului m este numarul de elemente din
multimea {r € R, | rLm}, unde scrierea rLm este o presurtare a scrierii
(r,m) = 1. Numarul de elemente inversabile din inelul (Z,,, +, -) este egal cu
indicatorul lui m deoarece a € Z,, este inversabil in acest inel daca si numai
daca alm, unde a € Z.

B. Formulari ale LCR

Se considera fixata o multime de ¢ module (¢ > 2), S={m1, ma,...,m}.
Notam T = {1,2,...,t}.

Formularea LCR in limbajul aritmeticii modulare. Modulele
din multimea S satisfac conditia m;Lm; oricare ar fi i # j din T. Fie date
numerele r1,72,...,7¢ cu T € Ry, (1 = 1,2,...,t). Sa se determine toate
numerele intregi z care satisfac sistemul de relatii:

z mod my =1
z mod my = 19

z mod m; = 1y,

sistem ce se poate scrie sub forma z =r; (mod m;), i € T.

Formularea LCR in limbajul functiilor. Functia de S-reducere
modulara se defineste prin: f : Z — Ry X Rpy X oo X Ry, f(2) =
= (zmod my, zmod ma, ..., zmod my). Atunci m;Lm; pentru toti i # j
din T este conditia necesard si suficientd pentru ca functia f sa fie surjectie.
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Formularea LCR in limbajul morfismelor de inele. Fie functia
0L — Ly X Ly X .. X Loy, definita prin:

o(z) =(z+m1Z,z+moZ, ...,z +mZ).

Atunci:

1) ¢ este un morfism de la inelul Z la inelul produs Ly, X Lmy X ... X
X Lo

2) ¢ este un epimorfism daca si numai daca m; Lm; pentru toti i # j
din T.

2. Demonstratii elementare

Scop. In aceastd sectiune dam demonstratii elementare ale LCR, for-
mulata in limbajul reducerii modulare, adica rezolvam sistemul de relatii (2)
din paragraful 1.B (in conditiile formulate in acel paragraf).

Cunostinte necesare. Reamintim urmatoarele rezultate (a se vedea
[5]), in care a, b, ¢, by, b, ..., b, sunt numere intregi:

Daca alb; (i=1,2,...,t) , atunci albibs...b;.

Daca a | be gi alb, atunci a | ¢ (Gauss, Euler).

Daca alc,b|csialb, atunci ab | c.

O caracterizare a conditiei a1b in cazul a doua module a si b
date. Fie a si b doua module care satisfac conditia a_Lb. impér@im numerele
1-a,2-a,..,(b—1)-alabsiobtinem, in baza TIR:

i-a=bg +ri,

unde ¢; € Zsir; € Ry (i =1,2,...,b—1). Deoarece a_lb si j nu e divizibil
cu b pentru j =1,2,...,b — 1, are loc egalitatea de multimi:

{ri,re,ympa} ={1,2,....,0—1}.

Prin urmare, exista un unic element u € {1,2,...,b — 1} pentru care are
loc relatia u - a = bg,, + 1. Elementul u se va numi inversul lui a modulo b.

Evident, daca exista un element u € {1,2,...,b — 1} astfel incat u-a =
= bg + 1 pentru un numar intreg ¢ > 0, atunci a_Lb. In concluzie, alb daci
si numai daca a este inversabil modulo b (a,b > 2 numere intregi).

Solutia standard a sistemului de relatii (2). Introducem notatiile:
M =mimg..my i My = M/m; (i =1,2,...,t). Deoarece m; L m; oricare ar fi
i # 7 din T, are loc relatia m; | M; pentru fiecare i € T. Date fiind numerele
T1,72 oy Tty CUT; € Ry, (1 =1,2,...,t), definim Intregul nenegativ z* prin:

25 =riuy My + ...+ reug M.
Fie i un element fixat din 7. Deoarece rju;M; = m; (riq;) + r; $i m;
divide M; pentru orice j € T'\ {i}, deducem ca z*= m; - Q; + r;, unde:
Qi=rigi+ Y (rjuM;) /m;
JET\{i}

este un numar intreg nenegativ.
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Numarul intreg nenegativ zs definit prin:
zg = ((riur) mod mqy) My + ... + ((rw;) mod my) M,

il numim solutia standard a sistemului de relatii (2). Denumirea se justifica
in baza urmatoarelor fapte: 0 < zg < 2* si:

t
"
zszz*—Mg L = mQF + 1y,
; my
j=1

t
unde Q;=Q;— M; Z [C{:ﬂ] >0 este un numar intreg (pentrui = 1,2, ..., t).
— j

Numarul intrjeg pozitiv z, definit prin 2z, = z; mod M il numim solutia
principald a sistemului de relatii (2). Au loc relatiile: z, € Ry, 2p < zg
si zp = 2z — kM, unde k = [z,/M]. Asadar, avem z, = m;g + 7;, unde
gi = QF — kM; > 0 este numar intreg (i = 1,2, ..., t).

Solutia generala a sistemului de relatii (2). Fie z un numar intreg
care este solutie a sistemului (2). Atunci diferenta z — 2, este un multiplu
intreg al numarului m; pentru orice ¢ € T', deci z — z;, este un multiplu intreg
al numarului [mq, ma,...,my] = M. Existd atunci un numar intreg k astfel
incat z = 2z, + kM. Reciproc, pentru fiecare numar intreg k, numarul intreg

z = zp + kM este solutie a sistemului (2), deoarece:
z=miGi + i + kM =m; (¢ + kM;) + 7y,

pentru orice ¢ € T.

In concluzie, solutia generala a sistemului (2) este data de formula
z2=zp+kM, k€ Z.

Algoritmul lui Garner de determinare a solutiei principale z,
(vezi [1]). Acest algoritm permite reprezentarea solutiei principale z, a sis-
temului (2) sub forma:

zZp = a1+ axmy + azmimg + ... + agmime...my_1,

unde a; € Ry, pentru toti ¢ =1,2,...,t.

Fie u;; inversul lui m; modulo m;, pentru toti ¢ < j din 7. Admitem
provizoriu ca are loc (2). Problema se reduce la determinarea valorilor intregi
a; € Ry, pentru toti ¢« = 1,2, ..., 1.

Pas initial. Avem a1 = 1.

Pas curent. Presupunem determinate valorile numerelor intregi a1, as,
oo ap—1 (3<k—1<t—2). Putem scrie:

k—1 k—1

H UikZp = H i (a1 + agmy + agmimag + ... + agmima..mg_1) ( mod my) =
i=1 =1
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k—1
= H ik (a1 + agmy + agmimg + ... + ag_1mima...mg_s) + ai( mod my),
i=1
k—1
de unde H uikzp = ( mod my).
i=1
Atunci:

k—1
ap = (H Uik (al + agmq + azgmimo + ... + ak—1m1m2-~-mk_2) — rk) (HlOd mk)

i=1

Demonstratia faptului ca formula (2) este valida pentru valorile intregi-
lor a; furnizate de algoritmul de mai sus o omitem, pentru detalii putandu-se
consulta [1], p. 189-190.

Standardizare. Fie datd o t-multime (t > 2), S = {m1, ma, ..., my}.
Spunem ca S este un t-sistem normal de module daca sunt indeplinite condi-
tiile: (i) mq,ma,...,my > 2 sunt numere intregi si (ii) m;Lm; pentru orice
i#jdin T ={1,2,..,t}.

Fie dat un t¢-sistem normal de module S = {m1,mo,...,m;}. Urmatoa-
rea succesiune de pagi o numim algoritm standard (asociat lui S):

a) Se calculeaza produsul mymsg...m; = M.

b) Pentru i = 1,2, ..., t se calculeaza raportul % = M,;.

m;
c) Pentru ¢ = 1,2, ..., ¢ se determina numarul u; € R,,,, cu

w; M; =1 (mod m;).

Daca se dau numerele r1,72,...,1¢, cu r; € Ry, (1 = 1,2,...,t), atunci
algoritmul standard extins include pasii suplimentari:

d) Pentru ¢ = 1,2, ..., t se calculeaza numarul (r;u;) mod m; = r.

e) Se calculeaza suma i My + r5 Mo + ... + 17 My = 2.

Observatii:

e Numarul intreg z; furnizat de algoritmul standard extins este solutia
standard a sistemului (2) de relatii.

e Dacia z este o solutie a sistemului (2) de relatii, atunci exista un
intreg unic k pentru care z = z, + kM (existenta: din z = z, + aM
si zs = 2p + bM, deducem ca z = z; + kM, unde k este diferenta de
numere intregi a — b ).

3. Aplicatii

A1l. Teorema de descompunere a unei fractii ordinare in fractii
simple ([3], p. 179).

Numim fractie simpla: (i) orice numar intreg si (ii) fractiile ordinare de

forma unde p > 0 este numar intreg prim, k£ > 1 este numar intreg si

pik’
ref{l,2,.,p—1}
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Teorema (Gauss, 1801). Fie L fractie ordinara ireductibila nesim-
m

pld, cu numitorul descompus in factori primi: m = a®b®...1*. Atunci fractia

— se descompune tn mod unic sub forma:
m

n ar  as aq Iy o Ix
—=k+—+—=+.+—+.. + =+ +...+=
- ottt ettt p et N (*)
unde k € Z, a; € Rq (i=1,2,...,a), ., € R (j =1,2,...,\).
Demonstratie.

Eristenta unei descompuneri de tip (x): Notim mi = a®, mg =b5,. ...
,my = 1*, unde t > 2, deoarece fractia ordinari — nu este simpld. Atunci

m
multimea S = {my, ma, ..., m;} este un t-sistem normal de module si M = m,,
m .
Mz‘ = — (Z = 1,2, ...,t).
M

7
Reducem intregul n > 0 in raport cu modulele mq,mo,...,my : 7, =
= nmod m;, pentru i = 1,2, ...,t. Algoritmul standard extins ne furnizeaza
intregul zg = ry My+r5Ma+...+r; M; > 0. Atunci putem scrien = z;+kM =

m m
=r]— + ...+ r{— + km, deci:
mq my
r* T,*
—k+ L4+ L (4)
m1
unde k € Zsi 0 < rf <m; (r] > 0 este o consecinta a teoremei fundamentale
a aritmeticii), pentru toti i = 1,2, ..., t.
Pentru i fixat in T = {1,2, ..., t} , fie m; = p* (p > 0 prim). O consecinti
a TIR este faptul ca r} se scrie sub forma de polinom in p si avand coeficientii
*

in R, : 1] = cop’ + cipt + ...+ cep®, unde 0 < s < Kk, cj € Ry, pentru

3
j=1,2,...,sics #0.
Rezulta ca:

n
m me

re co c1 Cs
- =—+4+ -+ ...+ . (5)
pk pk pk—l pk—s

Inlocuind in (4) fractiile —— cu sumele din membrul drept al egalititii (5),
i
obtinem pentru fractia LGP descompunere de tipul (x) din enunt,.
m

Unicitatea: Fie:

n ny n
— =kt = (6)
m my my
n a; a a
o descompunere oarecare de tip (x), unde e —1 + —g +...+ = etc. Din
mi a a a®

(6) rezulta n = kK'm + n1 My + ... + n/M;.

Pentru fiecare i = 1,2,...,¢t avem r; = r'M; = n;M; (mod m;). Cum
M; L m;, urmeaza ca rf = n; (mod m;), deci rf = n; Acum n = k'm + z, =
=km + zs, deci k' = k. O
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Exemple. Descompunerea fractiei %’ unde 72 = 23 .32 = 8.9,
Avem: m1 = 8, mo = 9, M7 = 9, My = 8, u1 = 1, uo = 8. Reduceri
modulare: 71 = 35mod 8 = 3, r2 = 35mod 9 = 8, r¥ = (1-3)mod 8 = 3,
ry = (8-8)mod 9 = 1. Acum putem scrie:

35 3.9 1.8 3 1 241 1 1 1 1
-7 7 879 8 '9 18’y

Procedand analog obtinem descompunerile: pentru fractia supraunitara
AL 122, fractia subunitars — = (—1)+ = + = + =+ =
72—4+8+3+9,1arpen‘cru ractia subunitar = s T3t3 Ty

A2. Problema interpolarii polinomiale ([4], p. 122-127).

Notam cu P multimea polinoamelor intr-o variabila x cu coeficienti reali.
Fie f(x) un polinom neconstant din P gi fie x — @ un polinom monic si ire-
ductibil (¢ numar real). Cum f(z)mod (x —a) = f(a), avem: (x —a) Lf(z)
daca f(a) # 0 si (z—a)| f(x) daca f(a) = 0. Daca f(a) # 0, atunci

@) f(xz) = 1(mod (z — a)), deci polinomul constant —— este inversul lui
a

f(a)
f(z) modulo z — a.
Problema interpolarii polinomiale. Fiind date t (t > 2) numere
reale diferite x1,xa, ..., T+ i alte t numere oarecare y1,ya, -.., Y, SG se gaseasca
polinomul f(x) de grad minim care satisface urmatoarele t conditii:

f(@) = w1, f(22) = w2, f(20) = wi-

Rezolvare. Definim modulele m;(x) = z—x; (i = 1,2,...,t). Pentru orice
i #jdin T = {1,2,...,t} avem: m;(x;) = x; — x; # 0, deci m;(x)Lm;(z).
Prin urmare, multimea {m;(z) | i = 1,2,...,t} este un t-sistem normal de
module. Atunci: M (x) = (z — x1)(z — x2)...(x — 2¢) = my(z)ma(x)...m(x);

M;(x) = H (x —zj), pentru i =1,2,..., t;

JET\{i}
U; = = , pentrut =1,2,...,1.
JET\{i}

Polinomul L(z) = yiui Mi(z) + ... + yiwM;(x) este solutia standard
a sistemului format din cele ¢ conditii din enuntul problemei. Cum grad
L(z) < t, polinomul L(x) este solutia principala. Polinomul L(x) se numeste
polinomul de interpolare al lui Lagrange. Deoarece f(x) = L(x)+ kM (x) ( k
numar real) este solutia generala pentru polinoamele din P care satisfac cele
t conditii din enuntul problemei, solutia problemei este f(x) = L(z). O

Concluzie: Problema interpolarii polinomiale este LCR in varianta poli-
nomiala.

A3. Varianta polinomiald de descompunere a unei fractii in
suma de fractii simple. Un polinom din P se numeste monic daca coefi-
cientul termenului sdu dominant este egal cu 1. Fie f(x), g(x) € P. Scriem
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f(z)Lg(x) daca si numai daca f(z) si g(x) au un singur divizor comun monic,
polinomul constant d(z) = 1.
f(x)

Numim P-fractie ordinard orice expresie de forma ﬁ’ unde
g(x
f(x),g9(x) € P, f(x)Lg(x) si g(x) este polinom monic.

Fie F multimea tuturor P-fractiilor ordinare. Atunci (F, 4+, -) este corpul
de fractii al domeniului de integritate (P, +, ).

Polinoamele monice si ireductibile din P au forma: (i) z + a (a € R)
sau (ii) 22 + bz + ¢ (b,c € R si b?> — 4c < 0). O consecints a TIR in P este
urméatoarea: Daca B € P, gradB € {1,2} si f(z) este un polinom de grad
n > 0 din P, atunci f(z) = ¢,BY + c1B' + ... + ¢sB* (B° = 1), unde: daci
gradB = 1 avem s = n, ¢; este polinom constant (i = 1,2,..., s) si ¢ # 0, iar
daca gradB = 2 avem s = [g}, grade; <1 (i=1,2,...,8) sl ¢s # 0.

O P-fractie ordinara se numeste simpld dacd are una din formele:

a(x)
(A(x))~’
nom monic gi ireductibil, @ > 1 este un numar intreg, iar a(z) € P cu
grada(r) < gradA(x).

n(z)

m(z)
compus n factori monici gi ireductibili: m(z) = (A(z))*(B(x)).... (L(z))".

. ..n N .
Atunci fractia — se descompune tn mod unic sub forma:
m

(i) este polinom nenul din P sau (ii) unde A(x) este un poli-

Teorema. Fie o P-fractie ordinard nesimpla, cu numitorul des-

n a; as Qo l1 Iy I

E:k—i_ﬁ—i_ﬁ—’_—i_ﬁ_‘_—i_ﬁ—i_ﬁ—i_—’—ﬁj (**)
unde k € P, a; € P i grada; < grad4d (i = 1,2,...,0),...., l; € P si
gradl; < gradL (j =1,2,..., ).

Demonstratia teoremei precedente se obtine din demonstratia teoremei
lui Gauss, inlocuind peste tot numerele intregi cu polinoame din P. [J

Concluzie. Teorema de mai sus (aplicata in clasa a XII-a la integrarea
functiilor reale rationale) este inca un aspect al LCR (in varianta polino-
miala).

A4. Problema interpolarii polinomiale in varianta Garner.
Consideram problema interpolarii in urmaéatorul caz special: sa se determine
un polinom f(x) de grad minim, cu proprietatea ca f(k) = k™ pentru orice
k € {0,1,...,n}. Atunci {z,z — 1,2 — 2,...,& — n} este un (n + 1)-sistem
normal de module. Evident, f(z) = z". In baza algoritmului lui Garner:

fx)=2"=a; +ax +azx(x — 1)+ ...+ app1z(x — 1)...(x —n+ 1),

unde a; € R (i = 1,2,..,n + 1). Determinarea constantelor reale a;
(1=1,2,...,n+1) se poate realiza prin rezolvarea sistemului de ecuatii liniare
f(k) =k"(k=0,1,2,...,n). Coeficientii a; (i = 1,2,...,n+1) au urmatoarea



C. BARBU, CONDITII DE CONCICLICITATE A UNOR PUNCTE REMARCABILE 465

. . - n . < s
interpretare combinatoriala: a;41 = ; reprezinta numarul de partitii cu

i clase ale unei multimi cu n elemente, aceste numere fiind numite numere
Stirling de a doua spetd.

Concluzie finala. (P,+,) este o R-algebra in care sirurile de poli-
noame o = (1,z, 2%, 23,..) si o = (1,z,2(x — 1), z(x —1)(z —2), ...) sunt baze
ale R-spatiului vectorial IP. Trecerea de la polinoame din ¢ la polinoame din
¢ este inca un aspect al LCR (in varianta Garner polinomiala).
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