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Abstract . This article contains, in a concise form, an introduction i n the
Theory of Almost Periodic Functions, as well as some illustr ative exam-
ples. This class of funct�ions appears in the applications ( describing oscil-
latory systems) much more frequently than the class of periodi c functions.
The author is convinced that the class of Almost Periodic Func tions, even
though more complex than the class of periodic ones, must get itsplace in
the Mathematical and the Science-Engineering Literature. The authors'
books under nos. 4 and 5 in the references, constitute a contribution in
this direction.
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1. Introduction

The trigonometric Sine function, denoted by sinx, x being an arbitrary
angle measured usually in radians, has penetrated in the common everyday
language by the wordsinuous. According to the Reader's Digest Great En-
cyclopedic Dictionary (ed. 1977), sinuous stands for some path or object
which has ,,bends, curves or folds; something winding or ondulating\. In
Mathematics we call sinusoid the graph of the function y = sin x, in the xOy
plane.

By means of the Sine function we can express many relationships en-
countered in everyday life, and in the elementary branches of Mathematics
(Trigonometry, �rst of all).

In Physics, in the Classical Mechanics as well as in Quantum Mechanics,
a very useful model is the so-calledharmonic oscillator. This system consists
of a material point moving on a straight line, the unique acting force being the
attraction exerted on it by a �xed point of the line with a forc e propositional

1) Department of Mathematics, University of Texas, Arlington, U. S. A., membru cores-
pondent al Academiei Române.
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to the distance (to the �xed point). Taking the �xed point as o rigin on
the line, and denoting by x(t) the coordinate of the moving point at the
moment t, the Newton's law of dynamics leads to the equation of motion

m•x = � kx(t), with k > 0, •x(t) =
�

d2

dt2

�
x(t), m = the mass of the moving

point.

If we denote ! 2 =
k
m

; then the equation of the harmonic oscillator is

•x(t) + ! 2x(t) = 0 ; t > 0: (1)

Equation (1) is a second order linear di�erential equation, while ! 2 > 0
is a constant. Since sin!t and cos!t are linearly independent solutions of
(1), there results that any solution of (1) is given by the formula

x(t) = A sin !t + B cos!t; (2)

where A and B are arbitrary constants. An equivalent form to (2) is

x(t) = C sin(!t + � ); (3)

with C = ( A2 + B 2)1=2, � = arctang
�

A
B

�
for B 6= 0 and � =

�
2

; when B = 0,

A > 0, or � = �
�
2

, when B = 0, A < 0: The caseA = B = 0 leads to the

zero solution x(t) � 0; which also meansC = 0 in (3).
As we can read from (3), by means of the sine function we can describe

any motion of the harmonic oscillator. In this scheme we encounter the mo-
tion of the simple (mathematical) pendulum, the oscillations of a suspended
spring to which a weight is attached at the free end, the acting force being
the gravitation. For details and other physical realizations of the harmonic
oscillator, including Quantum Mechanics and connection with Schroedinger
equation, see the book [9] byP.M. Fishbone et al.

If we consider theresistance force, which often appears during the mo-
tion of a material point, and assume it is proportional to the velocity of
motion, then Newton's law is conducing to an equation a bit more com-
plex than the one of the harmonic oscillator. Namely, we obtain m•x(t) =
= � kx(t) � R _x(t), with R > 0, the resistance being opposed to the velocity.
If we admit one external force, sayf (t), then the second order linear equation

m•x(t) + R _x(t) + kx(t) = f (t); t > 0; (4)

which is describing the damped harmonic motion when f (t) � 0, and the
forced motion of the oscillator when f (t) 6� 0:

It is interesting to point out that equation (4) appears also in the theory
of electrical circuits in the equivalent form

L •q(t) + R _q(t) + C � 1q(t) = V (t); (5)
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where q(t) represents thecharge at the moment t, L is the self-inductance,
R is the resistance of the circuit, opposed to the ow of current i (t) = _q(t),
C is the capacitanceand V(t) is the applied voltage.

The analogy of these two models, one mechanical and another electri-
cal, is known as theelectrical-mechanical analogy. This analogy plays an
important role in the applications (acoustics, mechanicalvibrations).

For more details related to the concept of analogy of models,see the
book [6] by C. L. Dym and E. S. Ivey.

Let us conclude this introduction by pointing out that the os cillatory
motion of a harmonic oscillator, under the inuence of a forcing term of
sinusoidal type, can be also described by means of the Sine function.

Indeed, the equation

•x(t) + ! 2x(t) = C cos! 0t; (6)

with ! 6= ! 0, which is of the above mentioned type because cos� =
= � sin

�
� �

�
2

�
, has as solutions the functions of the form:

x(t) = C1 sin(!t + � ) + C2 cos! 0t; (7)

with:

C2 =
C

m(! 2 � ! 2
0)

� (8)

In other words, the general solution of (6) is representableas a sum of two
Sine functions. In (7), C1 and � are arbitrary constants. The same thing can
be said aboutC2, becauseC is arbitrary.

For a more detailed discussion of the harmonic oscillator and its mo-
tions, see the Introduction to our book [5], where more general cases are
discussed.

2. Trigonometric polynomials

A trigonometric polynomial is a function which can be represented in
the form

T(t) = a0 +
nX

k=1

(ak cos� k t + bk sin � k t); (9)

for t 2 R, with ak 2 R, for k � 0, and bk 2 R for k � 1, both ak and bk
being arbitrary real or complex numbers. Also,� k 2 R, for k � 1, arbitrarily
chosen.

Formula (5) represents a partial sum of thetrigonometric series

a0 +
1X

k=1

(ak cos� k t + bk sin � k t); (10)

with the same assumptions as above forak , bk and � k .
The classical case corresponds to the particular choice� k = k, k 2 L + ;

and leads to classical trigonometric andFourier series.
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In the complex �eld C, we call a trigonometric polynomial a function
of the form

T1(t) =
nX

k=0

Ak exp(i� k t); t 2 R; (11)

with Ak = ak + i bk 2 C, and � k 2 R, k � 0: If we take into account the well
known formula

exp(i� k t) = cos � k t + i sin � k t; (12)

one obtains easily that ReT1(t) and ImT1(t) are real trigonometric polyno-
mials of the form (9). This fact may explain why the terminology has been
extended from the real �eld, to the complex one.

It is also a simple matter the fact that any real trigonometri c polynomial
(9) can be written in the form

T(t) =
nX

k=0

ck sin(� k t + � k ); (13)

where c0 = 0 = � 0, ck = ( a2
k + b2

k )1=2; � k = arctan
�

ak

bk

�
, bk 6= 0 : � k =

�
2

,

when bk = 0 and ak > 0; or � k = �
�
2

for bk = 0 ; ak < 0:

The equivalence of (9) and (13) is a consequence of formulas (2) and
(3).

The set of Trigonometric polynomials is denoted byT , and we agree
to specify each time whether we deal with the real ones, like (9) or (13), or
with the complex ones like (11). We shall prefer the complex form, due to
the convenience resulting from simpler formulas.

Let us make precise the fact that, when using the complex form(11),
we assume all� k 's to be distinct � k 6= � j ; k 6= j .

It is a very useful feature the property of the set T , of complex tri-
gonometric polynomials of the form (11), to form a linear or vector space
over the complex �eld C. The two basic operations, addition and scalar
multiplication are de�ned in the usual manner: for T1; T2 2 T , we let
(T1 + T2)( t) = T1(t) + T2(t), and it is obvious that the sum of two trigo-
nometric polynomials of the form (11) is also inT ; moreover, if � 2 C and
T1(t) has the form (11), then (�T 1)( t) = �T 1(t) is of the same form.

It is useful to notice the fact that T has in�nite algebraic dimension.
For instance, in the classical theory ofFourier series, the in�nite system
f 1; sinmt; cosmt ; m � 1g consists of linearly independent functions. This
property is the same as saying that the complex systemf eimt ; m 2 Zg con-
sists of linearly independent functions. The problem of linear independence
is related to the uniqueness ofFourier series, and a short proof of this fact
is given in the Introduction to our book [4].
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It is also possible to de�ne on T severalnorms, to transform it into a
linear normed space. Examples of norms onT are the following:

If T 2 T has the form (11), then we can de�ne for eachp 2 [1; 2]

kTkp =

 
nX

k=1

jAk jp
! 1:p

; (14)

or

kTk = supfj T(t)j; t 2 Rg: (15)

For the map k � k de�ned by (15) it is a very simple exercise to check
the validity of the conditions:

(a) kTk � 0 for each T 2 T , with the equal sign valid only for T = 0
(i.e., all Ak = 0);

(b) kT1 + T2k � k T1k + kT2k; for any T1; T2 2 T ;
(c) k�T k = j� j kTk; for each � 2 C and T 2 T :

In case of the norms de�ned by (14), we notice that the usual conditions
are obvious for p = 1 and p = 2; for p = 2 obtaining the usual Euclidean
norm, while for p 2 (1; 2) the validity of the triangle inequality is a classical
inequality which appears in many sources.

Besides the norms (14) and (15), we can also introduceintegral norms.
As a �rst example, we can consider

jT jM = sup

8
<

:

t+1Z

t

jT(s) j ds; t 2 R

9
=

;
: (16)

The supremum in (16) is �nite for each trigonometric polynomial of the
form (11), namely

jT jM �
nX

k=1

jAk j:

We mention another integral norm on T , which is de�ned by the formula

jT jM =

2

4lim sup
` !1

(2`) � 1

`Z

� `

jT(t)j2dt

3

5

1=2

: (17)

The limsup in the right hand side is �nite because [T(t)]2 is also a
trigonometric polynomial, while for real �

lim
` !1

(2`) � 1

`Z

� `

exp(i�t )dt =
�

1; � = 0 ;
0; � 6= 0 :
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If one takes into account this relationship and the fact that jT(t)j2 = T(t)T(t);
then we easily obtain

jT j2M = jT j22 =
nX

k=1

jAk j2: (18)

In other words, the M -norm on the set T is the same as the Euclidean
norm. This remark will play a role in better understanding th e construction
of larger classes of oscillatory motions.

In regard to the notations (16) and (17) for the integral norms on T ,
we mention the fact that j � j M is de�ned and used systematically in the book
by J. L. Massera and J. J. Sch•afer [15]. It will help us to introduce the class
of almost periodic functions known under Stepanov's name (see our book
[5]). The norm denoted by j � j M , with M coming from the name of the
Polish mathematician J. Marcinkiewicz and the function space containing
the almost periodic functions of Besicovitch [2] is based on this norm. The
de�nition of this space can be found in our book [5].

To summarize, we de�ned on T four types of norms, (14)-(17), each
one leading to a speci�c kind of convergence onT . By adding new functions
to T , as limits of sequences fromT , using various kinds of convergence, we
shall obtain spaces of almost periodic functions. These functions describe
oscillatory motions.

3. Almost periodic functions

The method of introducing and investigating various classes of almost
periodic functions is based on the procedure ofcompletingmetric spaces. We
shall start from the set T of trigonometric polynomials, and attach a metric
structure (besides the algebraic one, of a vector space), given by one of the
norms (14){(17). The metric is de�ned by the formula d( x; y) = jx � yj;
where j � j denotes any of the norms (14){(17).

For the details concerning metric spaces, convergence and completion
see our book [5] for a concise presentation or any other book dealing with
the concept of metric space.

Historically, the concept of almost periodicity we shall introduce, as well
as related terminology, appeared withHarald Bohr in the early 1920's. But
special classes of almost periodic functions made the object of investigation,
with conspicuous results, by P. Bohl and E. Esclangon. They studied a
class of almost periodic functions known asquasiperiodic functions. Also,
H. Poincar�e [16] has dealt with the functions that can be represented in the
form

f (t) =
1X

k=1

Ak expf i� k tg; t 2 R; (19)
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with the coe�cients Ak such that
1X

k=1

jAk j < 1 : He has indicated the formula

Ak = lim
` !1

2

4(2`) � 1

`Z

� `

f (t) expf� i� k tgdt

3

5 (20)

for calculating the coe�cients, which means that the basic concept of mean
value for almost periodic functions has been used.

Remark. Actually, Poincar�e dealt with the sine series similar to (19),

namely
1X

k=1

Ak sin � k t.

For detailed references concerning the evolution of the concept of almost
periodicity, regarded always as a generalization of the periodicity (insu�cient
for describing the most oscillatory motions encountered inapplied �elds), we
send the reader to the book ofHarald Bohr [3], our books [4], [5], and the
book [2] of A.S. Besicovitch.

We shall start with the almost periodic functions as de�ned by H. Bohr.
This type of almost periodicity is easily de�ned by an approximation pro-
perty. Namely, we shall call a mapt ! f (t), from R into C, almost periodic
(Bohr ), if for every " > 0, there exists a complex trigonometric polynomial
of the form (11), say T" (t), such that

jf (t) � T" (t)j < "; t 2 R: (21)

It is obvious that the de�nition above can be reformulated as follows:
The map f : R ! C is called almost periodic in the sense ofBohr, if

for each " > 0 one can �nd a trigonometric polynomial of the form (11), say
T" (t) 2 T , such that

f (t) = T" (t) + r " (t); t 2 R; (22)

with the remainder r " (t) satisfying:

jr " (t)j < "; t 2 R: (23)

H. Bohr [3] has constructed his theory of almost periodicity, restric-
ting the considerations to the case of continuous functions. We shall discuss
below two generalizations, for functions within the class of locally integrable
functions on R.

From the representation (22), taking into account the boundedness and
uniform continuity of T" (t) on R, one obtains the fact that any almost perio-
dic function (Bohr ) is also bounded and uniformly continuous onR.

Hence, the space of almost periodic functions (Bohr ) is a subspace of
the spaceBC (R; C), consisting from all maps f : R ! C, such that f is
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bounded and continuous onR. It is well known (and easy to check!) that
BC (R; C) is a Banach space onC, with the norm

jf jBC = supfj f (t)j; t 2 Rg: (24)

The set of almost periodic functions (Bohr ) is itself a Banach space with
the supremum norm given by (24), and it is denoted byAP (R; C). Actually,
taking into account the uniform continuity of functions fro m AP (R; C), we
can infer that AP (R; C) � BUC(R; C), where BUC(R; C) denotes the Ba-
nach space of bounded and uniformly continuous functions, whichis a closed
subspace ofBC (R; C).

From the de�nition of almost periodic functions, there results imme-
diately that AP (R; C) is a closed subspace ofBUC(R; C), as well as of
BC (R; C).

For more properties of functions inAP (R; C), we send the reader to the
references [1], [2], [3], [4], [5], [8], [13], each containing the basic properties of
almost periodic functions (Bohr ).

The discussions carried above about the spaceAP (R; C), including the
de�nition of almost periodicity, leads to the following new de�nition of the
spaceAP (R; C). Namely, AP (R; C) is the closure in BC (R; C) of the linear
manifold T -complex, with respect to the norm (24).

This last de�nition (or characteristic property) of almost periodicity
(Bohr ), is conducing us to various generalizations of the spaceAP (R; C).

The space of almost periodic functions in the sense ofStepanov is the
closure in the spaceM (R; C) of locally integrable functions from R into C,
such that

sup

8
<

:

t+1Z

t

jf (s) j ds; t 2 R

9
=

;
� M f < 1 ; (25)

with respect to the norm (16) that, so far, has been used only on T .
The properties of the norm (16) are easily established onM (R; C). It

turns out that this closure is identical to the completemetric space obtained
by completing the normed spaceT -complex, with respect to the norm (16).

The space ofStepanov almost periodic functions, as de�ned above, is
denoted by S(R; C), and its norm by j � j S. It is understood that jf jS = jf jM ;
for each f 2 S(R; C).

Another space of almost periodic functions, known asBesicovitch' space,
can be obtained by taking the closure inM (R; C) of the linear manifold T -
complex. Equivalently, we can say that we take the completion of the normed
spaceT -complex, with respect to the Euclidean normk � k2, given by (14).
But our T -complex k � k2 is the same asj � j M , and j � j M makes sense on
the whole Marcinkiewicz space, which consists of classes of equivalent locally
integrable functions, such that f �= g i� jf � gjM = 0 :
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The details in regard to the Marcinkiewicz space can be found in our
book [5]. The elements of the spaceM 2(R; C), obtained from M (R; C) as the
factor space with respect to the manifoldL given by jxjM = 0 are actually
the elements of the the Besicovitch space, also denoted byAP2(R; C) or
B 2(R; C).

The norm on B 2(R; C) is given by extending (17), i.e.:

jf jM =

8
<

:
lim

` !1
(2`) � 1

`Z

� `

jf (t)j2dt

9
=

;

1
2

: (26)

There are other generalizations of almost periodicity. Forinstance, one
can use instead of the number 2 in (26), any numberp, 1 � p, obtaining the
spacesB p(R; C).

Also, in case ofStepanovalmost periodicity, as de�ned above, one can
use the norm:

jf jSp = sup

8
<

:

t+1Z

t

jf (s)jpds; t 2 R

9
=

;

1=p

;

obtaining the Stepanov spaceSp(R; C). It is easily checked that Sp � S,
p > 1, which allows us to concentrate the investigation on the space S, the
richest among theStepanov's spaces of almost periodic functions.

We will return now to the norms de�ned by formula (14). We have
examined above the casep = 2, which leads to the Besicovitch type of almost
periodicity, i.e., the spaceB 2(R; C) = AP2(R; C), corresponding to p = 2.

The casep = 1, leads to the spaceAP1(R; C) which, I think, it should
bear the name ofHenri Poincar�e , due to the fact that in his treatise [16] one
�nds the series

f (t) =
1X

k=1

A k sin � k t; t 2 R; (27)

similar to the complex one (19), for which the coe�cients f k , h � 1, one
determined by (see (20)) the formula

f k = lim
` !1

2

4` � 1

`Z

0

f (t) sin � k t dt

3

5 : (28)

Of course, a convergence requirement must be made for the series in
(27), and the most common case encountered in applications is

1X

k=1

jf k j < 1 ; (29)

similar to (20), assuring the uniform convergence for (27) on the whole R.
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The space AP1(R; C) of almost periodic functions, corresponding to
p = 1 in the norms (14), being representable by the series (19), with absolute
convergence andf Ak ; k � 1g � `1(C), is endowed with the norm

jf (t)j1 =
1X

k=1

jAk j < 1 : (30)

What about the spaces obtained by choosingp 2 (1; 2) in formula (14)?
The spaceAPr (R; C), 0 < r < 1; will be the closure ofT -complex, with

respect to the norm (14), for p = r:
These spaces are contained inAP2(R; C), and everything true for AP2

will be also true for APr , 1 � r < 2: But such spaces have not been in-
vestigated so far, and their investigation is an open �eld. For instance, by
the completion of T -complex with respect to the norm jf jr , do we obtain
functions (which is obviously true for r = 1), or classes of functions like in
the caser = 2 (the Besicovitch spaceB 2(R; C)). Further considerations will
be subsequently made when sketching theFourier Analysis of the almost
periodic functions.

4. Fourier series of an almost periodic function

An important aspect of the theory of almost periodic functions is the
fact that to each almost periodic function, belonging to theclasses/spaces we
have de�ned, one can associate aFourier series which allows the construction
of the generating function.

The key ingredient in de�ning the Fourier series corresponding to an
almost periodic function is the existence of themean valueattached to such
functions. The mean value is introduced by means of the formula

M f f g = lim
` !1

2

4(2`) � 1

`Z

� `

f (t)dt

3

5 ; (31)

and the proof of the existence of the limit relies on the representation formula
(repetition)

f (t) = T" (t) + r " (t); t 2 R; (32)

in which T" (t) is a trigonometric polynomial of the form (11) { in complex
notation. When we deal with real valued almost periodic functions, T" (t) will
be of the form (13), involving only the sine function.

As seen in Section 3 above, we obtain various classes of almost periodic
functions, depending on the manner we request the propertyr " ! 0 (i.e.,
what norm/seminorm we are using to ,,measure\ r " ). In formula (23) we
assumed supfj r " (t)j; r 2 Rg ! 0 as " ! 0+, obtaining the Bohr almost
periodic functions. In case ofStepanovalmost periodic functions the required
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condition for r " (t) is written in the form (25)

jr " jM = sup

8
<

:

t+1Z

t

jr " (s)jds; t 2 R

9
=

;
! 0 as" ! 0 + :

For Besicovitch almost periodic functions the condition will look

jr " jM ! 0 as" ! 0+ ;

which means that we are using the norm inMarcinkiewicz space (see (26)).
Actually, the discussion can be simpli�ed if we consider theBesicovitch

spaceB corresponding top = 1, in which

jf jB = lim sup
` !1

8
<

:
(2`) � 1

`Z

� `

jf (t)jdt

9
=

;
: (33)

This space is richer thanB 2, and contains the StepanovspaceS.
Therefore, if one proofs that the existence of the limit in (31) follows

from (33), one obtains the existence of themean valuefor all classes of almost
periodic functions introduced in this paper. The proof is rather elementary
and can be found in the references [2] and [5].

Remark. The inclusion B 2 � B follows from the integral inequality

(2`) � 1

`Z

� `

jf (s)jds � (2`) � 1

2

4(2`)

`Z

� `

jf (s)j2ds

3

5

1
2

=

=

2

4(2`) � 1

`Z

� `

jf (s)j2ds

3

5

1
2

:

The inclusion S � B can be easily established and we invite the reader
to prove its validity.

Hence, for eachf 2 B , there exists the mean valueM f f g, de�ned by
(31). M f f g is a linear functionl de�ned on B , and a basic property is the
following:

For eachf 2 B , M f f (t) exp(� i�t )g 6= 0 only for a set of values of� 2 R
which is at most countable.

The real numbers � k , k � 1, such that

ak = M f f (t) exp(� i� k t)g 6= 0 ; (34)

are called Fourier exponents of the function f , and ak ; k � 1, are called
Fourier coe�cients of the function f .
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One writes

f (t) '
1X

k=1

ak expf i� k tg; (35)

with � k ; ak ; k � 1, as de�ned above, the series in the right hand side of (35)
being called theFourier series associated tof (t):

When the series in (35) is uniformly convergent onR, then the sign
' can be replaced by the = sign. This situation occurs for sure when
f 2 AP1(R; C).

The Fourier series of an almost periodic function has numerous prop-
erties, among them being the following ones:

1. The Fourier series is uniquely determined by the generating function.

2. The Fourier series of an almost periodic functionf (t) allows to
,,construct\ the function (or the class of equivalent functions in case like
B or B 2).

Actually, one proves the existence of a sequence of trigonometric poly-
nomials, formed by using theFourier coe�cients and exponents of the series
in (35), which converges (uniformly or in another norm) to the generating
function f (t). See references [4], [5], [8], [13] for details.

As a historical note, we point out that the prototype of this k ind of
result is the well-known Fej�er theorem, stating that the sequence of arith-
metic means (Ces�aro ) of the Fourier series, attached to a continuous periodic
function, converges uniformly to the generating function.

3. The Fourier series can be associated to many generalized types of al-
most periodic functions, being always su�cient to characterize the generating
function.

We shall mention the functions with values in a Banach space, the ge-
neralized functions (distributions) and the functions de� ned on groups (other
than R). The references [1], [2], [4], [8], [13] contain a wealth ofresults on
the Fourier series and their role in the theory of almost periodic functions
(in various senses).

The centuries old problem of convergence of trigonometric series is cer-
tainly strongly related to the general theory of almost periodicity. Progress
is still to be expected in this direction.

5. Almost periodic oscillations and waves

In this last section of the paper we want to answer the question formu-
lated in the title of this paper: what can Sine function do for us?

Besides the elementary examples, presented in the Introduction, in
which the motion of the harmonic oscillator has been shown tobe fully
described by means of Sine function, there are examples of more complex
dynamical systems possessing almost periodic motions. We shall illustrate
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this feature by considering systems described by quasi-linear ordinary di�e-
rential equations, of the form

_x(t) = Ax (t) + f (t; x (t)) ; t 2 R; (36)

where x : R ! Rn , A 2 L (Rn ; Rn ), f : R � Rn ! Rn , the term f in (36)
being ,,small\ in a precise sense.

The following result can be found, with full proof, in many sources.
See, for instance, [4], [5], [7], [10], [13], [14]. In [5], a more general case is
considered, whenA = A(t) 2 AP and f is an operator acting onAP (R; Rn ):

Consider the di�erential equation (36), under the following assumptions
on A and f :

1) A 2 L (Rn ; Rn ) satis�es the condition

det(A � �I ) = 0 = ) � 6= i !; ! 2 R; (37)

2) f (t; x ) is Lipschitz continuous in x,

jf (t; x ) � f (t; y)j � L jx � yj; (38)

for any x; y 2 Rn , with L > 0 su�ciently small ;
3) f (t; x ) 2 AP (R; Rn ) for each x 2 Rn , the dependency onx being

uniform in any bounded set of Rn .
Then equation (36) has a unique solutionx 2 AP (R; Rn ):

Remark. The proof of the result above can be carried out by the
classical method of iteration (successive approximations), the process being
de�ned by the relation

_xk+1 (t) = Ax k+1 (t) + f (t; x k (t)) ; k � 1:

Each approximant xk (t) satis�es a linear equation of the form

_y(t) = Ay(t) + f k (t);

with f k 2 AP (R; Rn ) (one can start with x1(t) = � ).
Equation (36) describes a kind of motion in which we haven degrees

of freedom in the system. The above result illustrates the fact that oscil-
lations are present in the motions of such systems. Obviously, they can be
represented byFourier series of the form (see formula (13))

x(t) =
1X

k=1

ak sin(� k t + � k );

i.e., the Sine function helps us again to describe the oscillators motion.
A valuable reference in regard to the almost periodic oscillations is the

book [12] by C. Hayashi, in which a whole chapter is dedicated to electrical
circuits. Such a reference is seldom encountered in technical literature where
almost periodic oscillations are avoided. Experimental data are dealt with.
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We shall illustrate now the occurrence of almost periodicwaves, consi-
dering the classical wave equation

utt = a2uxx ; t; x 2 R; (39)

with a single spatial dimension (x 2 R).
In (39), u = u(t; x ) can be interpreted in many ways. If we consider the

transversal vibrations of an elastic string, which at rest occupies the segment
0 � x � ` on the x-axis, then u(t; x ) represents theelongation of the point
with abscissa x, at the moment t. The domain in which we consider the
equation (39) is then given by

D = f (t; x ); t 2 R; x 2 [0; `]g: (40)

Physically, we should look only at t � 0, but it does not make any
analytical di�erence if we let t 2 R.

It is generally known that a solution of (39) will be determined by the
initial conditions

u(0; x) = f (x); ut (0; x) = g(x); x 2 [0; `]; (41)

as well as by some boundary conditions at the end pointsx = 0 and x = `:
We shall associate to (39) the boundary value conditions

u(t; 0) = 0 ; ux (t; ` ) + hu(t; ` ) = 0 ; t 2 R; (42)

where h > 0 is a constant.
The usual method of separation of variables leads to the solution (for-

mally)

u(t; x ) =
X

k=1

�
Ak cosa

p
� k t + Bk sina

p
� k t

�
sin

p
� k x; (43)

where � k ; Ak ; Bk ; k � 1; have the following meaning:
{ � k are the eigenvalues of theSturm-Liouville problem y00+ �y = 0,

y(0) = 0, y0(0) + hy(0) = 0;
{ Ak , Bk ,

p
� k are the coe�cients of f and g, with respect to the

(orthogonal) system of eigenfunctions of theSturm-Liouville problem, i.e.,
f sin

p
� k x; k � 1g:

Let us point out that the series (43) can be rewritten in the form

u(t; x ) =
1X

k=1

Ck sin
�

a
p

� k t + � k

�
sin

p
� k x:

Under adequate conditions which we do not mention here, the series
(43) has convergence properties that allow us to claim thatu(t; x ) from (43)
is a solution (or a generalized solution!) of our problem. For details and
validity of the above statement, see our book [5].

It remains to examine the almost periodicity of the function u(t; x ),
given by (43), regarded as a function oft. More precisely, we need to deal
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with the map t ! u(�; x), from R into the function space consisting (for
instance) of all L 2-functions on [0; `], with real values. This is known as

Lebesgue's spaceL 2([0; `]; R), with the norm x !

0

@
`Z

0

jx(s)j2 ds

1

A

1
2

:

Since any partial sum of the series (43) is a trigonometric polynomial
with coe�cients in L 2([0; `]; R), and

`Z

0

(
nX

k= m

�
Ak cos

p
� k at + Bk sina

p
� k t

�
sin

p
� k x

) 2

dx �
nX

k= m

(A2
k + B 2

k );

there results, on behalf of theBesselinequality for the coe�cients Ak respec-
tively Bk , that the series in (43) is convergent in the spaceL 2([0; `]; R). There-
fore, the sum of the series is an almost periodic function (Bohr-Bochner) in
t, with values in L 2([0; `]; R).

Remark. A somewhat stronger result is given in our books [4], [5],
where equation (39) is substituted by a more general one, namely

utt =
@

@x

�
p(x)

@u
@x

�
� q(x)u:

The above considerations, on equation (39), can be summarized as fol-
lows:

Assume that equation(39), under initial conditions (41) and boundary
conditions (42), is such that f; g 2 L 2([0; `]; R).

Then the solution u(t; x ), given by the series(43), is an almost periodic
map from R into L 2([0; `]; R).

Finally, in concluding this paper, we can infer the fact that the Sine
functions is the primary ingredient in describing mathematically almost pe-
riodic oscillations and waves.

This last sentence is the answer to the question we formulated in the
title of this paper.
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Propriet�at�i ale punctului intermediar
din teorema de medie a lui Lagrange

Dorel I. Duca 1)

Abstract . If the function f : I ! R is di�erentiable on the interval I � R,
and a 2 I; then for each x 2 I nf ag; according to the mean value theorem,
there exists a point c(x) belonging to the open interval determined by x
and a, and there exists a real number � (x) 2 (0; 1) such that

f (x) � f (a) = ( x � a)f (1) (c(x))

and
f (x) � f (a) = ( x � a) f (1) (a + ( x � a)� (x)) :

In this paper we shall study the behaviour of the numbers c and � , when
x approachesa:
Keywords: intermediate point, mean-value theorem.
MSC : 26A24.

1. Teorema de medie a lui Lagrange

Teorema de medie a calculului diferent�ial sau teorema cre�sterilor �nite
sau teorema de medie a luiLagrangeeste una din teoremele de baz�a ale calcu-
lului diferent�ial; ea este frecvent atribuit�a lui Joseph Louis Lagrange(1736-
1813) �̂n special �̂n c�art�ile din Europa. Oricum prima a�r mat�ie { �̂n forma
modern�a { a teoremei de medie apare �̂n lucrarea [4] a renumitului �zician
Andr�e-Marie Amp�ere (1775-1836). În acea lucrare, Amp�ere folose�ste ideile
lui Lagrange relative la reprezentarea funct�iilor prin serii Taylor . Trebuie, de
asemenea, f�acut�a observat�ia c�a Amp�ere folose�ste �̂n demonstrat�ia teoremei de
medie a�rmat�ia, care ast�azi se cunoa�ste a � fals�a, �si an ume c�a orice funct�ie

1) Profesor univ. dr., Facultatea de Matematic�a �si Informati c�a, Universitatea Babe�s-
Bolyai, Cluj-Napoca, dorelduca@yahoo.com
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continu�a este derivabil�a, cu except�ia, eventual, a unui num�ar �nit de puncte.
Dup�a 15 ani, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) demonstreaz�a teorema de
medie aproximativ �̂n acelea�si condit�ii (vezi [15], pag. 113). Ast�azi teorema
de medie a luiLagrange se enunt��a, de obicei, �̂n urm�atoarea formulare:

Teorema 1 (teorema de medie, teorema cre�sterilor �nite, teorema lui
Lagrange, teorema de medie a luiLagrange). Fie a �si b dou�a numere reale
astfel �̂ncât a < b �si f : [a; b] ! R: Dac�a :

(i) funct�ia f este continu�a pe [a; b];
(ii) funct�ia f este derivabil�a pe (a; b),

atunci exist�a cel put�in un punct c 2 (a; b) astfel �̂ncât

f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (c): 2 (1)

Egalitatea (1) se nume�ste formula cre�sterilor �nite .
Punctul c se nume�stepunct intermediar.
Exemplul 2. Fie a; b 2 R cu a < b: Pentru funct�ia f : [a; b] ! R

de�nit�a prin

f (x) = x2; oricare ar � x 2 [a; b];

exist�a un singur punct c 2 (a; b); �si anume c =
a + b

2
astfel �̂ncât (1) s�a �e

adev�arat�a . 2

Exemplul 3. Fie a; b 2 R cu 0 < a < b: Pentru funct�ia f : [a; b] ! R
de�nit�a prin

f (x) =
1
x

; oricare ar � x 2 [a; b] ;

exist�a un singur punct c 2 (a; b); �si anume c =
p

ab, astfel �̂ncât (1) s�a �e
adev�arat�a . 2

Exemplul 4. Pentru funct�ia f : [� 1; 1] ! R de�nit�a prin

f (x) = x3; oricare ar � x 2 [� 1; 1];

exist�a exact dou�a puncte c 2 (� 1; 1); �si anume c1 =
� 1
p

3
�si c2 =

1
p

3
; astfel

�̂ncât (1) s�a �e adev�arat�a . 2

Exemplul 5. Dac�a n � 1 este un num�ar �̂ntreg, atunci pentru funct�ia
f : [� n�; n� ] ! R de�nit�a prin

f (x) = cos x; oricare ar � x 2 [� n�; n� ];

exist�a exact 2n � 1 puncte c 2 (� n�; n� ); �si anume

ck = k�; k 2 [� n + 1 ; n � 1];

astfel �̂ncât (1) s�a �e adev�arat�a . 2
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Exemplul 6. Pentru funct�ia f :
�
0;

2
�

�
! R de�nit�a prin

f (x) =

8
<

:

0; dac�a x = 0

x sin
1
x

; dac�a x 2
�

0;
2
�

�
;

exist�a o in�nitate de puncte c 2
�

0;
2
�

�
; printre care

ck =
2

(4k + 1) �
; k 2 N,

astfel �̂ncât (1) s�a �e adev�arat�a . 2

Relativ la unicitatea punctului intermediar, are loc urm�a toarea a�r-
mat�ie.

Teorema 7 (teorema de unicitate a punctului intermediar). Fie a �si b
numere reale astfel �̂ncât a < b �si f : [a; b] ! R o funct�ie continu�a pe [a; b]
�si derivabil�a pe (a; b). Dac�a funct�ia f (1) este injectiv�a pe (a; b), atunci exist�a
un singur punct c 2 (a; b) astfel �̂ncât

f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (c):

Demonstrat�ie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c�a
exist�a dou�a puncte diferite c1 �si c2; apart�inând intervalului ( a; b), astfel �̂ncât

f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (c1)

�si
f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (c2):

De aici urmeaz�a c�a f (1) (c1) = f (1) (c2): Deoarecef (1) este injectiv�a deducem
c�a c1 = c2; care contrazicec1 6= c2: 2

S�a observ�am c�a dac�a not�am cu

� =
c � a
b� a

;

atunci
� 2 (0; 1); c = a + ( b� a)�

�si obt�inem
f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (a + ( b� a)� ):

Urmeaz�a c�a teorema de medie a lui Lagrange poate � formulat�a �si �̂n
modul urm�ator:

Teorema 8 (teorema de medie, teorema cre�sterilor �nite, teorema lui
Lagrange, teorema de medie a luiLagrange). Fie a �si b numere reale cua < b
�si f : [a; b] ! R o funct�ie care satisface urm�atoarele condit�ii :

(i) funct�ia f este continu�a pe [a; b];
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(ii) funct�ia f este derivabil�a pe (a; b):
Atunci exist�a cel put�in un num�ar real � 2 (0; 1), astfel �̂ncât

f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (a + ( b� a)� ): 2 (2)

Exemplul 9. Fie a; b 2 R cu a < b: Pentru funct�ia f : [a; b] ! R
de�nit�a prin

f (x) = x2; oricare ar � x 2 [a; b];

exist�a un singur num�ar real � 2 (0; 1); �si anume � =
1
2

; astfel �̂ncât (2) s�a �e

adev�arat�a . 2
Exemplul 10. Pentru funct�ia f : [� 1; 1] ! R de�nit�a prin

f (x) = x3; oricare ar � x 2 [� 1; 1]

exist�a exact dou�a numere reale � 2 (0; 1); �si anume � 1 =
3 �

p
3

6
�si

� 2 =
3 +

p
3

6
; astfel �̂ncât (2) s�a �e adev�arat�a . 2

Exemplul 11. Dac�a n este un num�ar natural, atunci pentru funct�ia
f : [� n�; n� ] ! R de�nit�a prin

f (x) = cos x; oricare ar � x 2 [� n�; n� ];

exist�a exact 2n � 1 numere reale� 2 (0; 1), �si anume

� k =
k + n

2n
; k 2 [� n + 1 ; n � 1];

astfel �̂ncât (2) s�a �e adev�arat�a . 2

Exemplul 12. Pentru funct�ia f :
�
0;

2
�

�
! R de�nit�a prin

f (x) =

8
<

:

0; dac�a x = 0

x sin
1
x

; dac�a x 2
�

0;
2
�

�
;

exist�a o in�nitate de numere reale � 2 (0; 1); printre care

� k =
1

4k + 1
; k 2 N,

astfel �̂ncât (2) s�a �e adev�arat�a . 2

Urm�atoarea teorem�a d�a o condit�ie su�cient�a pentru ca n um�arul real
� 2 (0; 1) din teorema 8 s�a �e unic.

Teorema 13. Fie a �si b numere reale astfel �̂ncâta < b �si f : [a; b] ! R
o funct�ie continu�a pe [a; b] �si derivabil�a pe (a; b). Dac�a funct�ia f (1) este in-
jectiv�a pe (a; b), atunci exist�a un singur num�ar real � 2 (0; 1) astfel �̂ncât

f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (a + ( b� a)� ):
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Demonstrat�ie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c�a
exist�a dou�a numere reale � 1; � 2 2 (0; 1), � 1 6= � 2 astfel �̂ncât

f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (a + ( b� a)� 1)

�si
f (b) � f (a) = ( b� a)f (1) (a + ( b� a)� 2):

De aici urmeaz�a c�a f (1) (a + ( b � a)� 1) = f (1) (a + ( b � a)� 2): Intrucât f (1)

este injectiv�a deducem c�a a + ( b� a)� 1 = a + ( b� a)� 2; de unde obt�inem c�a
� 1 = � 2 care contrazice� 1 6= � 2:

2. Preciz�ari ale pozit�iei punctului intermediar

Pentru anumite clase de funct�ii f : [a; b] ! R; continue pe [a; b] �si deri-
vabile pe (a; b), pozit�ia punctului intermediar c 2 (a; b) din teorema de medie
a lui Lagrange se poate preciza. Astfel

Lema 14. Dac�a a �si b sunt numere reale astfel �̂ncât a < b; atunci
pentru funct�ia f : [a; b] ! R, de�nit�a prin

f (x) = x2; oricare ar � x 2 [a; b];

avem

a < c =
a + b

2
< b:

Demonstrat�ie. A�rmat�ia se veri�c�a imediat (vezi exemplul 2).
Prin urmare, pentru funct�ia din lema 14, punctul intermedi ar din teo-

rema de medie a luiLagrange este media aritmetic�a a capetelor intervalului
pe care consider�am funct�ia.

Lema 15. Dac�a a �si b sunt numere reale astfel �̂ncât0 < a < b; atunci
pentru funct�ia f : [a; b] ! R, de�nit�a prin

f (x) =
1
x

; oricare ar � x 2 [a; b];

avem

a < c =
p

ab <
a + b

2
:

Demonstrat�ie. A�rmat�ia se veri�c�a imediat (vezi exemplul 3).
Merit�a s�a ret�inem c�a pentru funct�ia din lema 15, punctu l intermediar

din teorema de medie a luiLagrange este media geometric�a a capetelor in-
tervalului pe care consider�am funct�ia.

Lema 16. Dac�a a �si b sunt numere reale astfel �̂ncât0 < a < b; atunci
pentru funct�ia f : [a; b] ! R; de�nit�a prin

f (x) = ln x; oricare ar � x 2 [a; b];

avem
a 3

p
b+ b 3

p
a

3
p

b+ 3
p

a
< c <

a + b
2

: (3)
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Demonstrat�ie. În baza teoremei de medie a luiLagrange, exist�a un
punct c 2 (a; b) astfel �̂ncât (1) s�a aib�a loc, adic�a s�a avem

ln b� ln a = ( b� a)
1
c

;

de unde deducem c�a

c =
b� a

ln b� ln a
:

Urmeaz�a c�a inegalit�at�ile (3) sunt echivalente cu relat �iile

a 3
p

b+ b 3
p

a
3
p

b+ 3
p

a
<

b� a
ln b� ln a

<
a + b

2
;

adic�a cu relat�iile

3

r
b
a

+
b
a

3

r
b
a

+ 1

<

b
a

� 1

ln
b
a

<
1
2

�
1 +

b
a

�
:

Întrucât
b
a

> 1; deducem c�a este su�cient s�a ar�at�am c�a

3
p

t + t
3
p

t + 1
<

t � 1
ln t

<
1
2

(1 + t) ; oricare ar � t 2 (1; + 1 ):

Vom demonstra c�a, pentru orice t 2 (1; + 1 ) avem

2
t � 1
t + 1

< ln t �si 3 ln t <

�
t3 � 1

�
(t + 1)

t3 + t
:

Pentru aceasta consider�am funct�iile g; h : [1; + 1 ) ! R de�nite prin

g(t) = ln t � 2
t � 1
t + 1

;

h (t) =

�
t3 � 1

�
(t + 1)

t3 + t
� 3 ln t;

oricare ar � t 2 [1; + 1 ): Deoarece

g0(t) =
(t � 1)2

2t(t + 1) 2 > 0; oricare ar � t > 1;

h0(t) =
t6 + 6 t4 + t3 + 3 t2 + 1

(t3 + t)2 > 0; oricare ar � t > 1;

deducem c�a funct�iile g �si h sunt strict cresc�atoare pe [1; + 1 ): A�sadar, pentru
orice t 2 (1; + 1 ); avem

g(t) > g (1) = 0 �si h(t) > h (1) = 0 :

Lema este demonstrat�a.
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Merit�a s�a ret�inem c�a pentru funct�ia logaritm natural p unctul interme-
diar din teorema de medie a luiLagrangeeste �̂n prima jum�atate a intervalului
[a; b] � (0; + 1 ) pe care consider�am funct�ia.

Lema 17. Dac�a a �si b sunt numere reale astfel �̂ncât0 < a < b �
�
2

;

atunci pentru funct�ia f : [a; b] ! R de�nit�a prin

f (x) = sin x; oricare ar � x 2 [a; b];

avem
a + b

2
< c <

a + b
2

+
b� a
p

12
: (4)

Demonstrat�ie. În baza teoremei de medie a luiLagrange, exist�a un
punct c 2 (a; b) astfel �̂ncât (1) s�a aib�a loc, adic�a s�a avem

sinb� sina = ( b� a) cosc;

de unde deducem c�a

cosc =
sinb� sina

b� a
=

sind
d

cos
a + b

2
; unde d :=

b� a
2

2
�

0;
�
4

i
:

Întrucât

cos
u

p
3

<
sinu

u
< 1; oricare ar � u 2

�
0;

�
2

�
;

obt�inem

cos
b� a

2
p

3
cos

a + b
2

< cosc < cos
a + b

2
:

Deoarece

cos
b� a

2
p

3
cos

a + b
2

= cos
�

a + b
2

+
b� a

2
p

3

�
;

t�inând seama de faptul c�a funct�ia cosinus este strict descresc�atoare pe
h
0;

�
2

i
;

rezult�a (4) :
Merit�a s�a ret�inem c�a pentru funct�ia sinus punctul inte rmediar din teo-

rema de medie a lui Lagrange este �̂n a doua jum�atate a intervalului
[a; b] �

�
0;

�
2

�
pe care consider�am funct�ia.

Urm�atoarea a�rmat�ie, datorat�a lui Al. Lupa�s , [17], precizeaz�a pozit�ia
punctului intermediar �̂ntr-un cadru mai general:

Teorema 18. Fie a; b numere reale cua < b �si f : [a; b] ! R o funct�ie
care satisface urm�atoarele propriet�at�i :

(i) funct�ia f este derivabil�a de trei ori pe [a; b] ;
(ii) funct�ia f (3) este continu�a pe [a; b] ;
(iii) f (2) (x) 6= 0 6= f (3) (x), oricare ar � x 2 (a; b):
Dac�a c 2 (a; b) este un punct intermediar din teorema de medie a lui

Lagrange, atunci urm�atoarele a�rmat�ii sunt adev�arate :
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10 Dac�a

f (2) (x) f (3) (x) > 0; oricare ar � x 2 (a; b); (5)

atunci
a + b

2
< c <

�
f (1)

� � 1
 

f (1) (a) + f (1) (b)
2

!

:

20 Dac�a

f (2) (x) f (3) (x) < 0; oricare ar � x 2 (a; b);

atunci
�

f (1)
� � 1

 
f (1) (a) + f (1) (b)

2

!

< c <
a + b

2
:

Demonstrat�ie. 10 Fie c 2 (a; b) un punct pentru care avem

f (b) � f (a)
b� a

= f (1) (c) :

i) S�a presupunem c�a pentru orice x 2 [a; b] avem f (2) (x) > 0: Atunci
funct�ia f (1) este strict cresc�atoare pe [a; b] �si deci injectiv�a pe [ a; b] :

Pe de alt�a parte, din (5), deducem c�a f (3) (x) > 0, oricare ar � x 2 [a; b]
�si deci funct�ia f (1) este strict convex�a. Urmeaz�a c�a funct�ia f (1) satisface
inegalit�at�ile lui Jensen-Hadamardpentru funct�iile convexe

f (1)
�

a + b
2

�
<

1
b� a

bZ

a

f (1) (x) dx <
f (1) (a) + f (1) (b)

2
:

Întrucât

1
b� a

bZ

a

f (1) (x)dx =
f (b) � f (a)

b� a
= f (1) (c);

deducem c�a

f (1)
�

a + b
2

�
< f (1) (c) <

f (1) (a) + f (1) (b)
2

:

De aici urmeaz�a c�a

a + b
2

< c <
�

f (1)
� � 1

 
f (1) (a) + f (1) (b)

2

!

:

ii) Dac�a pentru orice x 2 [a; b] avem f (2) (x) < 0; atunci f (1) este strict
concav�a �si f (3) (x) < 0; oricare ar � x 2 [a; b] etc.

20 Aceast�a a�rmat�ie se demonstreaz�a similar.
Merit�a ret�inut c�a, �̂n ipotezele teoremei 18, punctul in termediar c din

teorema de medie a luiLagrange este �̂n a doua jum�atate a intervalului [ a; b]
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dac�a are loc ipoteza de la a�rmat�ia 1 0; respectiv �̂n prima jum�atate a inter-
valului [ a; b] dac�a are loc ipoteza de la a�rmat�ia 2 0:

Lema 19. Dac�a a �si b sunt numere reale astfel �̂ncât0 < a < b �

p
3

3
;

atunci pentru funct�ia f : [a; b] ! R de�nit�a prin

f (x) = arctan x; oricare ar � x 2 [a; b];

punctul intermediar c 2 (a; b) din teorema de medie a lui Lagrange are pro-
prietatea c�a

a + b
2

< c <

p
a2 + b2

2
:

Demonstrat�ie. Se aplic�a teorema 18.

Lema 20. Fie n � 2 un num�ar natural, a; b 2 R cu 0 < a < b �si
f : [a; b] ! R de�nit�a prin

f (x) = xn+2 ; oricare ar � x 2 [a; b]:

Punctul intermediar c 2 (a; b) din teorema de medie a lui Lagrange are
proprietatea c�a

a + b
2

< c < n

r
an + bn

2
:

Demonstrat�ie. Se aplic�a teorema 18.

Lema 21 (D. Pompeiu). Fie a; b 2 R cu a < b �si a3; a2; a1; a0 2 R.
Pentru funct�ia f : R ! R de�nit�a prin

f (x) = a3x3 + a2x2 + a1x + a0; oricare ar � x 2 R;

exist�a un subinterval [a� ; b� ] � (a; b) astfel �̂ncât a� � c � b� : Mai mult,
subintervalul care are cea mai mic�a lungime are extremit�at�ile

a� =
a + b

2
�

b� a
2

w; b� =
a + b

2
+

b� a
2

w; unde w =

p
3

3
: 2 (6)

Intervalul [ a� ; b� ] ; unde a� �si b� sunt dat�i de (6) ; se nume�steintervalul
de contract�ie pentru polinoame de gradul al treilea.

Semni�cat�ia geometric�a este urm�atoarea: intervalul �̂ n care se g�ase�ste

punctul intermediar c se contract�a de la b� a la w(b� a). Num�arul w =

p
3

3
se nume�ste coe�cientul de contract�ie al polinoamelor de gradul al treilea.

Observat�ia 22. Intervalul de contract�ie pentru polinoamele de gradul
al treilea nu poate � �̂mbun�at�at�it. Într-adev�ar pentru funct�ia polinomial�a
f : R ! R de�nit�a prin

f (x) =
�

x �
a + b

2

� 3

; oricare ar � x 2 R,
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exist�a exact dou�a puncte intermediare c care veri�c�a formula cre�sterilor �-
nite; acestea suntc1 = a� �si c2 = b� , unde a� �si b� sunt date de(6).

Problema determin�arii intervalului de contract�ie, a fos t abordat�a de mai
mult�i matematicieni: P. Sergescu[26], L. Teodoriu [31], L. Tchakalo� [28],
[29], Gh. Mihoc [19], [18],N. Cior�anescu [7], E. Abason [1], [2], [3] etc.

Lema 23 (I. Tchakalo� ). Fie a; b 2 R cu a < b �si an ; an� 1; :::; a1;
a0 2 R. Pentru funct�ia f : R ! R de�nit�a prin

f (x) = anxn + an� 1xn� 1 + ::: + a1x + a0; oricare ar � x 2 R;

exist�a un subinterval [a� ; b� ] � (a; b) astfel �̂ncât punctul c din teorema de
medie a lui Lagrange este �̂n intervalul[a� ; b� ] : Mai mult, subintervalul care
are cea mai mic�a lungime are extremit�at�ile

a� =
a + b

2
�

b� a
2

w; b� =
a + b

2
+

b� a
2

w;

unde w este cea mai mare r�ad�acin�a a polinomului Pm a lui Legendre, de

gradul m =
�

n + 1
2

�
: 2
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Inequalities Derived Using Telescopic Sums

J. L. Diaz-Barrero and J. Gibergans-B �aguena 1)

Abstract . Telescopic sums and classical inequalities are used to derive
some discrete inequalities. Finally, a rational sum is considered and a
numerical inequality is also obtained.
Keywords: Classical inequalities, telescopic sums, discrete inequalities.
MSC : 26D15

1. Introduction
Many occasions in everyday life as well as in mathematics require to

compute the sum of the �rst n terms of a given sequencef angn� 1. What

is wanted is a close expression for
nX

k=1

ak , but there is no formula for the

preceding sum unless the terms of the sequence are formed according to some
pattern. A sum in which subsequent terms cancel each other, leaving only
initial and �nal terms is called a telescopic sum [1]. Telescopic sums have
many applications in Analysis, Topology, Probability and Statistics ([2], [3],
[4]). Our goal in this paper is to use them jointly with classical inequalities
to derive some elementary discrete inequalities.

2. The Inequalities

In what follows, telescopic sums are used as a technique to obtain new
inequalities. We begin with

Theorem 1. Let n be a positive integer and leta1; a2; : : : ; an be positive
numbers. Then

1 +

 
nX

k=1

akC(n; k)
1
2

1 + a2
1 + : : : + a2

k

! 2

< 2n ;

where C(n; k) =
�

n
k

�
, 1 � k � n.

Proof. Let �! u =
�

a1

1 + a2
1
;

a2

1 + a2
1 + a2

2
; : : : ;

an

1 + a2
1 + a2

2 + : : : + a2
n

�

and �! v =
�

C(n; 1)
1
2 ; C(n; 2)

1
2 ; : : : ; C(n; n)

1
2

�
. Applying the inequality of

Cauchy-Buniakovski-Schwarzwe obtain
 

nX

k=1

akC(n; k)
1
2

1 + a2
1 + : : : + a2

k

! 2

�

 
nX

k=1

a2
k�

1 + a2
1 + : : : + a2

k

� 2

! 
nX

k=1

C(n; k)

!

: (1)

1) Applied Mathematics III, Universidad Polit�ecnica de Cata lunia, Barcelona, Spain,
jose.luis.diaz@upc.edu, jose.gibergans@upc.edu
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We claim that
�

a1

1 + a2
1

� 2

+
�

a2

1 + a2
1 + a2

2

� 2

+ : : : +
�

an

1 + a2
1 + a2

2 + : : : + a2
n

� 2

< 1:

In fact,
a2

1�
1 + a2

1

� 2 = 1 �
1

1 + a2
1
, and for 2 � k � n,

a2
k�

1 + a2
1 + : : : + a2

k

� 2 �
a2

k�
1 + a2

1 + : : : + a2
k� 1

� �
1 + a2

1 + : : : + a2
k

� =

=
1

1 + a2
1 + : : : + a2

k� 1
�

1
1 + a2

1 + : : : + a2
k

:

Adding the preceding expressions, we get
nX

k=1

a2
k�

1 + a2
1 + : : : + a2

k

� 2 � 1 �
1

1 + a2
1 + a2

2 + : : : + a2
n

� 1

as claimed. From (1) and taking into account the well-known identity
nX

k=1

C(n; k) = 2 n � 1;

we get
 

nX

k=1

akC(n; k)
1
2

1 + a2
1 + : : : + a2

k

! 2

�

 
nX

k=1

a2
k�

1 + a2
1 + : : : + a2

k

� 2

! 
nX

k=1

C(n; k)

!

< 2n � 1

from which the statement follows and the proof is complete. �
An inequality involving the terms of a recurrent sequence isgiven in

the following:

Theorem 2. Let (an )n� 1 be a sequence of real numbers de�ned by

a1 = 3 , a2 = 5 and for all n � 3, an+1 =
1
2

�
a2

n + 1
�
. Then

 
nX

k=1

akp
ak + 1

! 2

<
1
2

nX

k=1

a2
k :

Proof. We claim that
nX

k=1

1
ak + 1

<
1
2

for 1 � k � n. Indeed, from

ak+1 � 1 =
1
2

�
a2

k � 1
�

=
1
2

(ak + 1) ( ak � 1)

valid for all k � 1, we have
1

ak+1 � 1
=

2
(ak + 1) ( ak � 1)

=
1

ak � 1
�

1
ak + 1



J. L. D-Barrero& J. G-B �aguena, Inequalities Derived 297

and
1

ak + 1
=

1
ak � 1

�
1

ak+1 � 1
:

Adding up the preceding identities for 1 � k � n yields
nX

k=1

1
ak + 1

=
�

1
a1 � 1

�
1

a2 � 1

�
+

�
1

a2 � 1
�

1
a3 � 1

�
+ : : : +

+
�

1
an � 1

�
1

an+1 � 1

�
=

1
2

�
1

an+1 � 1
<

1
2

:

Applying Cauchy-Buniakovski-Schwarzinequality to the vector
�! u = ( a1; a2; : : : ; an ) and �! v =

�
1

p
a1 + 1

;
1

p
a2 + 1

; : : : ;
1

p
an + 1

�
we get

 
nX

k=1

akp
ak + 1

! 2

�

 
nX

k=1

a2
k

!  
nX

k=1

1
ak + 1

!

<
1
2

nX

k=1

a2
k

and the proof is complete. �
Now, an inequality with constraints is presented.
Theorem 3. Let a1; a2; : : : ; an+1 be positive numbers such that

nX

k=1

1
a2

k+1
= 1 :

Then 0

@
nX

k=1

kY

j =1

a2
j

1

A

1
2

� 4a1 (1 � a2a3 � : : : � an+1 ) :

Proof. Applying Cauchy-Buniakovski-Schwarzinequality to the vector
�! u = ( a1; a1a2; : : : ; a1a2 : : : an ) and �! v =

�
1
a2

;
1
a3

; : : : ;
1

an+1

�
yields

nX

k=1

a1a2 � : : : � ak

ak+1
�

 
nX

k=1

(a1 � : : : � ak )2

! 1
2

 
nX

k=1

1
a2

k+1

! 1
2

: (2)

On the other hand, from (2ak+1 � 1)2 � 0, we have
1

ak+1
� 4 (1 � ak+1 ).

Multiplying both sides of the last inequality by a1a2 : : : ak yields
a1a2 : : : ak

ak+1
� 4 (a1a2 : : : ak � a1a2 : : : ak+1 )

valid for 1 � k � n. Adding up the preceding inequalities, we get
nX

k=1

a1a2 : : : ak

ak+1
� 4

nX

k=1

(a1a2 : : : ak � a1a2 : : : ak+1 ) = 4 ( a1 � a1a2 : : : an+1 ) :



298 Articole

Taking into account the last inequality and the constraint condition,
from (2), the statement follows and tge proof is complete. �

In the sequel, two numerical inequalities are derived. We begin with
Theorem 4. Let n be a positive integer. Then

nX

k=0

�
n
k

� 2

�
2n � 1

k

� 2 �
4

n + 1
:

Proof. Let �! u = ( a0; a1; : : : ; an ) and �! v = (1 ; 1; : : : ; 1), where for

0 � k � n is ak =

�
n
k

�

�
2n � 1

k

� . Taking into account Cauchy-Buniakovski-

Schwarz inequality we get

(a0 + a1 + : : : + an )2 � (n + 1)
�
a2

0 + a2
1 + : : : + a2

n

�

from which immediately follows that:

nX

k=0

�
n
k

� 2

�
2n � 1

k

� 2 �
1

n + 1

2

6
6
4

nX

k=0

�
n
k

�

�
2n � 1

k

�

3

7
7
5

2

: (3)

On the other hand, we have�
n
k

�

�
2n
k

� �

�
n

k + 1

�

�
2n

k + 1

� =
n!(2n � k)!

(n � k)!(2n)!
�

n!(2n � k � 1)!
(n � k � 1)!(2n)!

=

=
n!(2n � k � 1)!

(n � k)!(2n � 1)!

�
2n � k

2n
�

n � k
2n

�
=

1
2

�
n
k

�

�
2n � 1

k

� :

Therefore

nX

k=0

�
n
k

�

�
2n � 1

k

� = 2
nX

k=0

2

6
6
4

�
n
k

�

�
2n
k

� �

�
n

k + 1

�

�
2n

k + 1

�

3

7
7
5 = 2

2

6
6
4

�
n
0

�

�
2n
0

� �

�
n

n + 1

�

�
2n

n + 1

�

3

7
7
5 = 2

because
�

n
n + 1

�
= 0. Thus (3) becomes
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nX

k=0

�
n
k

� 2

�
2n � 1

k

� 2 �
4

n + 1
:

Equality holds when n = 1 and the proof is complete. �

Theorem 5. Let n be a positive integer and leta > 1. Then

2n+1

a2n +1 � 1
+

1
n + 1

"
nX

k=0

�
2k

a2k + 1

� 1
2
#2

�
1

a � 1
:

Proof. Let �! u = ( a0; a1; : : : ; an ) and �! v = (1 ; 1; : : : ; 1), where for

0 � k � n is ak =
�

2k

a2k + 1

� 1
2

. Again applying Cauchy-Buniakovski-

Schwarz, inequality we get

(a0 + a1 + : : : + an )2

n + 1
� a2

0 + a2
1 + : : : + a2

n :

Since, for all k, 0 � k � n, is

2k

a2k + 1
=

2k
�

a2k
� 1

�

a2k +1 � 1
=

2k
�

a2k
+ 1

�
� 2k+1

a2k +1 � 1
=

2k

a2k � 1
=

2k+1

a2k +1 � 1
;

then the sum a2
0 + a2

1 + : : : + a2
n telescopes. That is

nX

k=0

2k

a2k + 1
=

1
a � 1

�
2n+1

a2n +1 � 1

from which the statement immediately follows. �
Finallly, using identities similar to the ones appeared in [5] we give a

numerical inequality involving rational sums.

Theorem 6. Let n be a positive integer. Then

1
2

2

6
4

0

@
X

1� i 1 � n+1

1
i 1

1

A

1
2

+

0

@
X

1� i 1<i 2 � n+1

1
i 1i 2

1

A

1
2

+ : : :

: : : +

0

@
X

1� i 1<:::<i n � n+1

1
i 1i 2 � : : : � i n

1

A

1
2

3

7
5

2

�
�

n + 1
2

�
:

Proof. To prove the preceding statement we need the following Lemma:
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Lemma 1. Let n be a positive integer. Then
X

1� i 1 � n+1

1
i 1

+
X

1� i 1<i 2 � n+1

1
i 1i 2

+ : : : +
X

1� i 1<:::<i n � n+1

1
i 1i 2 � : : : � i n

=

= ( n + 1) �
1

(n + 1)!
:

Proof. Let us denote by S the following sum:

S = 1 +
X

1� i 1 � n+1

1
i 1

+
X

1� i 1<i 2 � n+1

1
i 1 � i 2

+ : : : +
1

1 � 2 � : : : � n + 1
=

=
n+1Y

k=1

�
1 +

1
k

�
=

n+1Y

k=1

k + 1
k

=
(n + 2)!
(n + 1)!

= n + 2 :

Then
X

1� i 1 � n+1

1
i 1

+
X

1� i 1<i 2 � n+1

1
i 1i 2

+ : : : +
X

1� i 1<:::<i n � n+1

1
i 1i 2 � : : : � i n

=

= S �
�

1 +
1

1 � 2 � : : : � n + 1

�
= n + 1 �

1
(n + 1)!

:

Putting

�! u =

2

6
4

0

@
X

1� i 1 � n+1

1
i 1

1

A

1
2

;

0

@
X

1� i 1<i 2 � n+1

1
i 1i 2

1

A

1
2

; : : :

: : : ;

0

@
X

1� i 1<:::<i n � n+1

1
i 1i 2 � : : : � i n

1

A

1
2

3

7
5

and �! v = (1 ; 1; : : : ; 1) into Cauchy-Buniakovski-Schwarz inequality and
taking into account the Lemma yields

2

6
4

0

@
X

1� i 1 � n+1

1
i 1

1

A

1
2

+

0

@
X

1� i 1<i 2 � n+1

1
i 1i 2

1

A

1
2

+ : : : +

+

0

@
X

1� i 1<:::<i n � n+1

1
i 1i 2 � : : : � i n

1

A

1
2

3

7
5

2

�

� n

0

@
X

1� i 1 � n+1

1
i 1

+
X

1� i 1<i 2 � n+1

1
i 1i 2

+ : : : +
X

1� i 1<:::<i n � n+1

1
i 1i 2 � : : : � i n

1

A �
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� n(n + 1) �
n

(n + 1)!
< 2

�
n + 1

2

�

from which the statement follows.
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Approximations for a generalization of Euler's constant

Alina S �̂nt �am�arian 1)

Abstract . The purpose of this paper is to give some sequences that con-
verge to a generalization of Euler 's constant and to evaluate the speed of
convergence.
Keywords: sequence, convergence,Euler 's constant, approximation.
MSC : 11Y60, 40A05.

1. Introduction

It is known that the sequence (Dn )n2 N de�ned by Dn = 1 +
1
2

+ � � � +

+
1
n

� ln n, for each n 2 N, is convergent and = lim
n!1

Dn is called Euler 's

constant ( = 0 :5772: : :).
From the many results given in the literature regarding Euler 's constant

 , we recall one presented byA. Vernescu [10] in Gazeta Matematic�a, Seria

B. He proved that
1

2n + 1
< D n �  <

1
2n

, for eachn 2 N.

I. Nedelcu, [3], proposed in Gazeta Matematic�a, Seria B, the following
problem:

Show that the sequence
�

1
a1

+
1
a2

+ � � � +
1
an

�
1
r

ln an

�

n2 N
is conver-

gent, where (an )n2 N is a sequence de�ned byan = a + ( n � 1)r , for each
n 2 N, with a; r 2 (0; + 1 ).

1) Department of Mathematics, Technical University of Cluj-N apoca, Romania,
Alina.Sintamarian@math.utcluj.ro
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In Section 2 we consider the sequence
�

1
a1

+
1
a2

+ : : :+
1
an

�
1
r

ln
an

a

�

n2 N
and we denote its limit by  (a; r ). This sequence, fora = 1 and r = 1,
becomes the sequence (Dn )n2 N. In this section we establish the existence of
 (a; r ).

In Section 3 we give sequences that converge to (a; r ) quicker than
those presented in Section 2.

2. The number  (a; r )

Theorem 2.1. Let (an )n2 N be a sequence de�ned byan = a+ ( n � 1)r ,
for each n 2 N, where a; r 2 (0; + 1 ). We consider the sequences(un )n2 N,
(vn )n2 N, (xn )n2 N, (yn )n2 N and (zn )n2 N de�ned by

un =
�

1 +
r

an

� an
r

; vn =
�

1 +
r

an

� an +1
r

;

xn =
1
a1

+
1
a2

+ � � � +
1
an

�
1
r

ln
an+1

a
;

yn =
1
a1

+
1
a2

+ � � � +
1
an

�
1
r

ln
an

a
;

zn =
xn + yn

2
=

1
a1

+
1
a2

+ � � � +
1
an

�
1
r

ln
p

anan+1

a
;

for each n 2 N. Then
(i) un < u n+1 < e < v n+1 < v n , for any n 2 N;

(ii)
1

an+1
<

1
r

(ln an+1 � ln an ) <
1
an

, for any n 2 N;

(iii) the sequences(xn )n2 N and (yn )n2 N are convergent to the same num-
ber, which we denote by (a; r ), and satisfy the inequalities

xn < x n+1 <  (a; r ) < y n+1 < y n , for each n 2 N;

(iv) 0 <
1
a

�
1
r

ln
�

1 +
r
a

�
<  (a; r ) <

1
a

;

(v) lim
n!1

n( (a; r ) � xn ) =
1
2r

, lim
n!1

n(yn �  (a; r )) =
1
2r

and

lim
n!1

n2(zn �  (a; r )) =
1
6r

.

Proof. (i) It is well-known the Bernoulli 's inequality (1 + t) � > 1 + �t ,
for each t 2 (� 1; + 1 ) n f 0g and for any � 2 (1; + 1 ).

We have

un+1

un
=

�
1 +

r
an+1

� an +1
r

�
1 +

r
an

� an
r

=
�

an + 2 r
an + r

� an + r
r

�
an

an + r

� an + r
r an + r

an
=
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=
�

an (an + 2 r )
(an + r )2

� an + r
r an + r

an
=

"

1 �
�

r
an + r

� 2
# an + r

r an + r
an

>

>

"

1 �
an + r

r

�
r

an + r

� 2
#

an + r
an

= 1 ;

for eachn 2 N, taking into account the Bernoulli 's inequality.
Using also theBernoulli 's inequality, we are able to write that

vn

vn+1
=

�
1 +

r
an

� an +1
r

�
1 +

r
an+1

� an +2
r

=
�

an + r
an

� an + r
r

�
an + r
an + 2 r

� an + r
r an + r

an + 2 r
=

=
�

(an + r )2

an (an + 2 r )

� an + r
r an + r

an + 2 r
=

�
1 +

r 2

an (an + 2 r )

� an + r
r an + r

an + 2 r
>

>
�
1 +

an + r
r

�
r 2

an (an + 2 r )

�
an + r
an + 2 r

=
an (an + 2 r )2 + r 3

an (an + 2 r )2 > 1;

for eachn 2 N.
Of course we have that lim

n!1
un = e and lim

n!1
vn = e.

Now we are able to write that un < u n+1 < e < v n+1 < v n , for any
n 2 N.

(ii) According to part (i) we have the inequalities

�
1 +

r
an

� an
r

< e <
�

1 +
r

an

� an +1
r

;

for eachn 2 N. Taking logarithms we obtain

an

r
ln

�
1 +

r
an

�
< 1 <

an+1

r
ln

�
1 +

r
an

�
;

for eachn 2 N. It follows that

1
an+1

<
1
r

(ln an+1 � ln an ) <
1
an

;

for any n 2 N.
(To these inequalities we can get in the following way as well. We consider
the function f : [�; � ] ! R de�ned by f (x) = ln x, for each x 2 [�; � ],
where 0 < � < � . It follows, according to Lagrange's formula of �nite
increments, that there existsc 2 (�; � ) such that f (� ) � f (� ) = f 0(c)( � � � ),
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i.e. ln � � ln � =
1
c

(� � � ). Therefore
1
�

<
1

� � �
(ln � � ln � ) <

1
�

. From

here, choosing� = an and � = an+1 , we obtain that

1
an+1

<
1
r

(ln an+1 � ln an ) <
1
an

;

for eachn 2 N.)
(iii) According to part (ii) we have the inequalities

1
r

(ln an+2 � ln an+1 ) <
1

an+1

and
1

an+1
<

1
r

(ln an+1 � ln an );

for eachn 2 N.
Using these inequalities we get that

xn+1 � xn =
1

an+1
�

1
r

ln
an+2

an+1
> 0;

for any n 2 N, and

yn+1 � yn =
1

an+1
�

1
r

ln
an+1

an
< 0;

for any n 2 N.
At the same time

yn � xn =
1
r

ln
an+1

an
> 0;

for eachn 2 N.
So, the sequence (xn )n2 N is strictly increasing and upper bounded,

hence convergent, and the sequence (yn )n2 N is strictly decreasing and lower
bounded, hence convergent.

Because lim
n!1

(yn � xn ) = 0, it follows that the sequences (xn )n2 N and

(yn )n2 N have the same limit. Denoting by  (a; r ) this limit, we can write
that xn < x n+1 <  (a; r ) < y n+1 < y n , for any n 2 N.

(iv) From part (iii) we have that

1
a

�
1
r

ln
�

1 +
r
a

�
= x1 <  (a; r ) < y 1 =

1
a

:

Clearly
1
a

�
1
r

ln
�

1 +
r
a

�
> 0, because ln(1 +t) < t , for any t > 0.

(v) We have

lim
n!1

 (a; r ) � xn+1 � ( (a; r ) � xn )
1

n + 1
�

1
n

= lim
n!1

xn+1 � xn

1
n(n + 1)

=
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= lim
n!1

1
an+1

�
1
r

ln
an+2

an+1
1

n(n + 1)

= lim
n!1

1
a + nr

�
1
r

ln
�

1 +
r

a + nr

�

1
n(n + 1)

=
1
2r

;

taking into account that

lim
x!1

1
a + rx

�
1
r

ln
�

1 +
r

a + rx

�

1
x(x + 1)

= lim
x!1

�
r

(a + rx )2 �
1
r

�
�

r 2

(a + rx )2

1 +
r

a + rx

�
2x + 1

(x2 + x)2

=

= r 2 lim
x!1

(x2 + x)2

(2x + 1)( a + rx )2(a + r + rx )
=

1
2r

:

Now, according to the Stolz-Ces�aro theorem ([1, pp. 72{74], [5, p. 81],
[7]), we can write that

lim
n!1

n( (a; r ) � xn ) = lim
n!1

 (a; r ) � xn

1
n

=

= lim
n!1

 (a; r ) � xn+1 � ( (a; r ) � xn )
1

n + 1
�

1
n

=
1
2r

:

The others two limits can be obtained in a similar way. 2
Remark 2.1. If we choosea = 1 and r = 1 in Theorem 2.1, then we

obtain results contained in [8] and [2].

3. Approximations for the number  (a; r )

Approximations for the number  (a; r ) can be obtained using the ine-
qualities from part (iii) of Theorem 2.1. Further on we shall prove �ner
inequalities which will allow us to give better approximations for  (a; r ).

Theorem 3.1. Let (an )n2 N be a sequence de�ned byan = a+ ( n � 1)r ,
for each n 2 N, where a; r 2 (0; + 1 ).

We consider the sequences(� n )n2 N and (� n )n2 N de�ned by

� n =
1
a1

+
1
a2

+ � � � +
1
an

�
1
r

ln
�

an

a
+

r
2a

+
r 2

24aan

�
;

� n =
1
a1

+
1
a2

+ � � � +
1
an

�
1
r

ln
�

an

a
+

r
2a

+
r 2

24aan+1

�
;

for each n 2 N.
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Also, we consider the sequence(� n )n2 N de�ned so that
1
a1

+
1
a2

+ � � � +

+
1
an

�
1
r

ln
� an

a
+ � n

�
=  (a; r ), for each n 2 N, where  (a; r ) is the limit of

the sequence
�

1
a1

+
1
a2

+ � � � +
1
an

�
1
r

ln
an

a

�

n2 N
.

Then
(i) � n < � n+1 <  (a; r ) < � n+1 < � n , for each n 2 N;

(ii) lim
n!1

n3( (a; r ) � � n ) =
1

48r
and lim

n!1
n3(� n �  (a; r )) =

1
48r

;

(iii) lim
n!1

n4
�

 (a; r ) �
� n + � n

2

�
=

97
5760r

;

(iv) the sequence(� n )n2 N is strictly decreasing, bounded and

lim
n!1

� n =
r
2a

.

Proof. (i) We have

� n+2 � � n+1 =
1

an+2
�

1
r

ln
�

an+2

a
+

r
2a

+
r 2

24aan+2

�
+

+
1
r

ln
�

an+1

a
+

r
2a

+
r 2

24aan+1

�
=

=
1

a + ( n + 1) r
�

1
r

ln
�

a + ( n + 1) r
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + ( n + 1) r )

�
+

+
1
r

ln
�

a + nr
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + nr )

�
;

for any n 2 N [ f 0g.
We consider the function f : [0; + 1 ) ! R, de�ned by

f (x) =
1

a + r + rx
�

1
r

ln
�

a + r + rx
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + r + rx )

�
+

+
1
r

ln
�

a + rx
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + rx )

�
;

for eachx 2 [0; + 1 ). We have f 0(x) = �
r

(a + r + rx )2 �

�
24(a + r + rx )2 � r 2

(a + r + rx )[24(a + r + rx )2 + 12r (a + r + rx ) + r 2]
+

+
24(a + rx )2 � r 2

(a + rx )[24(a + rx )2 + 12r (a + rx ) + r 2]
=

= �
144r 6x2 + (288ar5 + 194r 6)x + 144a2r 4 + 194ar5 + 37r 6

(a + rx )(a + r + rx )2[24(a + rx )2 + 12r (a + rx ) + r 2]
�
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�
1

24(a + r + rx )2 + 12r (a + r + rx ) + r 2 < 0;

for any x 2 [0; + 1 ). It follows that the function f is strictly decreasing on
[0; + 1 ). Also, we have that lim

x!1
f (x) = 0. Therefore f (x) > 0, for any

x 2 [0; + 1 ), which means that � n+2 � � n+1 > 0, for eachn 2 N [ f 0g, i.e.
the sequence (� n )n2 N is strictly increasing.

We have

� n+1 � � n =
1

an+1
�

1
r

ln
�

an+1

a
+

r
2a

+
r 2

24aan+2

�
+

+
1
r

ln
�

an

a
+

r
2a

+
r 2

24aan+1

�
=

=
1

a + nr
�

1
r

ln
�

a + nr
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + ( n + 1) r )

�
+

+
1
r

ln
�

a + ( n � 1)r
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + nr )

�
;

for any n 2 N.
We consider the function g : [1; + 1 ) ! R, de�ned by

g(x) =
1

a + rx
�

1
r

ln
�

a + rx
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + r + rx )

�
+

+
1
r

ln
�

a � r + rx
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + rx )

�
;

for eachx 2 [1; + 1 ): We have

g0(x) = �
r

(a + rx )2 �

�
24(a + r + rx )2 � r 2

(a + r + rx )[24(a + rx )(a + r + rx ) + 12 r (a + r + rx ) + r 2]
+

+
24(a + rx )2 � r 2

(a + rx )[24(a � r + rx )(a + rx ) + 12 r (a + rx ) + r 2]
=

=
144r 6x2 + (288ar5 + 94r 6)x + 144a2r 4 + 94ar5 � 13r 6

(a + rx )2(a + r + rx )[24(a � r + rx )(a + rx ) + 12 r (a + rx ) + r 2]
�

�
1

24(a + rx )(a + r + rx ) + 12 r (a + r + rx ) + r 2 > 0;

for any x 2 [1; + 1 ). It follows that the function g is strictly increasing on
[1; + 1 ). Also, we have that lim

x!1
g(x) = 0. Therefore g(x) < 0, for any

x 2 [1; + 1 ), which means that � n+1 � � n < 0, for each n 2 N, i.e. the
sequence (� n )n2 N is strictly decreasing.

We have lim
n!1

� n =  (a; r ) and lim
n!1

� n =  (a; r ).
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Now we can write that � n < � n+1 <  (a; r ) < � n+1 < � n , for any
n 2 N.

(ii) We have

lim
n!1

 (a; r ) � � n+2 � ( (a; r ) � � n+1 )
1

(n + 2) 3 �
1

(n + 1) 3

= lim
n!1

� (� n+2 � � n+1 )
1

(n + 2) 3 �
1

(n + 1) 3

=
1

48r
;

taking into account that

lim
x!1

� f (x)
1

(x + 2) 3 �
1

(x + 1) 3

= lim
x!1

� f 0(x)

�
3

(x + 2) 4 +
3

(x + 1) 4

=

= lim
x!1

� (x + 1) 4(x + 2) 4f 0(x)
3[(x + 2) 4 � (x + 1) 4]

=
1

48r
:

Now, according to the Stolz-Ces�aro theorem ([1, pp. 72{74], [5, p. 81],
[7]), we can write that

lim
n!1

n3( (a; r ) � � n ) = lim
n!1

(n +1) 3( (a; r ) � � n+1 ) = lim
n!1

 (a; r ) � � n+1

1
(n + 1) 3

=

= lim
n!1

 (a; r ) � � n+2 � ( (a; r ) � � n+1 )
1

(n + 2) 3 �
1

(n + 1) 3

=
1

48r
:

The other limit can be obtained in a similar way.
(iii) We have

� n+1 + � n+1

2
�

� n + � n

2
=

1
an+1

�

�
1
2r

ln
�

an+1

a
+

r
2a

+
r 2

24aan+1

�
�

1
2r

ln
�

an+1

a
+

r
2a

+
r 2

24aan+2

�
+

+
1
2r

ln
�

an

a
+

r
2a

+
r 2

24aan

�
+

1
2r

ln
�

an

a
+

r
2a

+
r 2

24aan+1

�
=

=
1

a + nr
�

1
2r

ln
�

a + nr
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + nr )

�
�

�
1
2r

ln
�

a + nr
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + ( n + 1) r )

�
+

+
1
2r

ln
�

a + ( n � 1)r
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + ( n � 1)r )

�
+

+
1
2r

ln
�

a + ( n � 1)r
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + nr )

�
;

for any n 2 N.
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We consider the function h : [1; + 1 ) ! R, de�ned by

h(x) =
1

a + rx
�

1
2r

ln
�

a + rx
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + rx )

�
�

�
1
2r

ln
�

a + rx
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + r + rx )

�
+

+
1
2r

ln
�

a � r + rx
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a � r + rx )

�
+

+
1
2r

ln
�

a � r + rx
a

+
r
2a

+
r 2

24a(a + rx )

�
;

for eachx 2 [1; + 1 ). We have

h0(x) = �
r

(a + rx )2 �
24(a + rx )2 � r 2

2(a + rx )[24(a + rx )2 + 12r (a + rx ) + r 2]
�

�
24(a + r + rx )2 � r 2

2(a + r + rx )[24(a + rx )(a + r + rx ) + 12 r (a + r + rx ) + r 2]
+

+
24(a � r + rx )2 � r 2

2(a � r + rx )[24(a � r + rx )2 + 12r (a � r + rx ) + r 2]
+

+
24(a + rx )2 � r 2

2(a + rx )[24(a � r + rx )(a + rx ) + 12 r (a + rx ) + r 2]
=

= [ � 223488r 11x6 � 1340928ar10x5 + ( � 3352320a2r 9 + 182400r 11)x4+

+( � 4469760a3r 8 + 729600ar10)x3+

+( � 3352320a4r 7 + 1094400a2r 9 � 29476r 11)x2+

+( � 1340928a5r 6 + 729600a3r 8 � 58952ar10)x�

� 223488a6r 5 + 182400a4r 7 � 29476a2r 9 + 338r 11]�

�f 2(a + rx )2(a � r + rx )(a + r + rx )[24(a + rx )2 + 12r (a + rx ) + r 2]�

�[24(a+ rx )(a+ r + rx )+12 r (a+ r + rx )+ r 2][24(a� r + rx )2+12r (a� r + rx )+ r 2]�

�[24(a � r + rx )(a + rx ) + 12 r (a + rx ) + r 2]g� 1;
for any x 2 [1; + 1 ).

The limit can be obtained in a similar way as in the proof of part (ii).

(iv) We have � n = e
r
�

1
a1

+ 1
a2

+ ��� + 1
an

�  (a;r )
�

�
an

a
, for eachn 2 N.

According to the inequalities from part (i) we can write that

r
2a

+
r 2

24aan+1
< � n <

r
2a

+
r 2

24aan
;

for eachn 2 N.
From here it follows that the sequence (� n )n2 N is strictly decreasing and

lower bounded, and that lim
n!1

� n =
r
2a

. 2
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Remark 3.1. If we choosea = 1 and r = 1 , then in part (iv) of
Theorem 3.1 we obtain a problem proposed by B. Ramazan and L. Lazarovici
[6], problem which was solved by L. T�oth[9], proving that

1 +
1
2

+ � � � +
1
n

� ln
�

n +
1
2

+
1

24n

�
<  <

< 1 +
1
2

+ � � � +
1
n

� ln
�

n +
1
2

+
1

24(n + 1)

�
;

for each n 2 N.
Remark 3.2. The approximations which are obtained for (a; r ), with

the help of the inequalities from part(i) of Theorem 3.1, are quite good.
From the inequalities given in part (i) of Theorem 3.1 we obtain, from

� 1 <  (a; r ) < � 1, for example:

1:1342: : : < 
�

1
2

;
1
2

�
< 1:1614: : : ; 1:2268: : : < 

�
1
2

; 1
�

< 1:2794: : : ;

1:3503: : : < 
�

1
2

; 2
�

< 1:4289: : : ; 0:5371: : : < 
�

1;
1
2

�
< 0:5426: : : ;

0:5671: : : <  (1; 1) < 0:5807: : : ; 0:6134: : : <  (1; 2) < 0:6397: : : ;

0:2598: : : < 
�

2;
1
2

�
< 0:2607: : : ; 0:2685: : : <  (2; 1) < 0:2713: : : ;

0:2835: : : <  (2; 2) < 0:2903: : :

and, from � 2 <  (a; r ) < � 2 we get, for example:

1:1508: : : < 
�

1
2

;
1
2

�
< 1:1563: : : ; 1:2665: : : < 

�
1
2

; 1
�

< 1:2720: : : ;

1:4176: : : < 
�

1
2

; 2
�

< 1:4217: : : ; 0:5395: : : < 
�

1;
1
2

�
< 0:5414: : : ;

0:5754: : : <  (1; 1) < 0:5781: : : 0:6332: : : <  (1; 2) < 0:6360: : : ;

0:2600: : : < 
�

2;
1
2

�
< 0:2605: : : ; 0:2697: : : <  (2; 1) < 0:2707: : : ;

0:2877: : : <  (2; 2) < 0:2890: : :.

Theorem 3.2. Let (an )n2 N be a sequence de�ned byan = a+ ( n � 1)r ,
for each n 2 N, where a; r 2 (0; + 1 ).

We consider the sequences(An )n2 N and (Bn )n2 N de�ned by

An = � n +
r 2

48a3
n+1

and Bn = � n �
r 2

48a3
n+1

;

for each n 2 N, where (� n )n2 N and (� n )n2 N are the sequences from the enun-
ciation of Theorem 3.1.

Also, we specify that (a; r ) is the limit of the sequence
�

1
a1

+
1
a2

+ � � � +
1
an

�
1
r

ln
an

a

�

n2 N
:

Then
(i) An < A n+1 <  (a; r ) < B n+1 < B n , for each n 2 N;
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(ii) lim
n!1

n4( (a; r ) � An ) =
277

5760r
and lim

n!1
n4(Bn �  (a; r )) =

83
5760r

.

Proof. (i) We shall use the functions f : [0; + 1 ) ! R and
g : [1; + 1 ) ! R de�ned as in the proof of Theorem 3.1.

We have

An+2 � An+1 = � n+2 � � n+1 +
r 2

48a3
n+3

�
r 2

48a3
n+2

=

= � n+2 � � n+1 +
r 2

48(a + ( n + 2) r )3 �
r 2

48(a + ( n + 1) r )3 ;

for any n 2 N [ f 0g.
We consider the function F : [0; + 1 ) ! R, de�ned by

F (x) = f (x) +
r 2

48(a + 2 r + rx )3 �
r 2

48(a + r + rx )3 ;

for eachx 2 [0; + 1 ). We have

F 0(x) = f 0(x) �
r 3

16(a + 2 r + rx )4 +
r 3

16(a + r + rx )4 =

= �
�
8864r 12x7 +

�
62048ar11 + 72336r 12�

x6 +
�
186144a2r 10 + 434016ar11+

+247520r 12�
x5+

�
310240a3r 9 + 1085040a2r 10 + 1237600ar11 + 456204r 12�

x4+

+
�
310240a4r 8 + 1446720a3r 9 + 2475200a2r 10 + 1824816ar11 + 483110r 12�

x3+

+
�
186144a5r 7 + 1085040a4r 8 + 2475200a3r 9+

+2737224a2r 10 + 1449330ar11 + 288492r 12�
x2+

+
�
62048a6r 6 + 434016a5r 7 + 1237600a4r 8 + 1824816a3r 9+

+1449330a2r 10 + 576984ar11 + 86997r 12�
x+

+8864a7r 5 + 72336a6r 6 + 247520a5r 7 + 456204a4r 8 + 483110a3r 9+
+288492a2r 10 + 86997ar11 + 9472r 12�

�

�
�

16(a + rx )(a + r + rx )4(a + 2 r + rx )4 �
24(a + rx )2 + 12r (a + rx ) + r 2�

�

�
�
24(a + r + rx )2 + 12r (a + r + rx ) + r 2�	 � 1

< 0;
for any x 2 [0; + 1 ). It follows that the function F is strictly decreasing on
[0; + 1 ). Also, we have that lim

x!1
F (x) = 0. Therefore F (x) > 0, for any

x 2 [0; + 1 ), which means that An+2 � An+1 > 0, for eachn 2 N [ f 0g, i.e.
the sequence (An )n2 N is strictly increasing.

We have

Bn+1 � Bn = � n+1 � � n �
r 2

48a3
n+2

+
r 2

48a3
n+1

=

= � n+1 � � n �
r 2

48(a + ( n + 1) r )3 +
r 2

48(a + nr )3 ;
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for any n 2 N.
We consider the function G : [1; + 1 ) ! R, de�ned by

G(x) = g(x) �
r 2

48(a + r + rx )3 +
r 2

48(a + rx )3 ;

for eachx 2 [1; + 1 ): We have

G0(x) = g0(x) +
r 3

16(a + r + rx )4 �
r 3

16(a + rx )4 =

=
�
2656r 11x6 +

�
15936ar10 + 5840r 11�

x5 +
�
39840a2r 9 + 29200ar10+

+4368r 11�
x4 +

�
53120a3r 8 + 58400a2r 9 + 17472ar10 + 1356r 11�

x3+

+
�
39840a4r 7 + 58400a3r 8 + 26208a2r 9 + 4068ar10 + 290r 11�

x2+

+
�
15936a5r 6 + 29200a4r 7 + 17472a3r 8 + 4068a2r 9 + 580ar10 + 68r 11�

x+

+2656a6r 5 + 5840a5r 6 + 4368a4r 7 + 1356a3r 8 + 290a2r 9 + 68ar10 � 13r 11�
�

�
n

16 (a + rx )4 (a + r + rx )4 �
24 (a � r + rx ) (a + rx ) + 12 r (a + rx ) + r 2�

�

�
�
24 (a + rx ) (a + r + rx ) + 12 r (a + r + rx ) + r 2�	 � 1

> 0;

for any x 2 [1; + 1 ). It follows that the function G is strictly increasing on
[1; + 1 ). Also, we have that lim

x!1
G(x) = 0. Therefore G(x) < 0, for any

x 2 [1; + 1 ), which means that Bn+1 � Bn < 0, for each n 2 N, i.e. the
sequence (Bn )n2 N is strictly decreasing.

We have lim
n!1

An =  (a; r ) and lim
n!1

Bn =  (a; r ).

Now we can write that An < A n+1 <  (a; r ) < B n+1 < B n , for any
n 2 N.

(ii) The limits can be obtained in a similar way as in the proof of part
(ii) of Theorem 3.1. 2

Remark 3.3 . The inequality An <  (a; r ), for each n 2 N, when a = 1
and r = 1 , was given by T. Negoi in[4], where (An )n2 N is the sequence from
the enunciation of Theorem 3.2.

Remark 3.4 . From the inequalities given in part (i) of Theorem 3.2
we obtain, from A1 <  (a; r ) < B 1, for example :

1:1394: : : < 
�

1
2

;
1
2

�
< 1:1562: : : ; 1:2329: : : < 

�
1
2

; 1
�

< 1:2732: : : ;

1:3556: : : < 
�

1
2

; 2
�

< 1:4236: : : ; 0:5386: : : < 
�

1;
1
2

�
< 0:5410: : : ;

0:5697: : : <  (1; 1) < 0:5781: : : ; 0:6164: : : <  (1; 2) < 0:6366: : : ;

0:2601: : : < 
�

2;
1
2

�
< 0:2604: : : ; 0:2693: : : <  (2; 1) < 0:2705: : :

0:2848: : : <  (2; 2) < 0:2890: : :

and, from A2 <  (a; r ) < B 2 we get, for example:
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1:1523: : : < 
�

1
2

;
1
2

�
< 1:1547: : : ; 1:2679: : : < 

�
1
2

; 1
�

< 1:2707: : : ;

1:4185: : : < 
�

1
2

; 2
�

< 1:4208: : : ; 0:5401: : : < 
�

1;
1
2

�
< 0:5408: : : ;

0:5761: : : <  (1; 1) < 0:5773: : : ; 0:6339: : : <  (1; 2) < 0:6353: : : ;

0:2602: : : < 
�

2;
1
2

�
< 0:2603: : : 0:2700: : : <  (2; 1) < 0:2704: : : ;

0:2880: : : <  (2; 2) < 0:2886: : :.
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O demonstrat�ie simpl�a pentru inegalit�at�ile lui Blundo n

Marian Cucoanes� 1)

Abstract . In this note we prove Blundon's inequalities in a simple and
elegant way. Our proof relies on a well-known trigonometric in equality.
Keywords: geometric inequality, Blundon's inequality, Gerretsten's in -
equality.
MSC : 26D15.

Forma cunoscut�a a inegalit�at�ii lui Blundon este urm�atoarea:

f (R; r ) � p2 � F (R; r );

unde
f (R; r ) = 2 R2 + 10Rr � r 2 � 2(R � 2r )

p
R(R � 2r );

F (R; r ) = 2 R2 + 10Rr � r 2 + 2( R � 2r )
p

R(R � 2r ):

În continuare vom demonstra aceste inegalit�at�i.

1) Profesor, Gr. S�c. M�ar�a�se�sti, jud. Vrancea.
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Pentru �̂nceput demonstr�am urm�atoarea lem�a:
Lem�a. Dac�a �; �; ; x; y; z 2 R cu proprietatea x + y + z = � , atunci

are loc ineglitatea 2� cosx + 2 � cosy + 2 �� cosz � � 2 + � 2 +  2.
Demonstrat�ie. Cm x + y + z = � rezult�a cos z = � cos(x + y) �si are

loc egalitatea

(� siny � � sinx)2 + (  � � cosy � � cosx)2 =

= � 2 + � 2 +  2 � 2� cosx � 2� cosy � 2�� cosz;

de unde rezult�a imediat concluzia.
Demonstr�am acum urm�atoarea teorem�a:
Teorem�a. Pentru orice triunghi ABC �si pentru orice num�ar real m

are loc inegalitatea

m � p2 + 2
�
m2 � 5m + 2

�
� R � r + ( m � 4)r 2 � (m + 1) 2 � R2:

Demonstrat�ie. Fie ABC un triunghi oarecare �si t 2 R. În inegalitatea
din lema precedent�a lu�am

x = A; y = B ; z = C;

� = cos A + t; � = cos B + t;  = cos C + t:

Astfel obt�inem

2 cosA(cosB + t) � (cosC + t) + 2 cos B (cosA + t) � (cosC + t)+

+2 cosC(cosA + t) � (cosB + t) � (cosA + t)2 + (cos B + t)2+

+(cos C + t)2 , 2 cosA
�
cosB � cosC + t(cosB + cos C) + t2�

+

+2 cosB
�
cosA � cosC + t(cosA + cos C) + t2�

+

+2 cosC
�
cosA � cosB + t(cosA + cos B ) + t2�

�

�
X

cos2 A + 2 t
X

cosA + 3 t2 ,

, 6
Y

cosA + 4 t
X

cosA � cosB + 2 t2
X

cosA �

�
X

cos2 A + 2 t
X

cosA + 3 t2 ,

, 8
Y

cosA + 4 t
X

cosA � cosB +
�
2t2 � 2t

� X
cosA � 3t2 + 1 ;

ultima echivalent��a având loc �̂n virtutea faptului c�a
X

cos2 A =1 � 2
Y

cosA.
Folosim, �̂n continuare, urm�atoarele egalit�at�i:

X
cosA = 1 +

r
R

X
cosA cosB =

p2 + 4Rr + r 2

4R2 �
r
R

� 1

2
Y

cosA =
2p2 � 8Rr � 2r 2

4R2 � 2:
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Obt�inem

4
�

2p2 � 8Rr � 2r 2

4R2 � 2
�

+ 4 t
�

p2 + 4Rr + r 2

4R2 �
r
R

� 1
�

+

+
�
2t2 � 2t

� �
1 +

r
R

�
� 3t2 + 1 ,

, (t + 2) � p2 + 2
�
t2 � t � 4

�
Rr + ( t � 2)r 2 � (t + 3) 2R2: (1)

Inegalitatea (1) este adev�arat�a pentru orice triunghi ABC �si pentru
orice t 2 R.

În inegalitatea (1) punem t = m � 2 �si obt�inem exact inegalitatea din
concluzia teoremei.

Consecint�a 1. Pentru orice triunghi ABC �si pentru orice m > 0 are
loc inegalitatea

p2 � 2R2 + 10Rr � r 2 + m � R(R � 2r ) +
1
m

� (R � 2r )2:

Demonstrat�ie. Din teorema precedent�a avem

mp2 + 2
�
m2 � 5m + 2

�
� Rr + ( m � 4)r 2 � (m + 1) 2R2

�si cum m > 0 rezult�a

p2 +
2
m

�
m2 � 5m + 2

�
Rr +

1
m

(m � 4)r 2 �
1
m

(m + 1) 2R2 ,

, p2 � 2R2 + 10Rr � r 2 + mR(R � 2r ) +
1
m

(R � 2r )2:

Consecint�a 2. În orice triunghi ABC �si pentru orice m < 0 are loc
inegalitatea

p2 � 2R2 + 10Rr � r 2 + m � R(R � 2r ) +
1
m

� (R � 2r )2:

Demonstrat�ie. Din teorema precedent�a avem

mp2 + 2
�
m2 � 5m + 2

�
� Rr + ( m � 4)r 2 � (m + 1) 2R2

�si cum m < 0 rezult�a:

p2 +
2
m

�
m2 � 5m + 2

�
Rr +

1
m

(m � 4)r 2 �
1
m

(m + 1) 2R2 ,

, p2 � 2R2 + 10Rr � r 2 + mR(R � 2r ) +
1
m

(R � 2r )2:

Suntem �̂n m�asur�a acum s�a demonstr�am inegalit�at�ile l ui Blundon.
Dac�a triunghiul ABC este echilateral atunci inegalit�at�ile lui Blundon

sunt evidente. De fapt, �̂n acest caz avem egalit�at�i.
Presupunem deci c�a triunghiul ABC nu este echilateral. În acest caz,

inegalitatea lui Euler R � 2r este strict�a. Deci avem R � 2r > 0.
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În inegalitatea din consecint�a 1 lu�am m =

r
R � 2r

R
> 0 �si cum pentru

m =

r
R � 2r

R
avem

m � R(R � 2r ) +
1
m

(R � 2r )2 = 2( R � 2r )
p

R(R � 2r );

obt�inem
p2 � 2R2 + 10Rr � r 2 + 2( R � 2r )

p
R(R � 2r ):

Am obt�inut astfel inegalitatea din drepta a lui Blundon.

În inegalitatea din consecint�a 2 lu�am m = �

r
R � 2r

R
< 0 �si cum

pentru m = �

r
R � 2r

R
avem

m � R(R � 2r ) +
1
m

(R � 2r )2 = � 2(R � 2r )
p

R(R � 2r );

obt�inem
p2 � 2R2 + 10Rr � r 2 � 2(R � 2r )

p
R(R � 2r ):

Am obt�inut astfel inegalitatea din stânga a lui Blundon.
Observat�ii. 1) Dac�a �̂n inegalitatea din teorema precedent�a lu�am

m = 1, atunci obt�inem inegalitatea p2 � 4R2 + 4Rr + 3 r 2 (inegalitatea
lui Gerretsen).

2) Dac�a �̂n inegalitatea din teorema precedent�a lu�am m = � 1, atunci
obt�inem inegalitatea p2 � 16Rr � 5r 2.

Bibliografie

[1] P. G. Popescu, I. V. Maftei, J. L. Diaz-Barrero, M. Dinc�a, Inegalit�at�i matematice ,
Editura Didactic�a �si Pedagogic�a, Bucure�sti, 2007.

[2] � � � , Gazeta Matematic�a, colect�ia 2000-2008.
[3] � � � , Revista de Matematic�a din Timi�soara, colect�ia 2000-200 8.



G. Dinc �a, Noi reflect�ii asupra domeniului meu de entuziasm 317

DIDACTICA MATEMATICII

Noi reect�ii asupra domeniului meu de entuziasm 1)

George Dinc �a2)

Stimate Domnule Rector,
Doamnelor �si Domnilor,

În cele ce urmeaz�a va � vorba de câteva gânduri r�azlet�e, simt�ind nevoia
de ordine, ie�site dintr-o c�al�atorie lezardat�a f�acut� a pe acest munte impun�ator
al spiritualit�at�ii umane care este Matematica. Muntele^�ncepe de jur �̂mprejur,
iar potecile sunt rare. Unde nu m-am putut urca, m-am uitat, mult�umin-
du-m�a cu câteva imagini vaporoase.

,,M�a g�asesc printre dumneavoastr�a ca reprezentantul unei �stiint�e pe
care, cei mai mult�i, o socotesc mohorât�a, pentru care lumea are o deosebit�a
groaz�a, fat��a de care chiar respectul unora nu e lipsit de un �or care t�ine pe om
la dep�artare; �̂n scurt, reprezint o �stiint��a put�in sim patic�a: matematica.\ A�sa
�̂ncepe discursul de recept�ie al luiGheorghe T� it�eica la Academia Român�a, la
29 mai 1914. Fat��a de singur�atatea �̂n care se aa T� it�eica �̂n urm�a cu aproape
o sut�a de ani, s-a schimbat ceva esent�ial �̂n starea de singur�atate a matema-
ticianului? Este �̂ntrebarea pe care �si-o puneSolomon Marcus �̂n propriul
discurs de recept�ie, intitulat ,,Singur�atatea matemati cianului\. R�aspunsul
s�au este �̂n egal�a m�asur�a dezarmant �si provocator. S-a schimbat, da, �̂n sensul
agrav�arii situat�iei, ca urmare a faptului c�a limbajul ma tematic a devenit tot
mai complicat �si, vorba �lozofului francez Michel Henry, constituie o barbarie
(vezi, La Barbarie, Grasset, Paris, 1987).

Se ralia astfel lui George Steinercare �̂n ,,Language and Silence\ (Athe-
neum, New York, 1967) pleda pentru un punct de vedere similar. Nici
Schopenhauern-avea o p�arere prea favorabil�a despre matematic�a �si despre
matematicieni, iar G•oethe, pe care-l cit�am din ,,Convorbirile cu Eckermann\
zicea:

,,Matematicienii sunt ca francezii; le pui o problem�a, ei o trec pe limba
lor �si mai departe nu mai �̂nt�elegi nimic.\ De aici s-a dedu s uneori c�a G•oethe
nu-i agrea pe matematicieni. Este �̂ns�a mai potrivit s�a cr edem c�a autorul lui
,,Faust\, cel care �̂n ultimele clipe ale viet�ii simt�ea ne voia de lumin�a, de mai
mult�a lumin�a, avea o profund�a �̂nt�elegere a naturii act ivit�at�ii matematice, �̂n
care se manifest�a un mod speci�c de a distinge un enunt� cu sens de unul f�ar�a
sens �si o percept�ie special�a a demarcat�iei dintre claritate �si obscur.

S�a-l ascult�am acum pe Antoine de Rivarol cel ce a jucat un rol atât
de important �̂n dezvoltarea limbii franceze. În 1784 el a devenit (al�aturi de

1) Lect�ie t�inut�a �̂n Aula Mare a Universit�at�ii din Bucure �sti, la 7 octombrie 2009, cu
prilejul deschiderii anului academic 2009-2010.

2) Prof. univ. dr., Universitatea din Bucure�sti
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Johann Christoph Schwab) laureat al Academiei din Berlin cu al lui ,,Discurs
asupra universalit�at�ii limbii franceze\. În acest ,,discurs\, la un moment dat
zice: ,,Des philosophes ont demand�e si la pens�e peut exister sans la parole ou
sans quelques autres signes. Non, sans doute... C'est dans la parole que se
fait la v�eritable g�en�eration de la pens�ee. Le langage est sans doute la plus
�d�ele image de la pens�ee.\ Dar, dac�a limbajul este cea mai �del�a imagine
a gândirii, atunci trebuie s�a accept�am c�a gândirii mat ematice trebuie s�a-i
corespund�a un limbaj speci�c (,,limba lor\, a matematicie nilor, la care f�acea
referire G•othe). Se poate face �̂ns�a ceva pentru ca, f�ar�a a renunt�a la rigoare,
acest limbaj s�a poat�a � ,,umanizat\? Întrebarea e veche. S�i-o punea, de
exemplu, matematicianul Dan Barbilian dar �̂i r�aspundea poetul Ion Barbu.
Amintit�i-v�a poezia lui intitulat�a ,,Umanizare\:

Castelul t�au de ghiat��a l-am cunoscut Gândire;
Sub tristele-i arcade mult timp am r�at�acit,
De noi desprinderi dornic, dar nici o oglindire
În stinsele-i cristale ce-ascunzi nu mi-a vorbit.

Dup�a Henri Poincar�e , unul din instrumentele principale �̂n realizarea
acestui proces de umanizare st�a �̂n cultivarea intuit�iei, �̂n conjunct�ie cu ri-
goarea: ,,Sans elle, les jeunes esprits ne sauraient s'initier a l'intelligence
des Math�ematiques; ils n'apprendraient pas les aimer et n'y verraient qu'une
vaine logomachie; sans elle surtout ils ne deviendraient jamais capable de
les appliquer.\ ,,F�ara ea (n.a. adic�a, f�ar�a intuit�ie) spiritele tinere n-ar �sti
s�a se init�ieze �̂n inteligent�a matematicilor; n-ar �̂nv �at�a s�a le iubeasc�a �si n-ar
vedea �̂n ele decât o logomahie inutil�a; f�ar�a ea, mai ales, n-ar deveni niciodat�a
capabile s�a aplice matematicile.\

Doamnelor �si domnilor,
Cu aceast�a introducere, un pic excesiv�a, �̂ncalc, de o manier�a agrant�a

una din regulile de baz�a despre structura discursului: c�art�ile de retoric�a ne
�̂nvat��a c�a introducerea trebuie s�a �e scurt�a, c�a treb uie mers direct la obiect.
Ne mai �̂nvat��a, aceste c�art�i, c�a trebuie s�a �̂ncepi cu �̂ncredere ca �si când ai �
convins c�a oamenii c�arora te adresezi au venit special pentru tine. Am v�azut
�si am ascultat pe cineva care satisf�acea �̂n mod natural aceast�a condit�ie.
T� inea, �̂n anul universitar 1963-1964, �̂n am�teatrul Odobescual Facult�at�ii
de Limb�a �si Literatur�a Român�a, un curs despre Mihai Eminescu. S�i zice,
�̂ntr-una din lect�iile sale de deschidere:

,,Intru la clas�a cu convingerea, poate naiv�a, c�a cine a venit s�a m�a asculte
nu se poate mult�umi cu cursul scris �si nici cu un suplinitor . S�i m�a consider, �̂n
permanent��a, propriul meu student veritabil.\ At�i ghici t. Este vorba despre
G. C�alinescu.

Mai spun aceste c�art�i c�a, doamne fere�ste s�a �̂ncepi un discurs prin a te
scuza (de exemplu, �̂mi cer scuze, nu sunt un foarte bun orator, dar...).
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F�ar�a a-mi cere scuze, m�arturisesc c�a m�a au �̂ntr-o sit uat�ie deloc con-
fortabil�a. Mai �̂ntâi, pentru c�a m�a adresez unui public care se situeaz�a, f�ar�a
�̂ndoial�a, la standarde de cultur�a foarte �̂nalte dar, �̂ n acela�si timp, este foarte
eterogen.

În al doilea rând pentru c�a nu fac matematic�a, nici m�acar nu expun
matematic�a ci vorbesc despre matematic�a.

Nu mi se �̂ntâmpl�a des dar, ori de câte ori mi se �̂ntâmpl�a, trebuie s�a
dep�a�sesc bariera psihologic�a generat�a de spusele unuimatematician impor-
tant pe nume Godfrey Harold Hardy (1877-1947). El a publicat, �̂n 1940, la
Cambridge University Press, un eseu intitulat: ,,A Mathematician's Apolo-
gy\. Exist�a �̂n acest eseu un pasaj care m-a �socat:

,,Nu exist�a dispret� mai profund �si, �̂n fond, mai legitim , decât acela al
oamenilor care fac pentru cei careexplic�a . A expune, a critica �si a aprecia
reprezint�a o munc�a pentru mint�i de categoria a doua.\

În urm�a cu cât�iva ani am avut o lung�a discut�ie cu profeso rul Solomon
Marcus �̂n leg�atur�a cu aceste zise ale lui Hardy �si am ajuns la concluzia c�a
a�rmat�ia lui este fals�a. Spre justi�care vom face un rat�i onament pe care �̂l
mo�stenim de la vechii greci, care era foarte drag luiEuclid �si care se nume�ste
reducere la absurd.

Structura unui astfel de rat�ionament este urm�atoarea: pr esupunem c�a
teza �̂n chestiune ar � adev�arat�a. O asociem cu o alt�a tez�a despre care �stim
c�a este adev�arat�a. Dac�a din aceast�a asociere se ajungela o contradict�ie
�̂nseamn�a c�a teza �̂n chestiune este fals�a. Aplicat la cazul nostru, acest tip de
rat�ionament d�a urm�atoarele.

S�a presupunem c�a teza lui Hardy ar � adev�arat�a.
Odat�a, rugat s�a explice fundamentele teoriei relativit�at�ii, Einstein a

spus: cunosc pe cineva care poate s�a le explice mai bine dec^at mine: profe-
sorul Minkowski. Dac�a teza lui Hardy ar � adev�arat�a ar rezulta c�a Minkowski
era o minte de categoria a doua. Or, aceasta contrazice un fapt unanim re-
cunoscut: profesorul de geometrie al luiEinstein era un matematician de
prima categorie.

S�a mergem, a�sadar, �̂mpreun�a mai departe. V�a promit c�a voi �̂ncerca
s�a umanizez aspectele mai tehnice, inevitabile �̂ntr-o astfel de expunere. Lu-
crurile trebuie f�acute cât mai simplu cu putint��a �̂ns�a nu mai simplu de atât.
În parantez�a �e spus, de�si spusese c�a ,,nu �̂nt�elegi un lucru pe deplin decât
dac�a pot�i s�a-l explici bunicii\, atunci când admitea s� a explice unui public mai
put�in avizat ce �̂nseamn�a teoria relativit�at�ii, autor ul ei o f�acea de maniera
urm�atoare:

,,Pune mâna pe o sob�a �erbinte un minut �si t�i se va p�area o or�a. Stai cu
o persoan�a frumoas�a o or�a �si t�i se va p�area un minut. Ast a e relativitatea.\

În rat�ionamentul de mai sus intervin dou�a cuvinte a c�aror semni�cat�ie
trebuie l�amurit�a: cuvântul geometrie �si cuvântul mat ematician. Cu tot�ii am
�̂nv�at�at un pic de geometrie �si, la acest stadiu al expunerii, putem r�amâne
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cu ceea ce ne-a r�amas din ceea ce am �̂nv�at�at când am �̂nv�at�at. Lucrurile
se complic�a �̂ns�a când vorbim despre matematician. Cu spiritul s�au ludic ce
l-a f�acut atât de celebru, Moisil a spus �si a scris: ,,Numesc matematician
pe cel care face matematic�a.\ (̂In particular, mi-a spus: dup�a cum vezi, nu
�stiu s�a spun, prin de�nit�ie, ce �̂nseamn�a s�a �i matemat ician, dar eu �stiu cine
este �si cine nu este matematician. Un coleg �si prieten �lozof s-a ar�atat foarte
interesat atunci când i-am povestit toate acestea, dar motivat�ia interesului
s�au este o alt�a poveste).

Revenind la ,,de�nit�ia\ dat�a de Moisil matematicianului ea conduce, �̂n
mod natural, la urm�atoarea react�ie: spunet�i-ne, atunci , ce �̂nseamn�a ,,mate-
matic�a\ �si ce �̂nseamn�a ,,s�a faci matematic�a\.

S�a vorbim, �̂ntâi, despre matematic�a.
Lumea matematic�a este o lume inefabil�a, �̂n primul rând p entru c�a nu se

poate de�ni. Când li se cere de�nit�ia, matematicienii fac un ocol �si r�aspund
prin a indica unele atribute ale domeniului lor; o de�nit�ie direct�a, cât de cât
scurt�a a matematicii este evitat�a. Din acest punct de vedere, matematica
se a�a �̂n situat�ia artei, la fel de imposibil de de�nit, ba chiar a unor genuri
literare.

Iat�a ce spune, �̂n acest sens,Nicolae Manolescu�̂n �̂ncheierea c�art�ii sale
,,Arca lui Noe\ (subintitulat�a, ,,Eseu despre romanul rom ânesc\):

,,̂Imi r�amâne s�a m�a �̂ntreb, la sfâr�situl acestei c�art� i, dac�a putem da o
de�nit�ie a romanului. Cercet�atorii genului n-au propus prea multe, de�si l-au
descris minut�ios. Poate pentru c�a, a�sa cum a�rm�a M. Bahtin , ,,el este singu-
rul gen �̂n devenire printre genurile �nite �si part�ial moa rte\. Devenirea nu se
de�ne�ste. S�a a�stept�am ca genul literar cel mai popular a l vremii noastre s�a-�si
�̂nceteze cre�sterea �si, odat�a dobândit�a forma �nit�a , s�a �̂nceap�a s�a moar�a? Sau
s�a ne �̂ntoarcem la prima lui copil�arie, când nimeni nu �s tia ce se va alege de
acest �u bastard al eposului clasic, �si s�a accept�am de�ni t�ia glumeat��a a lui
Thibaudet, bazat�a pe un joc de cuvinte (̂�n francez�a le roman �̂nseamn�a de-
opotriv�a romanul �si limba romanic�a )? ,,Romanul, dup�a cum �̂i arat�a numele,
�̂nseamn�a o scriere �̂n limba vulgar�a, spre deosebire de scrierea normal�a, de
scrierea propriu-zis�a, care, pe vremea clericilor-c�arturari se redacta �̂n limba
latin�a. Mod de a recunoa�ste �̂n �̂ncheiere c�a, dac�a �sti u, �̂n oarecare m�asur�a
ast�azi, cum este romanul, nu �stiu câtu�si de put�in ce est e el.\

Un alt argument �̂n sust�inerea caracterului inefabil al matematicii: este
contrastul dintre modul �̂n care se prezint�a publicului �s i cel �̂n care arat�a viat�a
ei ascuns�a. La suprafat��a, matematica este dominat�a de deduct�ii, de formule
�si de algoritmi; ea procedeaz�a de la de�nit�ii, leme �si te oreme la demonstrat�ii,
corolare �si exemple. În c�aut�arile �si fr�amânt�arile ei �̂ns�a, ea este str�a b�atut�a de
�̂ntreb�ari, �̂ncerc�ari, ezit�ari, gre�seli, e�securi, taton�ari, analogii, asocieri de tot
felul, amintiri din ce-am tr�ait sau ce-am visat cândva, reprezent�ari vizuale,
test�ari pe exemple particulare, mir�ari, intuit�ii �si em ot�ii.



G. Dinc �a, Noi reflect�ii asupra domeniului meu de entuziasm 321

Simptomatic�a pentru discrepant�a dintre aparent�a �si su bstant�a mate-
maticii este distant�a, care poate � foarte mare, dintre momentul g�asirii unui
rezultat �si cel al con�rm�arii sale prin demonstrat�ie. To tul se �̂ntâmpl�a ca �̂n
celebra reect�ie a lui Blaise Pascal: pentru a porni �̂n c�autarea unui lucru,
trebuie mai �̂ntâi s�a-l g�asim. Nu este nici o contradict� ie aici. G�asirea este
abductiv�a, iar c�autarea urm�are�ste o con�rmare deducti v�a.

În viziunea ,,Ideilor primite\ �̂n sensul lui Flaubert, cea mai r�aspândit�a
este ,,matematica-�stiint��a exact�a\.

Dac�a ne uit�am, de exemplu, �̂n Wikipedia vom vedea c�a acest cli�seu se
bazeaz�a pe alte dou�a cli�see: ,,matematica, �stiint��a a cantit�at�ii\ �si ,,matematica,
�stiint��a a naturii sau/�si societ�at�ii\, acestea �ind a tributele esent�iale ale �stiin-
t�elor exacte. Primul cli�seu domin�a �si acum percept�ia c omun�a a matematicii,
dup�a cum rezult�a din de�nit�ia ei �̂n DEX: ,,�stiint�a car e se ocup�a cu studiul
m�arimilor, al relat�iilor cantitative �si al formelor spa t�iale (cu ajutorul rat�io-
namentului deductiv)\.

Al doilea cli�seu rezult�a din asimilarea matematicii cu do meniile �̂n care
ea se valori�c�a. Con�stient�i de toate aceste falsi�c�ari ale naturii reale a dome-
niului lor, matematicienii din a doua jum�atate a secolului trecut au propus
versiuni alternative:

{ studiu al formelor �si evolut�iei lor ( R. Thom)
{ �stiint��a a modelelor ( L. Steen)
{ corp de cuno�stint�e centrat pe conceptele de cantitate, structur�a, spat�iu

�si mi�scare
{ �stiint�a care dezvolt�a concluzii necesare.
Fiecare dintre ele prinde câte un aspect, dar niciuna nu separ�a mate-

matica de toate celelalte domenii.
Matematica are un potent�ial �stiint�i�c, are �si unul arti stic, are �si unul

�loso�c; dar ea r�amâne, �̂n concertul culturii, o voce separat�a, inconfundabil�a.
S�a p�atrundem acum �̂n viat�a matematicianului (adic�a, a mintit�i-v�a, a

celui care face matematic�a), �̂n m�asura �̂n care, circumstant�ele �̂n care ne
a�am �si cuno�stint�ele noastre ne-o permit.

Avem �̂n vedere pe matematician �̂n ipostaza sa major�a.
A te pretinde matematician este o cutezant��a pe care put�in e persoane

�̂n cuno�stint��a de cauz�a �si-o pot permite. În cartea sa ,,La valeur de la sci-
ence\ H. Poincar�e zice: ,,On nâ�t math�ematicien. On ne le devient pas.\
(Matematicienii se nasc, nu se fac).

Înc�a din secolul al 17-lea, Boileau, ,,legislatorul Parnasului\, ne spune
acela�si lucru despre poet:

,,Zadarnic vrea, prin versuri, semet�ul autor
S-ajung�a, sus, pe culmea Parnasului, u�sor:
Al muzei suu tainic din cer când n-a simt�it,
Iar steaua-i din n�ascare poet nu l-a menit,
.....................................................................
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În strâmta lui gândire r�amâne pururi sclav;
E surd pentru el Febus, iar Pegas cu n�arav.\

(Boileau, ,,Arta Poetic�a\, ESPLA, 1957; traducerea: Ione l Marinescu)

Norbert Wiener �si-a permis s�a-�si intituleze autobiogra�a ,,Sunt mate-
matician\. S�i Moisil credea c�a s-a n�ascut matematician. A spus-o �̂ntr-o
emisiune a televiziunii române, prin ianuarie 1970. Întrebat ,,cum at�i de-
venit matematician\ a r�aspuns: ,,matematician m-am n�asc ut. Dumneata vrei
poate s�a �stii cum am ajuns s�a m�a ocup cu matematica\. Paul R. Halmo�s
�̂ns�a, cu o foarte bun�a reputat�ie matematic�a, �̂ns�a cu o clas�a sub cea a lui
Wiener a fost mai prudent �si �si-a intitulat volumul s�au de memori i ,,I want
to be a mathematician".

Matematicianul, ca �si pictorul sau poetul, este un creator de modele.
El n-are alt material cu care s�a lucreze decât ideile. De aceea, modelele lui
au �sansa s�a dureze mai mult decât cele ale pictorului sau poetului, c�aci ideile
se uzeaz�a, cu timpul, mai put�in decât vorbele sau culorile. ,,S�a vedem cum
se plimb�a ideea peste veacuri\ ziceNoica, iar Moisil : ,,Imi place s�a urm�aresc
drumul fascinant când o idee devine prejudecat�a, când sê�nr�aie�ste ca omul
ajuns la b�atrânet�e, când tot farmecul tineret�ii lui s- a iaurt�it �̂n autoritate\.
Solomon Marcus crede c�a �si Arghezi l-ar � invidiat pentru o creat�ie lexical�a
precum verbul ,,a (se) iaurt�i\ �̂ntr-un context ce-i confe r�a o conotat�ie atât de
stranie.

Realiz�arile matematice, oricare ar � valoarea lor intrins ec�a, sunt cele
mai durabile decât toate. Putem constata acest lucru chiarla civilizat�iile
semiistorice.

Civilizat�ia babilonian�a �si cea asirian�a s-au stins.
S�i totu�si, matematica babilonian�a continu�a s�a �e inte resant�a. Dar cazul

crucial este, f�ar�a �̂ndoial�a, acela al grecilor.
De Arhimede ne vom aminti �si atunci când Eschil va � uitat, �indc�a �̂n

timp ce limbile mor, ideile matematice tr�aiesc.
Nicio �stiint��a nu are standarde de calitate atât de preci se �si unanim

acceptate iar oamenii amintit�i de istorie sunt aproape �̂ntotdeauna cei ce o
merit�a. Renumele matematic, dac�a ai ,,capitalul\ necesar pentru a-l dobândi,
reprezint�a una din cele mai solide �si mai ferme investit�i i. S�i totu�si, cât de
dureros este s�a simt�i c�a ai putea s�a e�suezi.

Bertrand Russell �̂i poveste�ste lui Hardy un vis groaznic.
Se aa cam prin anul 2100 e.n la etajul de sus al bibliotecii universitare.

Un funct�ionar al bibliotecii se �̂nvârtea pe lâng�a raft uri cu un co�s enorm �̂n
mân�a. Scotea carte dup�a carte, se uita la ea, apoi o punea la loc �̂n raft
sau o arunca la co�s. Ajunse la trei volume mari, pe careRussell putea s�a le
identi�ce drept ultimele exemplare r�amase din ,,Principi a mathematica". Lu�a
unul din volume, r�asfoi câteva pagini, p�aru intrigat tim p de câteva clipe de
acel curios sistem de simboluri, �̂nchise cartea, o cump�ani �̂n mân�a �si ezit�a...
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Desigur, g�asim idei �si �̂n poezie. Probabil c�a Nichita St�anescu asta vroia
s�a spun�a când spunea: ,,Matematica s-o � scriind cu cifre, dar poezia nu se
scrie cu cuvinte\ (dar ca s�a �̂nt�elegem mai bine ar trebui s�a ne �̂ntoarcem la
,,Necuvintele\ sale din 1969 �si la ,,Respir�ari\ din 1982) .

Cred �̂ns�a c�a se exagereaz�a important�a ideilor �̂n poezie. Poezia nu este
doar lucrul pe care-l spui ci �si modul �̂n care-l spui (dar asupra acestui aspect
sper s�a am timp s�a revin).

Modelele matematicianului ca �si ale pictorului sau poetului trebuie s�a
�e frumoase. În lume nu exist�a loc durabil pentru matematica urât�a.

Se pare c�a nici pentru literatura plicticoas�a un asemenealoc nu exist�a:

,, Nu prea citim poet�ii n�ascut�i s�a plictiseasc�a,
Dac�a pe-acelea�si tonuri �̂ncearc�a s�a gr�aiasc�a\

(Boileau, ,,Arta poetic�a\, Cântul I)

,,Ur�asc, din plin, sublimul greoi, plictisitor;
Prefer pe Ariosto �si pe eroii-i comici,
Decât poet�ii searbezi �si reci �si melancolici.\

(Boileau, ,,Arta poetic�a\, Cântul III)
Desigur c�a este extrem de di�cil s�a de�nim frumosul �̂n mat ematic�a, dar

lucrul acesta este tot atât de adev�arat pentru orice fel defrumos.
S-ar putea s�a nu ne d�am seama ce �̂nt�elegem printr-un poemfrumos cu

toate c�a aceasta nu ne �̂mpiedic�a s�a recunoa�stem un asemenea poem atunci
când �̂l citim.

Realitatea este c�a exist�a câteva subiecte ,,mai populare\ decât mate-
matica. Cea mai mare parte dintre oameni pret�uiesc �̂ntr-o oarecare m�asur�a
matematica, tot a�sa cum cei mai mult�i dintre ei pot gusta o m elodie agreabil�a.
Probabil, �̂ns�a, c�a oamenii pe care-i intereseaz�a cu adev�arat matematica sunt
mai numero�si decât cei pe care �̂i intereseaz�a muzica. Aparent�ele sugereaz�a,
poate contrariul, dar explicat�iile sunt u�sor de g�asit. M uzica poate servi la
stimularea emot�iei �̂n mas�a, pe când matematica nu.

Lipsa de simt� muzical este considerat�a drept un lucru oarecum jenant.
În schimb, cei mai mult�i dintre oameni sunt atât de intimid at�i de faima
matematicii �̂ncât sunt gata, �̂ntr-un mod cât se poate de sincer, s�a exagereze
lipsa lor de pricepere �̂ntr-ale matematicii.

Matematica cea mai bun�a este, �̂n egal�a m�asur�a, frumoas�a �si serioas�a.
O problem�a de �sah poate � frumoas�a. Ea �̂t�i d�a un �or inte lectual când

o �̂nt�elegi �si o rezolvi. O problem�a de �sah este un imn adus matematicii
iar jocul de �sah este un joc (pentru c�a implic�a o component�a psihologic�a)
dar este �si matematic�a. Dar este o matematic�a banal�a. Or icât ar � de
ingenioas�a �si de complicat�a, oricât de originale �si de surprinz�atoare ar �
mi�sc�arile, problemei de �sah �̂i lipse�ste ceva: importa nt�a (seriozitatea exprim�a
mai bine ceea ce vrem s�a spunem). Noi am gândi la fel �si dac�a jocul de
�sah nu ar � fost inventat, pe când ideile lui Newton �si Einstein �si modelele
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matematice construite cu ele au inuent�at �si au modi�cat m odul de a gândi
al oamenilor.

Seriozitatea unei teoreme matematice const�a �̂n semni�cat�ia ideilor ma-
tematice pe care le leag�a �̂ntre ele.

O idee matematic�a este semni�cativ�a dac�a poate � legat�a �̂ntr-un mod
simplu �si luminos cu un vast complex de idei matematice diferite.

Seriozitatea unei teoreme nu const�a �̂n consecint�ele ei care sunt doar
dovada acestor seriozit�at�i, ci �̂n cont�inutul ei.

Eminescu a avut o inuent��a imens�a asupra dezvolt�arii limbii rom^ ane
iar Traian Demetrescu niciuna. Dar nu din cauza aceasta a fostEminescu
un poet mai bun, ci pentru c�a a scris poezie mult mai bun�a.

Frumuset�ea unei teoreme matematice depinde �̂n foarte mare m�asur�a
de seriozitatea ei, dup�a cum �̂n poezie, frumuset�ea unui vers depinde, �̂ntr-o
oarecare m�asur�a de semni�cat�ia ideilor pe care le cont�i ne. Îmi permit dou�a
exemple, cer scuze �̂n fat�a speciali�stilor pentru modul impresionist �si un pic
naiv �̂n care le interpretez.

Amintit�i-v�a cum �̂ncepe ,,Sara pe deal\:

,,Sara pe deal buciumul sun�a cu jale,
Turmele-l urc - stele le scap�ar�a-n cale,
Apele plâng clar izvorând �̂n fântâne,
Sub un salcâm, drag�a, m-a�stept�i tu pe mine.\

�si comparat�i cu �̂nceputul poeziei ,,La steaua\:

,, La steaua care-a r�as�arit
E-o cale-atât de lung�a,
C�a mii de ani i-au trebuit
Luminii s�a ne-ajung�a
Poate de mult s-a stins �̂n drum
În dep�art�ari albastre,
Iar raza ei abia acum
Luci vederii noastre.\

În ambele, modelul verbal este la fel de frumos.̂In cazul versurilor din
,,La steaua\, �̂ns�a, ideile au o semni�cat�ie, teza e logic�a astfel �̂ncât emot�iile
noastre sunt mult mai profunde.

În �̂ncercarea de a oferi exemple de teoreme serioase, sunt dezavantajat
de restrict�iile pe care sunt obligat s�a mi le impun. Aceste exemple trebuie s�a
�e simple �si u�sor de �̂nt�eles de c�atre cititorii care nu a u cuno�stint�e speciale �̂n
matematic�a.

Voi enunt�a dou�a dintre faimoasele teoreme ale matematicienilor greci.
Sunt teoreme ,,simple\, atât ca idee cât �si ca form�a dar, �̂n acela�si timp,
f�ar�a nici o �̂ndoial�a, teoreme de cea mai �̂nalt�a clas�a . Fiecare din ele este
�si ast�azi tot atât de proasp�at�a �si de semni�cativ�a ca �̂n vremea când a fost
descoperit�a. Cei dou�a mii de ani care au trecut de atunci n-au gravat nici un
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rid pe fat�a vreunuia dintre ele. În sfâr�sit, atât enunt�urile cât �si demonstrat�iile
pot � �̂nsu�site f�ar�a greutate de un cititor inteligent, o riĉ�t de s�ar�ac�acios ar �
echipamentul lui matematic.

Prima: demonstrat�ia existent�ei unei in�nit�at�i de nume re prime (f�acut�a
de Euclid ).

Sunt prime numerele:

(A) 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; : : :

adic�a acelea care nu pot � descompuse �̂n factori.
De exemplu, 37 �si 317 sunt prime.
Numerele prime reprezint�a materialul din care sunt construite prin mul-

tiplicare toate numerele. De exemplu: 12 = 2� 2 � 3.
Orice num�ar care nu este el �̂nsu�si prim este divizibil prin cel put�in un

num�ar prim.
Demonstrat�ia existent�iei unei in�nit�at�i de numere pri me se face prin

reducere la absurd.
Presupunem c�a �sirul numerelor prime ar � �nit:

2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 23; 29; : : : ; P

P �nd cel mai mare num�ar prim.
Fie Q = (2 � 3 � ::: � P) + 1.
Pentru c�a Q > P �si P este cel mai mare num�ar prim, Q nu este prim.

Rezult�a c�a el trebuie s�a se divid�a cu unul din numerele pr ime 2; 3; :::; P.
Pe de alt�a parte e clar c�a a�sa ceva nu se poate: �̂mp�art�ir ea lui Q la

oricare din numerele 2; 3; :::; P d�a restul 1. Contradict�ie.
Observat�ie. Demonstrat�ia a fost f�acut�a prin reducere la absurd, iar

reducerea la absurd, pe careEuclid o iubea atât de mult, este unul dintre
cele mai subtile instrumente ale matematicianului.

Cel de-al doilea exemplu este demonstrarea ,,irat�ionalit�at�ii lui
p

2 \ atri-
buit�a lui Pitagora. Prin ,,num�ar rat�ional\ �̂nt�elegem o fract�ie

a
b

�̂n care a �si b

sunt numere �̂ntregi care nu au nici un factor comun. A spune,deci, c�a ,,
p

2
este irat�ional\ �̂nseamn�a a spune c�a

p
2 nu poate � exprimat sub forma

p
2 =

a
b

cu a �si b numere �̂ntregi care nu au nici un factor comun.
Un model echivalent de a spune acest lucru este c�a ecuat�ia:

a2 = 2b2 (� )

nu poate � satisf�acut�a prin valori �̂ntregi ale lui a �si b care s�a nu aib�a nici un
factor comun.

Demonstr�am c�a aceast�a ultim�a a�rmat�ie este adev�arat �a, din nou, prin
reducere la absurd.
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Presupunem c�a (� ) ar � adev�arat�a, a �si b �ind numere �̂ntregi f�ar�a factor
comun.

Din ( � ) rezult�a c�a a2 se divide cu 2, decia este par (c�aci dac�a a are �
impar, p�atratul lui ar �, de asemenea, impar). Pentru c�a a este par, exist�a
un num�ar �̂ntreg c astfel �̂ncât a = 2c. De aici

2b2 = a2 = (2 c)2 = 4c2;

sau
b2 = 2c2:

De aici deducem c�ab2 este par, decib este par.
În concluzie, atât a cât �si b sunt pare; au deci pe 2 ca factor comun,

ceea ce contrazice ipoteza noastr�a de lucru care zicea c�a (� ) e adev�arat�a cu
a �si b �̂ntregi, f�ar�a factor comun. Înseamn�a c�a aceast�a ipotez�a este fals�a.

S�a consider�am acum un p�atrat �si s�a not�am cu l m�asura laturii �si cu d
m�asura diagonalei lui. Din teorema (atribuit�a, de asemenea, lui Pitagora)
deducem

d2 = 2 l2

adic�a, o egalitate de acela�si tip cu (� ). Putem repeta tot ceea ce am spus mai

sus, schimbânda cu d �si b cu l. A�sadar, raportul
d
l

nu este un num�ar rat�ional

(diagonala unui p�atrat este incomensurabil�a prin latura lui �si nu exist�a un
num�ar �̂ntreg astfel �̂ncât d �si l s�a se exprime ca multiplii �̂ntregi ai acestui
num�ar).

Exist�a multe teoreme frumoase de teoria numerelor a c�arorsemni�cat�ie
poate s-o �̂nt�eleag�a oricine.

Exist�a, de exemplu ,,teorema fundamental�a a aritmeticii \ conform c�areia
un num�ar �̂ntreg poate � descompus numai �̂ntr-un singur fe l �̂ntr-un produs
de numere prime. De exemplu 12 = 2� 2 � 3 �si alt�a descompunere nu este
posibil�a.

Teoreme frumoase exist�a �si �̂n teoria mult�imilor. Una di ntre ele este
teorema lui Cantor asupra nenum�arabilit�at�ii cont�inutului. În cazul lor, �̂ns�a,
di�cultatea este invers�a.

Dup�a ce ai ajuns s�a st�apâne�sti limbajul, demostrat�ia este destul de
u�soar�a, �̂n schimb pentru ca semni�cat�ia teoremei s�a de vin�a clar�a, sunt nece-
sare o serie de explicat�ii.

De ce o teorem�a de felul teoremei luiEuclid e superioar�a unei probleme
de �sah?

Pentru c�a noi am gândi la fel cum gândim chiar dac�a �sahul n-ar �
fost inventat pe când teoremele luiEuclid �si Pitagora au inuent�at profund
gândirea noastr�a, chiar �̂n afara matematicii.

Teorema lui Euclid, de exemplu, e fundamental�a pentru �̂ntreaga struc-
tur�a a aritmeticii. Numerele prime sunt materialul brut di n care construim
aritmetica, iar teorema lui Euclid ne asigur�a c�a posed�am su�cient material
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pentru aceast�a oper�a. Spiritul ei se reg�ase�ste �̂n foarte multe construct�ii fun-
damentale.

Iat�a un exemplu.
În spat�iul euclidian n dimensional Rn , numim multiindice, orice vec-

tor � = ( � 1; : : : ; � n ) cu � i �̂ntregi ne-negativi, 8 i = 1 ; : : : ; n. Pentru orice

multiindice � , not�am j� j =
nX

i =1

� i .

Fie 
 � Rn un deschis �si f : 
 ! R.
Not�am

D � f =
@j � j f

@x� 1
1 @x� 2

2 : : : @x� n
n

=
@(� 1+ :::+ � n ) f

@x� 1
1 @x� 2

2 : : : @x� n
n

;

cu condit�ia ca operat�ia de derivare s�a aib�a sens.
Prin convent�ie, dac�a j� j = 0, atunci D � f = f .
Introducem notat�iile
i) pentru orice k = 1 ; 2; :::

Ck (
 ; R) = f f : 
 ! R j D � f exist�a �si sunt continue pe 
 pentru orice

multiindice � cu j� j � kg

ii) C1 (
 ; R) =
T

k� 0
Ck (
 ; R)

iii) dac�a f 2 C0 (
 ; R), adic�a f : 
 ! R este continu�a, mult�imea
suppf = f x 2 
 j f (x) 6= 0g se nume�ste suportul funct�iei f .

Cu alte cuvinte, suportul lui f este cea mai mic�a mult�ime �̂nchis�a ce
cont�ine toate punctele lui 
 �̂n care f este nenul�a.

iv) C1
0 (
 ; R) = f f 2 C1 (
 ; R) j suppf este compact �si inclus �̂n 
 g.

Spat�iul de funct�ii C1
0 (
 ; R) constituie materialul cu care construim

teoria distribut�iilor, dup�a cum mult�imea numerelor pri me constituie materi-
alul brut cu care se construie�ste aritmetica. Faptul c�a mu lt�imea de funct�ii
C1

0 (
 ; R) este dens�a �̂n L 2 (
 ; R), de exemplu, ne spune c�a avem ,,su�cient\
material pentru aceast�a construct�ie. Ca spirit, lucruri le stau la fel ca atunci
când, faptul c�a exist�a o in�nitate de numere prime ne asig ur�a c�a avem
,,su�cient\ material pentru construirea aritmeticii.

Teorema lui Pitagora ne arat�a �̂ns�a c�a, dup�a ce am construit aceast�a
aritmetic�a, ea se va dovedi insu�cient�a nevoilor noastre pentru c�a vom �̂ntâlni
multe m�arimi pe care nu vom � �̂n stare s�a le m�asur�am. Diag onala p�atratului
este exemplul cel mai elocvent.

Deoarece o teorem�a ,,serioas�a\ este acea teorem�a care cont�ine idei sem-
ni�cative, s�a analiz�am care sunt calit�at�ile ce fac ca o i dee matematic�a s�a �e
semni�cativ�a.

O idee ,,semni�cativ�a\ o recunoa�stem atunci când ,,o vedem\ a�sa cum
le-am recunoscut pe cele ale luiEuclid �si Pitagora.
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Aceast�a putere de recunoa�stere implic�a �̂ns�a un grad destul de ridicat
de ra�nament matematic �si de familiarizare cu ideile matematice la care se
ajunge dup�a mult�i ani petrecut�i �̂n tov�ar�a�sia lor. În orice caz, dou�a lucruri
par a � esent�iale: o anumit�a generalitate �si o anumit�a pr ofunzime.

Ceea ce caracterizeaz�a generalitatea unei idei este, �̂n esent��a, faptul c�a ea
intr�a �̂n mai multe construct�ii matematice �si poate � fol osit�a la demonstrat�ia
unor teoreme de genuri foarte diferite. Teorema ce cont�ineo idee semni�ca-
tiv�a, datorit�a generalit�at�ii acestei idei, chiar dac� a enunt�at�a la �̂nceput �̂ntr-o
form�a special�a (precum teorema lui Pitagora), trebuie s�a �e susceptibil�a de
o mare extindere �si tipic�a pentru o clas�a �̂ntreag�a din c ategoria ei. De exem-
plu, �̂n teorema lui Pitagora, rezid�a ideea de perpendicularitate. Aceast�a
idee, pe care o recept�am pentru �̂nceput �̂n plan se reg�ase�ste apoi �̂n spat�iul
euclidian cu trei dimensiuni, apoi se extinde la orice spat�iu euclidian �nit di-
mensional, de aici la orice spat�iu hilbertian cu baz�a numerabil�a apoi la orice
spat�iu hilbertian, apoi la o anumit�a categorie de spat�ii Banach care nu sunt
hilbertiene dar au o geometrie special�a, etc.

(În parantez�a, ce-o � vrut s�a spun�a Ion Barbu atunci când, Sa�sa Pan�a
a scos, prin anii 1930, o revist�a intitulat�a Unu: ,,S�i domnului Sa�sa Pan�a nu-i
dau voie s�a scoat�a o revist�a cu acel nume pân�a nu-mi explic�a de ce 1 este un
simbol de perpendiculariate.\)

Toate teoremele de matematic�a sunt abstracte �si, din acest punct de
vedere, la fel de generale. Dar nu despre acest tip de generalitate vorbim.
Noi vorbim despre diferent�ele de generalitate dintre o teorem�a de matematic�a
�si alta. E o generalitate mai subtil �si mai greu de sesizat. În cartea sa ,,La
valuer de la science\ pe care am mai citat-o,H. Poincar�e zice (p.30): ,,on ne
peut faire de conquête scienti�que que par la g�en�eralisation\. E adev�arat, �si
drumul part�ial pe care l-am descris mai �̂nainte, luând ca origine teorema lui
Pitagora este un exemplu. Se impune �̂ns�a o remarc�a: realiz�arile except�ionale
ale matematicii moderne nu constau din �̂ngr�am�adirea de subtilit�at�i de gene-
ralizare peste alte subtilit�at�i de generalizare. Un anumit grad de generalitate
trebuie s�a �e prezent �̂n orice teorem�a de prim rang, �̂ns�a prea mult�a genera-
litate o transform�a, inevitabil, �̂n ceva insipid.

,,Totul este ceea ce este �si nu altceva\ iar deosebirile dintre lucruri sunt
tot atât de interesante ca �si asem�an�arile lor.

Acela�si lucru se �̂ntâmpl�a �si �̂n matematic�a. O propri etate comun�a unui
num�ar prea mare de obiecte nu mai este chiar a�sa de captivant�a, iar ideile
matematice �̂ncep s�a devin�a obscure dac�a nu au su�cient�a individualitate.

,,O concept�ie fructuoas�a �̂nseamn�a generalizare larg�a, limitat�a de o par-
ticularitate fericit�a\.

Ajuns �̂ntr-un punct delicat al unei cercet�ari proprii, am discutat, nu de
mult, aceste lucruri cu un bun prieten de la facultatea de �loso�e. El mi-a
indicat un articol [2] publicat �̂n American Mathematical M onthly, �̂n 1940.
L-am citit �si acum, dincolo de mult�umirile pe care le dator ez prietenului
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meu, sunt �̂n pozit�ia s�a recunosc cât�a dreptate avea Moisil când spunea:
,,Matematica f�ar�a �loso�e e seac�a, �loso�a f�ar�a matem atic�a e stearp�a\.

A doua calitate pentru o idee semni�cativ�a este profunzimea. Ea are
ceva de-a face cu di�cultatea. Cu cât ideile sunt mai ,,profunde\ cu atât sunt,
de obicei, mai greu de �̂nt�eles. Dar profunzimea �si di�cultatea nu �̂nseamn�a
deloc acela�si lucru. Ideile care stau la baza teoremei luiPitagora, precum
�si generaliz�arile acesteia, sunt cât se poate de profunde, dar niciun matema-
tician nu le-ar putea considera di�cile. S-ar putea, pe de alt�a parte, ca o
teorem�a s�a �e, prin esent��a, super�cial�a dar foarte gre u de demonstrat (cum
sunt multe din teoremele diofantice, adic�a teoremele privind solut�iile rat�ionale
ale ecuat�iilor nedeterminate cu coe�cient�i rat�ionali. )

S-ar p�area c�a ideile matematice sunt dispuse oarecum �̂n straturi, ideile
din �ecare strat �ind legate printr-un complex de relat�ii a tât �̂ntre ele cât
�si cu cele de deasupra �si de dedesubtul lor. Cu cât stratule situat mai jos
cu atât mai profunde �si, �̂n general, mai di�cile sunt idei le. Astfel, ideea de
,,irat�ional\ este mai profund�a decât cea de num�ar ,,̂�n treg\ �si de aici, Teorema
lui Pitagora e mai profund�a decât cea a lui Euclid.

Alt exemplu: teorema lui Euclid este important�a dar nu �si foarte pro-
fund�a: o putem demonstra f�ar�a a folosi o not�iune mai prof und�a decât cea de
divizibilitate.

Îns�a, imediat ce cunoa�stem c�a exist�a o in�nitate de nume re prime, �̂n
mintea noastr�a se prezint�a o �̂ntrebare: exist�a, �̂ntr- adev�ar o in�nitate de
numere prime; dar cum se distribuie aceast�a in�nitate? Fiind dat un num�ar
mare N , s�a zicem (1010)10, cam câte numere prime sunt �̂ntre 1 �si N ?

Punând aceast�a �̂ntrebare, pozit�ia noastr�a se schimb�a cu totul. Putem
r�aspunde, ba chiar cu o precizie surprinz�atoare, vezi, deexemplu,C. Popovici
[14], �̂ns�a forând mai adânc, l�asând pentru moment numerele �̂ntregi deasupra
noastr�a �si folosind instrumente de teoria funct�iilor. În acest fel, teorema care
r�aspunde la �̂ntrebare e mai profund�a decât cea a lui Euclid �si chiar decât
cea a lui Pitagora.

Sau, iat�a o alt�a �̂ntrebare: exist�a, �̂ntr-adev�ar, o in �nitate de numere
prime; cont�ine aceast�a mult�ime alte mult�imi in�nite in teresante? De exem-
plu: exist�a o progresie aritmetic�a in�nit�a format�a din numere prime?

R�aspunsul este negativ: nu exist�a o astfel de progresie.
În 1963, Solomon Marcus a demonstrat acest rezultat cu o tehnic�a

ce vine din teoria automatelor �nite (vezi comentariul la Pr opozit�ia 5 din
S. Marcus, ,,Automates �nis, progressions arithmetiques et grammaires a un
nombre �ni d'�etats\, �̂n C.R. Acad. Sci. Paris, t.256 (1963 ), 3571-3574).

În schimb, pentru orice num�ar natural k, exist�a o progresie aritmetic�a
format�a din k termeni, tot�i numere prime. Acest rezultat de existent��a a fost
obt�inut �̂n 2004 �si publicat �̂n 2008 (vezi Green, Ben �si Tao Terence [7]).
El �gureaz�a printre rezultatele citate �̂n raportul ce rec omand�a acordarea



330 Didactica Matematicii

medaliei Fields lui Terence Tao. Este un rezultat de existent��a ce nu bene-
�ciaz�a de o demonstrat�ie constructiv�a, adic�a: dat oric e num�ar natural k, se
arat�a c�a exist�a o progresie aritmetic�a având k termeni (se mai spune ,,de
lungime k\) �ecare termen �ind num�ar prim dar nu se indic�a un procede u
prin care o astfel de progresie s�a �e construit�a efectiv.

,,Cea mai lung�a\ astfel de progresie construit�a efectiv corespunde lui
k = 25 �si a fost obt�inut�a �̂n 2008 de Jaroslav Wr�oblewski �si Raanan Chermoni.

Cum putem caracteriza frumuset�ea unei teoreme (̂�n ea includem, evi-
dent, �si demonstrat�ia)? Iat�a câteva atribute:

Enunt�ul ei se prezint�a ,,ca un text august, ca o inscript�i e al c�arei laco-
nism e �̂ns�a�si garant�ia durabilit�at�ii ei\ dând acea i mpresie de ,,maximum de
gând �̂n minimum de cuprindere\.

Demonstrat�ia ei se aseaman�a cu o constelat�ie simpl�a �si bine conturat�a
�si nu cu un roi �̂mpr�a�stiat din Calea Lactee.

G�asim �̂n ea elemente ca nea�steptatul, unit cu inevitabilitatea �si cu
economia de mijloace. Premisele iau o form�a ciudat�a �si surprinz�atoare, in-
strumentele folosite par copil�aresc de simple �̂n comparat�ie cu rezultatele de
mare anvergur�a obt�inute, iar concluziile sunt inevitabi le.

Doamnelor �si Domnilor,

Ajun�si la acest punct al expunerii, logic este s�a ne punem urm�atoarele
�̂ntreb�ari:

{ de ce fac matematica cei ce fac matematic�a
�si

{ care este valoarea matematicii?

În celebrele sale Scrisori c�atre un tân�ar poet, Rainer Maria Rilke �̂l
sf�atuia pe interlocutorul s�au, atras de magia versurilor , s�a scrie poezie doar
dac�a simte c�a nu ar putea tr�ai altfel.

Fericit cel ce poate da acela�si r�aspuns �̂n cazul matematicii. El are
�sansa s�a intre �̂n categoria matematicienilor de prim�a c ategorie despre care
am vorbit la un moment dat.

Exist�a �si alte posibile r�aspunsuri: fac matematic�a pen tru c�a este singu-
rul lucru pe care-l pot face cât de cât bine.

Sau, pentru c�a, dintre toate �stiint�ele �si artele, matem atica este cea
mai auster�a �si mai singuratic�a �si, dintre tot�i oamenii , matematicianul este
singurul care se poate refugia cu u�surint��a acolo unde ,,m�acar unul dintre cele
mai nobile impulsuri ale noastre poate evada cel mai bine dinsumbrul exil
al lumii actuale\.

Tot�i cei care fac matematic�a, indiferent de nivelul la car e se situeaz�a,
vor avea �̂ns�a �si un r�aspuns comun: fac matematic�a pentr u c�a asta �̂mi place,
pentru c�a asta �̂mi produce bucurie. De ce ne place matematica? (Nu am
intitulat ,,de ce iubim matematica\ pentru c�a m-am temut s� a nu v�a distrag
atent�ia trimit�ându-v�a cu gândul la o �̂ntrebare cu mul t mai di�cil�a ce a dat
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titlul unei c�art�i a domnului C�art�arescu : ,,De ce iubim femeile\; nici ,,de ce
ni-i drag�a matematica\ pentru c�a m-am temut s�a nu v�a trim it cu gândul la
unul din cele mai mari poeme ale lumii, ,,Balada �̂nchisoriidin Reading\ de
Oscar Wilde:

Cu tot�i ucidem ce ni-i drag
S�i-ntindem mort�ii prada;

Omoar�a unii m�agulind
Ori cu dojeni, cu sfada;

Cei la�si ucid cu un s�arut
Iar cei viteji cu spada.

Revenind la �̂ntrebare, ne place matematica pentru c�a e frumoas�a �si e
cert�a. Matematicianul tr�aie�ste �̂n contact cu dou�a rea lit�at�i. Una este cea
�zic�a �̂n care �stim c�a e zi, e noapte, plou�a sau se produce, doamne fere�ste, un
cutremur. Cealalt�a este realitatea matematic�a.

Simpli�când foarte mult, nici matematicienii nici �lozo� i nu se �̂nt�eleg
când este vorba s�a de�neasc�a realitatea matematic�a. Pentru unii, aceast�a
realitate este de natur�a ,,spiritual�a\ noi �ind cei ce o co nstruim.

Pentru alt�ii, ce descind din Platon, realitatea matematic�a exist�a �̂n afara
noastr�a, sarcina noastr�a �ind doar aceea de a o descoperi �si de a o observa.
Teoremele pe care le demonstr�am �si pe care le descriem cu atâta emfaz�a ca
pe ni�ste creat�ii proprii nu sunt decât notele pe care le-am luat �̂n timpul
observat�iilor noastre. Cred c�a marele nostru Simion Stoilow se �̂nscria, f�ar�a
s-o declare, �̂n acest curent c�aci la un anumit moment a scris:

,,Matematica nu-�si dezv�aluie cu u�surint��a tainele ei f undamentale.\
A�sadar, aceste taine exist�a, dar matematica nu �si le dezv�aluie cu u�su-

rint��a, nu putem lua u�sor ,,notit�e\ adic�a.
Realitatea matematic�a este mult mai cert�a decât cea �zic �a; 13 este un

num�ar prim nu pentru c�a a�sa credem noi sau pentru c�a mint� ile noastre sunt
conformate �̂ntr-un anumit fel mai degrab�a decât �̂n altu l, ci �indc�a a�sa este,
�indc�a realitatea matematic�a este astfel cl�adit�a.

În schimb, un scaun sau o stea nu sunt câtu�si de put�in ceea ce par a
�. Cu cât ne gândim mai mult la ele cu atât tr�as�aturile lo r exterioare se
estompeaz�a �̂n scurgerea senzat�iilor care le �̂nsot�esc.

Cât despre bucurie, se poate scrie un tratat de psihologie abucuriei
matematice. Pe scurt:

Exist�a o bucurie ce ne-o dau marile sisteme. Teoremele pot �strânse �̂n
mari teorii dominate de o arhitectur�a, care stârne�ste o bucurie arhitectonic�a.
Felul cum teoremele stau la locul lor, cum se �̂nl�ant�uiesc, cum se sprijin�a
unele pe altele, cum se pun �̂n valoare, d�a acea impresie de frumos pe care o
stârnesc matematicile.

Mai e bucuria competit�iei: s�a reu�se�sti s�a demonstrezi ceea ce n-au reu�sit
alt�ii.
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Mai e �si o bucurie a�si�sderea pescuitului: de a vedea �si �̂nt�elege cum prin
fat�a ta se perind�a de�nit�ii �si teoreme, axiome �si demon strat�ii, mereu acelea�si,
mereu altele, ,,abia-nt�elese, pline de �̂nt�elesuri\.

M�a opresc la un alt tip de bucurie pe care o vom numi ,,bucurieinterdis-
ciplinar�a\ (̂�ntr-o terminologie mai veche { bucuria mate maticilor aplicate).

Adic�a, s�a vezi cum o teorem�a de cea mai pur�a esent��a prec um cea care
poart�a numele celui ce a introdus intuit�ionismul �̂n mate matic�a (teorema de
punct �x a lui Brouwer) este principalul instrument cu care John Nash a
demonstrat celebra sa teorem�a de existent��a a echilibrului. Dup�a cum unii
dintre dumneavoastr�a �stit�i, aceast�a teorem�a i-a adus lui Nash premiul Nobel
pentru economie, iar viat�a sa (evident romant�at�a) a insp irat un �lm de succes
,,A beautiful mind\.

Cu ce trebuie s�a vin�a pe lume un om pentru a avea acces la astfel de
bucurii? E drept, ursitoarele trebuie s�a �e darnice cu el. Sigur este c�a nu
trebuie s�a-i lipseasc�a o minte �̂n egal�a m�asur�a intuit iv�a �si rat�ional�a (logic�a).
Mintea intuitiv�a este un dar divin iar mintea rat�ional�a e ste servitorul acesteia.
Intuit�ia este instrumentul descoperirii iar logica { al ju sti�c�arii.

Când vorbe�ste despre valoarea matematicii, a �stiint�ei , �̂n general, omul
obi�snuit o reduce la aplicat�ii, la caracterul ei utilitar . Este adev�arat, ca
Janus cel cu dou�a fet�e, matematica ne arat�a uneori funct� ia ei cognitiv�a, alte
ori pe cea utilitar�a. Relat�ia dintre ele este pe cât de simpl�a, pe atât de para-
doxal�a: cea mai bogat�a surs�a de sust�inere a funct�iei ut ilitare a matematicii
se a�a �̂n avansul funct�iei sale de cunoa�stere. Dar pentru ca acest lucru s�a se
�̂ntâmple, matematicianul trebuie s�a-�si dezvolte cercet�arile sale nestingherit,
ghidat exclusiv de curiozitatea sa, de bucuria sa de a vagabonda �̂n lumea
ideilor matematice.

În 1830, Carl Gustav Jacobi, �̂ntr-o scrisoare c�are Adrien-Marie Le-
gendre, zice:

,,Dl. Fourier crede c�a scopul principal al matematicii este de a � util�a
�si de a explica fenomenele naturale; dar un �lozof ca el ar � trebuit s�a �stie
c�a scopul unic al �stiint�ei este onoarea spiritului uman �si c�a sub acest titlu
o chestiune privind numerele nu valoreaz�a mai put�in decât una relativ�a la
sistemul lumii\.

Sloganul lui Jacobi a fost preluat ca titlu al c�art�ii sale din 1987, de c�atre
Jean Dieudonn�e: Pour l'honneur de l'esprit humain (Hachette,Paris). Ca �si
pe Jacobi, pe Dieudonn�e �̂l anim�a �̂nt�elegerea (pe care am mo�stenit-o de la
vechii greci) matematicii ca art�a, mai degrab�a, decât �̂ nt�elegerea ei ca �stiint��a;
matematicianul caut�a frumuset�ea, nu utilitatea. Dar uti litatea vine �si ea, la
vremea ei.

Dac�a atunci când Maxwell a scris ecuat�iile celebre ce-i poart�a numele
cineva l-ar � �̂ntrebat cât cost�a ecuat�iile lui, nu cred c -ar � �stiut s�a r�aspund�a.
Dac�a ar � fost �̂ntrebat, �̂ns�a, care este semni�cat�ia ac estor ecuat�ii, evident ar
� dat cel mai competent r�aspuns. M-am gândit la aceste lucruri ieri, dup�a ce,
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la o adunare �̂n care un distins coleg era s�arb�atorit, am citit câteva rânduri
pe care Gabriel Garcia Marquez le-a scris �̂ntr-un moment de cump�an�a al
existent�ei sale:

,,Dac�a Dumnezeu mi-ar d�arui o f�arâm�a de viat��a
A�s aprecia lucrurile nu prin ceea ce valoreaz�a
Ci prin ceea ce semni�c�a\.

Este uluitor, cum poate poezia s�a spun�a, uneori, ceea ce nici �stiint�ele,
nici muzica �̂mpreun�a cu toate artele la un loc nu pot s�a spun�a.

Probabil pentru c�a poetul ,,are un mat� de zeu �̂n el\ cum spu neaNichita
St�anescu. Poetul �si matematicianul �̂�si cunosc bine me�ste�sugul dar sunt
inspirat�i de un zeu de sus. ,,Poet�ii consider�a poezia o form�a a geometriei
spiritului, iar matematicienii trec u�sor de la algebr�a �s i geometrie la marea
poezie. V�a dau dou�a exemple care m-au tulburat. Unul se refer�a la un
fapt curios din biogra�a lui Paul Val�ery ; dup�a ce public�a �̂n 1896 ,,La soir�ee
avec M. Teste\, eseistul tace timp de 20 de ani; p̂�n�a la volumul de poeme
,,La jeune Parque\ nu public�a nimic; autorul a meditat �̂n a cest r�astimp la
matematici �si, �̂n genere, la disciplinele abstracte. Cumam putea interpreta
aceast�a lung�a absent��a?

Ca o constrângere la ascez�a, desigur, ca o auto-condamnare la meditat�ie.
Monsieur Teste voia s�a descopere legile spiritului. Autorul lui, dup�a ce l-a
creat, se retrage �̂n pustiu. Î�si alege, mai bine zis, pustiul ce se poate alege la
Paris (matematicile) �si-l str�abate timp de 20 de ani. În termenii lui Pascal
asta �̂nseamn�a c�a fuge din spat�iul spiritului de �net�e ^ �n spat�iul spiritului
geometric. O fug�a care-mi aminte�ste de r�at�acirea lui Moise prin pustiu. A
str�ab�atut patruzeci de ani un de�sert care putea � str�ab� atut, s-a dovedit,
�̂n câteva s�apt�amâni. De ce? Pentru c�a proorocul nu voi a s�a intre �̂n t�ara
f�ag�aduit�a cu un popor de robi.

Orice intelectual autentic are pustiul s�au. Uneori �si-l c reaz�a singur,
(cazul lui Val�ery ), alteori e silit de alt�ii s�a-l str�abat�a. În acest spat�iu gol (gol
de scriitur�a) se instaleaz�a spiritul care vrea s�a se puri�ce, abandonându-se
meditat�iei. O preg�atire pentru o s�nt�enie a intelectulu i. Numai astfel poemul
poate deveni ,,o s�arb�atoare a spiritului\. Rezumând: Val�ery , a avut nevoie,
pentru a reveni la poezie, s�a fac�a acest lung exercit�iu spiritual (20 de ani)
pentru a puri�ca poemul �si a se lep�ada de ceea ce un alt poet,un admirator
al s�au, de altfel, n�ascut �̂n zona oriental�a a latinit�at �ii, numea ,,poezia lene�s�a\.
O numea �si, evident, o respingea. Este vorba, at�i b�anuit, de Ion Barbu (alias:
Dan Barbilian ).

El a publicat �̂n 1930 o carte de poeme, ,,Joc secund\, nu mai groas�a
decât o lam�a de b�arbierit, care a creat o veritabil�a �sco al�a �̂n poezia româneas-
c�a, dup�a care s-a retras din poezie, dedicându-se matematicii. M-am �̂ntrebat
�̂ntotdeauna �si m�a �̂ntreb �si azi, de ce? Între alte justi�c�ari aduse de acest
mare poet �si, deopotriv�a, mare matematician, ret�in una d intr-o scrisoare
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adresat�a �̂n 1947 unei poete tinere de care, se pare, era �̂ndr�agostit. Nu era
prima, nici ultima oar�a. C�aci, a�sa cum spune el prietenul ui Tudor Vianu , �̂n
afar�a de poezie �si matematic�a, giurgiuveanul Ion Barbu mai are o profesiune
nobil�a �si fericitoare: aceea de ,,amant universal\. Revin la scrisoarea din
1947, unde strecoar�a ideea c�a matematicile �̂l fericesc �si-l ajut�a s�a ajung�a la
,,cunoa�sterea mântuitoare\, iar poezia �̂l declaseaz�a. At�i ret�inut: pentru a
ajunge la ,,cunoa�sterea mântuitoare\ trebuie s�a p�ar�a seasc�a poezia �si s�a se
�̂ntoarc�a, nu �̂n genunchi, ci mândru �si t�eap�an ca un pa ndur care spânzur�a
scurt, la matematici . . . Splendid. De�si nu-l cred pe mareleDan Barbilian
pân�a la cap�at: poezia este, �si ea, o cale spre ,,cunoa�sterea mântuitoare\. S�a
accept�am aceast�a aliant��a �̂ntre dou�a �stiint�e inefa bile, frumoase �si misterioase
ca un antrenament de �̂ngeri.\ (Eugen Simion)
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PROPOSED PROBLEMS

290. Study the convergence of the sequence de�ned by
x1 = a, 1 + xn = (1 + xn )xn +1 , n � 1.

Radu Gologan

291. For n; k 2 N, n � 1, determine the dimension of the linear space
of polynomials in n variables over some �eld K , of degree at mostk, as a
subspace ofK [x1; x2; : : : ; xn ].

Dan Schwarz

292. Denote n � 1 positive integer, I � R an interval and f : I ! R a
function.

a) Assume that f is n � 1 times di�erentiable on I and I (n� 1) is increas-
ing on I . Prove the following inequality:

f (b) �
�

n
1

�
f

�
(n � 1)b+ a

n

�
+

�
n
2

�
f

�
(n � 2)b+ 2a

n

�
� : : :+( � 1)n f (n) � 0;

for all a � b in I (if n is even, the inequality is valid for all a; b2 I ).
b) Assume that f is n� times di�erentiable and f (n) is continuous onI .
If the inequality

nX

k=0

(� 1)k
�

n
k

�
f

�
(n � k)b+ ka

n

�
� 0

is valid for all a � b in I , then f (n) is nonnegative.
Marian Tetiva

293. Prove that for any continuous function f : [� 1; 1] the following
inequality is valid:

1Z

� 1

f 2(x)dx �
5
2

0
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1Z

� 1

x2f (x)dx
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+
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0
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xf (x)dx

1

A

2

:

Cezar Lupu and Tudorel Lupu

294. Let S(O; R) the circumscribed sphere of the tetrahedron [ABCD ]
and r is inscribed radius of the sphere. Ifx, y, z, t are the normal coordinates
of O, then

x + y + z + t � 4
p

R2 � 8r 2:
Marius Olteanu
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SOLUT� IILE PROBLEMELOR PROPUSE

269. O pereche de numere naturale consecutiven, n + 1, se nume�ste adaptat�a, dac�a
h
(n + 1)

p
3
i

�
h
n

p
3
i

= 1 :

Care este probabilitatea ca dou�a numere naturale consecutive, alese la �̂ntâmplare, s�a
�e adaptate .

Radu Gologan

Solut�ia autorului. Probabilitatea c�autat�a poate � interpretat�a ca

p = lim
n !1

P(n)
n

;

unde P(n) = card f (k; k + 1) j
�
(k + 1)

p
3
�

�
�
k

p
3
�

= 1 ; k � ng.
Fie k

p
3 = N k + � k , unde � k 2 (0; 1). Atunci

(k + 1)
p

3 = N k + 1 +
p

3 � 1 + � k :

Condit�ia
�
(k + 1)

p
3
�

�
�
k

p
3
�

= 1 este echivalent�a cu 0 <
p

3 � 1 + � k < 1 sau
� k < 2 �

p
3, deci

p = lim
n !1

�
k � n j

� p
3k

	
< 2 �

p
3
	

n
:

Teorema lui Weyl ne d�a
p = 2 �

p
3:

270. Fie a, b, c numere pozitive al c�aror produs este egal cu 1; mai presupunem c�a

c = min f a; b; cg:

S�a se arate c�a

a3 + b3 + c3 + 6 � 3(ab+ ac + bc) � c(a � b)2 + c(a � c)(b � c):

Marian Tetiva

Solut�ia autorului. Deoareceabc = 1 (deci 3
p

abc = 1) avem, conform inegalit�at�ii
mediilor, a + b+ c � 3 �si atunci membrul stâng al inegalit�at�ii de demonstrat este cel put�in

a3 + b3 + c3 + 6 abc� (a + b+ c)(ab+ ac + bc);

adic�a inegalitatea va � demonstrat�a dac�a ar�at�am c�a

a3 + b3 + c3 + 6 abc� (a + b+ c)(ab+ ac + bc) � c(a � b)2 + c(a � c)(b � c):

Aceast�a inegalitate se mai scrie, dup�a desfacerea parantezelor
X

a3 + 3 abc�
X �

a2b+ ab2 �
� a2c + b2c � ac2 � bc2 + c3 � abc;

sau, echivalent

a3 + b3 � a2b� ab2 + 4 abc� 2a2c � 2b2c � 0 , (a � b)2(a + b� 2c) � 0

�si este demonstrat�a (�stim c�a a � c �si b � c). Egalitatea are loc, dup�a cum u�sor se poate
vedea, dac�a �si numai dac�a toate numerele a, b, c sunt egale.

Observat�ie. La inegalitatea

a3 + b3 + c3 + 6 � 3(ab+ ac + bc);

care rezult�a de aici (valabil�a pentru orice a; b; c > 0 cu abc= 1) am ajuns de la

a3 + b3 + c3 + d3 + 8 � 3(abc+ abd+ acd+ bcd);
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particularizând pe d = 1. Faptul c�a aceast�a inegalitate are loc pentru orice a; b; c; d > 0 cu
abcd= 1 l-a�s propune ca problem�a deschis�a, de�si �stiu c�a nu e xist�a o asemenea rubric�a.

Solut�ie dat�a de Marius Olteanu , inginer la S. C. Hidroconstruct�ia S.A. Bucure�sti,
sucursala ,,Olt-Superior\ din Râmnicu-Vâlcea. Din c = min f a; b; cg rezult�a c � b, c � a;
abc= 1 implic�a

c � 1; ab � 1: (1)

Inegalitatea devine

a3 + b3 +
1

a3b3
+ 6 � 3

�
ab+

a + b
ab

�
�

1
ab

(a � b)2 +
1

a3b3

�
a2b� 1

� �
ab2 � 1

�
,

, a5b2 + a2b5 + 7 a2b2 � 3a3b3 � 3a2b� 3ab2 � a3b� ab3 + a + b � 0: (2)

Se observ�a c�a inegalitatea (2) este simetric�a �̂n a �si b. Presupunem c�a a � b; din (1)
rezult�a c�a a � 1, iar b poate � ori supraunitar ori subunitar.

Cazul 1. a � b � 1.
Fie f : [b;1 ) ! R,

f (x) = x5b2 � x3 �
3b3 + b

�
+ x2 �

b5 + 7 b2 � 3b
�

� x
�
3b2 + b3 � 1

�
+ b;

cu b � 1.
Atunci

f 0(x) = 5 x4b2 � 3x2 �
3b3 + b

�
+ 2 x

�
b5 + 7 b2 � 3b

�
�

�
3b2 + b3 � 1

�
;

f 00(x) = 20 x3b2 � 6x
�
3b3 + b

�
+ 2

�
b5 + 7 b2 � 3b

�
;

f 000(x) = 60 x2b2 � 6
�
3b3 + b

�
= 6 b

�
10x2b� 3b2 � 1

�
> 0

(deorecex � b � 1 implic�a 3 x2b � 3b3 �si x2b � b etc.).
Din f 000(x) > 0 pentru orice x � b, rezult�a c�a f 00(x) este strict cresc�atoare pe [b;1 )

�si deci f 00(x) � f 00(b) (cu egalitate, deci, doar pentru x = b).
Îns�a

f 00(b) = 22 b5 � 18b4 + 8 b2 � 6b = 4 b5 + 18b4(b � 1) + 2 b2 + 6 b(b � 1) > 0

implic�a implic�a f 00(x) > 0 pentru orice x � b; urmeaz�a c�a f 0(x) este strict cresc�atoare pe
[b;1 ). Avem deci, f 0(x) � f 0(b) (cu egalitate atunci �si numai atunci când x = b). Dar

f 0(b) = 7 b6 � 9b5 + 10b3 � 9b2 + 1 = ( b� 1)
�
7b5 + 8 b2 �

�
b4 + b3 + 2 b+ 2

��
� 0; 8 b � 1;

implic�a f 0(b) � 0, pentru orice b � 1, rezult�a c�a f 0(x) � 0 pentru orice x � b, deci f (x)
este cresc�atoare pe [b;1 ) conchidem c�a f (x) � f (b).

Dar f (b) = b(b� 1)
�
2b5 + 4 b2 �

�
b4 + b3 + 2 b+ 2

��
� 0 pentru orice b � 1; urmeaz�a

c�a f (x) � 0 pentru orice x � b. Atunci, pentru x = a � b, avem f (a) � 0, adic�a inegalitatea
(2).

Cazul 2. a � 1, b � 1.

Din (1) rezult�a a �
1
b

� 1; not�am
1
b

= y � 1; urmeaz�a c�a a � y � 1.

Dac�a inegalitatea (2) (pe care trebuie s�a o demonstr�am) o �̂mp�art�im prin b5 , obt�inem
echivalent�a

a5

b3
+ a2 + 7

a2

b3
� 3

a3

b2
� 3

a2

b4
� 3

a
b4

�
a
b2

+
a
b5

+
1
b4

� 0 ,

, a5y3 + a2 + 7 a2y3 � 3a3y2 � 3a2y4 � 3ay3 � a3y4 � ay2 + ay5 + y4 � 0: (3)

Fie g : [y; 1 ) ! R, unde

g(a1) = a5
1y3 � a3

1

�
3y2 + y4 �

+ a2
1

�
1 + 7y3 � 3y4 �

� a1
�
y2 + 3 y3 � y5 �

+ y4 ; y � 1:
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Avem

g0(a1) = 5 a4
1y3 � 3a2

1

�
y4 + 3 y2 �

+ 2 a1
�
� 3y4 + 7 y3 + 1

�
+

�
y5 � 3y3 � y2 �

;

g00(a1) = 20 a3
1y3 � 6a1

�
y4 + 3 y2 �

+ 2
�
� 3y4 + 7 y3 + 1

�
;

g000(a1) = 60 a2
1y3 � 6

�
y4 + 3 y2 �

= 6 y2 �
10a2

1y � y2 � 3
�

> 0;

deoarecey � 1 �si a1 � y ) a2
1y � y2 �si 3a2

1y � 3 � 0 etc.
A�sadar g00(a1) este strict cresc�atoare pe [y; 1 ), rezult�a g00(a1) � g00(y) (cu egalitate

dac�a �si numai dac�a a1 = y).
Dar g00(y) = 20 y6 � 6y5 � 6y4 � 4y3 +2 > 0, pentru orice y � 1, implic�a g00(a1) > 0 �si

deci g0(a1) este strict cresc�atoare pe [y; 1 ); urmeaz�a c�a g0(a1) � g0(y) (cu egalitate numai
dac�a a1 = y).

Îns�a

g0(y) = ( y � 1)
�
3y4 �

y2 � 1
�

+ 2 y
�
y4 � 1

�
+ 2 y3 � y2 �

� 0; 8 y � 1:

Rezult�a g0(a1) � 0 �si deci g(a1) este cresc�atoare pe [y; 1 ); urmeaz�a c�a g(a1) � g(y).
Dar

g(y) = y2(y � 1)2 �
�
y4 + y3 � y2 + y + 1

�
� 0; 8 y � 1;

implic�a g(a1) � 0 pentru orice a1 2 [y; 1 ).
Evident c�a, �̂nlocuind a1 = a, deducem c�a g(a) � 0, adic�a (3).

271. S�a se arate c�a pentru orice � 2 R are loc inegalitatea
1X

n =0

cosn�
(n + 1) 4

�
7� 4

720
:

R�obert Sz�asz

Solut�ia autorului. Este su�cient s�a demonstr�am inegalitatea pentru � 2 [0; 2� ].
Observ�am c�a

1X

n =0

cosn�
(n + 1) 4

= Re
1X

n =0

1Z

0

1Z

0

1Z

0

1Z

0

xn un vn tn ei n� dxdudvdt =

= Re

1Z

0

1Z

0

1Z

0

1Z

0

 
1X

n =0

xn un vn tn ei n�

!

dxdudvdt = Re

1Z

0

1Z

0

1Z

0

1Z

0

1
1 � xuvt ei�

dxdudvdt =

=

1Z

0

1Z

0

1Z

0

1Z

0

1 � xuvt cos�
1 + x2u2v2 t2 � 2xuvt cos�

dxdudvdt: (1)

Este simplu de ar�atat c�a are loc inegalitatea

1 � xuvt cos�
1 + x2u2v2 t2 � 2xuvt cos�

�
1

1 + xuvt
; 8 � 2 [0; 2� ] �si 8 x; u; v; t 2 (0; 1 ); (2)

cu egalitate dac�a � = � .
Din (1) �si (2) rezult�a c�a

1X

n =0

cosn�
(n + 1) 4

�

1Z

0

1Z

0

1Z

0

1Z

0

1
1 + xuvt

dxdudvdt =
1X

n =0

(� 1)n

(n + 1) 4
=

7� 4

720
:

272. Fie x i 2 R+ , i = 1; n, astfel �̂ncât

0 � x1 � x2 � : : : � xn �si x1 + x2 + : : : + xn = a.
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S�a se determine mult�imea
�

max x i j i = 1; n
	

�si s�a se precizeze valorile pentru care
aceste maxime sunt atinse.

Dorin M�arghidanu

Solut�ia autorului. Din condit�iile din enunt�, avem ( n � 1) � x1 � x2 + : : : + xn , ceea
ce implic�a nx 1 � x1 + ( x2 + : : : + xn ) = a �si apoi x1 �

a
n

. Deci max x1 =
a
n

, atins �̂n cazul

�̂n care x1 = x2 = : : : = xn =
a
n

.

Pentru variabila x2 , avem (n � 2) � x2 � x3 + : : : + xn , deci x1 + ( n � 1) � x2 � a �si
cum x1 � 0, rezult�a c�a valoarea maxim�a a lui x2 este

a
n � 1

�si se realizeaz�a pentru x1 = 0,

x2 = : : : = xn =
a

n � 1
.

Se continu�a apoi rat�ionamentul.
În general, pentru variabila xk avem (n � k) � xk � xk +1 + : : : + xn , deci

(x1 + x2 + : : : + xk � 1) + ( n � k + 1) � xk � x1 + x2 + : : : + xn = a

�si cum 0 � x1 � x2 � : : : � xk � 1 � xk , valoarea maxim�a a lui xk se obt�ine când
x1 = x2 = : : : = xk � 1 = 0 �si xk =

a
n � k + 1

= xk +1 = : : : = xn , k = 1; n.

Solut�ie dat�a de Marius Olteanu , inginer la S. C. Hidroconstruct�ia S.A. Bucure�sti,
sucursala ,,Olt-Superior\ din Râmnicu-Vâlcea. Dac�a x1 = x2 = : : : = xn � 1 = 0, atunci
obt�inem xn max = a � 0.

În continuare, avem x1 + x2 + : : : + xn � 2 + ( xn � 1 + xn ) = a.
Dac�a x1 = x2 = x3 = : : : = xn � 2 = 0, atunci ( xn � 1 + xn )max = a, deci 2xn � 1 �

� (xn � 1 + xn )max = a, de unde xn � 1 max =
a
2

.

Analog avem x1 + x2 + : : : + xn � 3 + ( xn � 2 + xn � 1 + xn ) = a.
Dac�a x1 = x2 = x3 = : : : = xn � 3 = 0, atunci ( xn � 2 + xn � 1 + xn )max = a implic�a

3xn � 2 � (xn � 2 + xn � 1 + xn )max = a (deoarecexn � 2 � xn � 1 � xn ) �si deci xn � 2 max =
a
3

.

Din aproape �̂n aproape obt�inem, �̂n cele din urm�a, x2max =
a

n � 1
, x1max =

a
n

.

Urmeaz�a

A =
�

max x i j i = 1; n
	

=
�

a
n

;
a

n � 1
; : : : ;

a
2

; a
�

:

273. Dac�a

e(x) =
�

1 +
1
x

� x

; 8 x 2 R�
+

�si a 2 R�
+ , s�a se calculeze

lim
n !1

 

lim
x !1

 
� x

n

� 2
 

nX

k =1

e(x + ka) � ne(x)

!!!

:

Dumitru M. B�atinet�u-Giurgiu

Solut�ia autorului. Demonstr�am, mai �̂ntâi, urm�atoarea
Lem�a. Avem

lim
x !1

�
x2(e(x + a) � e(x + b))

�
=

(a � b) � e
2

; 8 a; b 2 R+ ; a > b: (1)

Demonstrat�ie. Aplic�am teorema lui Lagrange funct�iei f : [x + b; x + a ! R,
f (x) = e(x). Prin urmare, exist�a c(x) 2 (x + b; x + a) astfel �̂ncât

f (x + a) � f (x + b) = ( a � b)e0(c(x)) = ( a � b) � e(c(x))
�

ln
�

1 +
1

c(x)

�
�

1
c(x) + 1

�
; (2)
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aceasta deoarecee0(x) = e(x) �
�

ln
�

1 +
1
x

�
�

1
x + 1

�
.

Deoarecec(x) 2 (x + b; x + a) rezult�a c�a

x + b < c(x) < x + a , 1 +
b
x

<
c(x)

x
< 1 +

a
x

;

atunci, din faptul c�a x ! 1 rezult�a c�a lim
x !1

c(x)
x

= 1.

În conformitate cu (2) deducem c�a

lim
x !1

�
x2 � (e(x + a) � e(x + b))

�
= lim

x !1

�
x2(a � b) � e(c(x)) �

�
ln

�
1 +

1
c(x)

�
�

1
c(x) + 1

��
=

= ( a � b) lim
x !1

�
x

c(x)

� 2

� lim
x !1

e(c(x)) � lim
c( x ) !1

�
(c(x)) 2 �

�
ln

�
1 +

1
c(x)

�
�

1
c(x) + 1

��
=

= ( a � b) � 1 � e � lim
t ! 0

ln(1 + t) �
t

t + 1
t2

;

unde t =
1

c(x)
. Prin urmare,

lim
x !1

�
(e(x + a) � e(x + b)) � x2 �

= ( a � b) � e � lim
t ! 0

1
t + 1

�
1

(t + 1) 2

2t
=

=
(a � b) � e

2
� lim

t ! 0

t + 1 � 1
t � (t + 1) 2

=
(a � b) � e

2
� lim

t ! 0

t
t

=
(a � b) � e

2
: (3)

Cu aceasta lema este demonstrat�a.
Dac�a b = 0, atunci avem

lim
x !1

�
x2 � (e(x + a) � e(x))

�
=

a � e
2

: (4)

Prin urmare,

lim
x !1

  
nX

k =1

e(x + k � a) � n � e(x)

!

� x2

!

=
nX

k =1

lim
x !1

�
x2 � (e(x + k � a) � e(x))

�
=

=
nX

k =1

k � a � e
2

=
a � e

2

nX

k =1

k =
n(n + 1) � a � e

4
: (5)

Rezult�a c�a

lim
n !1

 

lim
x !1

 
� x

n

� 2
�

 
nX

k =1

e(x + k � a) � n � e(x)

!!!

=

= lim
n !1

1
n2

nX

k =1

�
lim

x !1

�
x2 (e(x + k � a) � e(x))

� �
= lim

n !1

n � (n + 1) � a � e
4n2

=
a � e

4
:

Solut�ie dat�a de Marius Olteanu , inginer la S. C. Hidroconstruct�ia S.A. Bucure�sti,
sucursala ,,Olt-Superior\ din Râmnicu-Vâlcea. Avem

� x
n

� 2
�

 
nX

k =1

e(x + ka) � ne(x)

!

=
1

n2
� x2 �

 
nX

k =1

(e(x + ka) � e(x))

!

=

=
1

n2
�

 
nX

k =1

x2 (e(x + ka) � e(x))

!

: (1)
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Având �̂n vedere modul de obt�inere a relat�iilor (4) �si (5) de la pag. 152 �si 153 din
[1], se deduce imediat faptul c�a pentru orice x � 1, x 2 R, avem �sirul de inegalit�at�i

e
2x + 2

<
e

2x +
11
6

< e � e(x) <
e

2x +
4 � e
e � 2

<
e

2x + 1
; 8 x � 1;

de unde rezult�a c�a
e

2x + 2
< e � e(x) <

e
2x + 1

; 8 x � 1: (2)

În plus,

e(x + ka) � e(x) = ( e(x + ka) � e) + ( e � e(x)) : (3)

Din (2) avem
8
<

:

e
2x + 2

< e � e(x) <
e

2x + 1
; 8 x � 1;

�
e

2(x + ka) + 1
< e (x + ka) � e <

e
2(x + ka) + 2

; 8 x � 1; k 2 N� ; a 2 R�
+ :

Dup�a (3) urmeaz�a c�a:

e
�

1
2x + 2

�
1

2(x + ka) + 1

�
< e (x + ka) � e(x) < e

�
1

2x + 1
�

1
2(x + ka) + 2

�
;

8 x � 1; k 2 N� ; a 2 R�
+ , ceea ce este echivalent cu

e �
2ka � 1

2(x + 1)(2 x + 2 ka + 1)
< e (x + ka) � e(x) < e �

2ka + 1
2(2x + 1)( x + ka + 1)

;

8 x � 1; k 2 N� ; a 2 R�
+ �si apoi

e �
x2(2ka � 1)

2(x + 1)(2 x + 2 ka + 1)
< x 2(e(x + ka) � e(x)) < e �

x2(2ka + 1)
2(2x + 1)( x + ka + 1)

;

8 x � 1; k 2 N� ; a 2 R�
+ :

Aplicând teorema ,,cle�stelui\ avem

e � lim
x !1

x2(2ka � 1)
2(x + 1)(2 x + 2 ka + 1)

< lim
x !1

�
x2(e(x + ka) � e(x))

�
<

< e � lim
x !1

x2(2ka + 1)
2(2x + 1)( x + ka + 1)

;

deci

lim
x !1

�
x2(e(x + ka) � e(x))

�
= e �

ka
2

; 8 k 2 N� �si a 2 R�
+ : (4)

T� inând cont de relat�iile (1) �si (4) avem

lim
x !1

� x
n

� 2
 

nX

k =1

e(x + ka) � ne(x)

!

=
1

n2

nX

k =1

lim
x !1

�
x2 (e(x + ka) � e(x))

�
=

=
ea
2

�
1

n2
�

nX

k =1

=
ea
2

�
1

n2
�

n(n + 1)
2

=
ea
4

�
n + 1

n
;

adic�a

lim
x !1

� x
n

� 2
�

 
nX

k =1

e(x + ka) � ne(x)

!

=
ea
4

lim
n !1

�
n + 1

n

�
=

ea
4

:
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274. Fie R �si � dou�a numere strict pozitive, iar k un num�ar natural dat. Consider�am
�sirul de polinoame (Fn )n>k de�nit prin

Fn (X ) = X n � Rk X n � k �
X

1� j � n
j 6= k

� j X n � j :

1. S�a se arate c�a �ecare polinom Fn are o unic�a r�ad�acin�a real�a pozitiv�a � n .
2. S�a se arate c�a �sirul (� n )n>k este monoton �si convergent.

Doru S�tef�anescu

Solut�ia autorului. 1. Polinomul Fn are o singur�a schimbare de semn. Dintr-o
cunoscut�a teorem�a a lui Descartes (regula semnelor), reiese c�a Fn are o singur�a r�ad�acin�a
pozitiv�a.

2. Consider�am d 2 N, d > k . Atunci are loc relat�ia

Fd+1 (X ) = XF d (X ) � � d+1 :

De aici obt�inem

Fd+1 (� d ) = � d � F (� d ) � � d+1 = � � d+1 < 0:

Conform teoremei lui Cauchy reiese c�a num�arul � d este o margine superioar�a a mod-
ulelor r�ad�acinilor polinomului Fd+1 . Prin urmare, avem

� d � � d+1 pentru orice d > k;

ceea ce arat�a c�a �sirul ( � d )d>k este cresc�ator.
Pe de alt�a parte, din teorema ,, R + � \ a lui Lagrange valorile absolute ale r�ad�acinilor

polinomului Fd sunt m�arginite superior de R + � dac�a � � R, respectiv de � + R dac�a
R � � , care este (̂�n acest caz) aceea�si margine. Deci� d � R + � . A�sadar

0 < � d � R + �;

deci �sirul ( � d )d>k este m�arginit.
Cum �sirul ( � d )d>k este �si monoton, rezult�a convergent�a sa.

Solut�ie dat�a de Nicu�sor Minculete , Universitatea Dimitrie Cantemir din Bra�sov.

1. În ecuat�ia Fn (x) = 0 facem substitut�ia x !
1
x

�si astfel obt�inem ecuat�ia
X

1� j � n
j 6= k

� j x j + Rk xk � 1 = 0 :

Consider�am acum funct�ia f : [0; + 1 ) ! R dat�a de

f (x) =
X

1� j � n
j 6= k

� j x j + Rk xk � 1:

Cum f (0) = � 1 �si lim
x !1

f (x) = + 1 , iar f este o funct�ie continu�a, deducem c�a ecuat�ia

f (x) = 0 are cel put�in o solut�ie. Dar

f 0(x) =
X

1� j � n
j 6= k

j� j x j � 1 + kRk xk � 1 > 0; 8 x > 0;

deci funct�ia f este strict cresc�atoare pe (0; + 1 ), a�sadar f are o singur�a r�ad�acin�a pozitiv�a,
ceea ce �̂nseamn�a c�a polinomul Fn are o singur�a r�ad�acin�a real�a pozitiv�a � .
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2. Fie � n r�ad�acina pozitiv�a a polinomului Fn (x) = 0 �si � n +1 r�ad�acina pozitiv�a a

polinomului Fn +1 (x) = 0. Vom nota � n =
1
�

�si � n +1 =
1
�

, n > k , deci avem relat�iile

� n � n + � n � 1 � n � 1 + : : : + � k +1 � k +1 + � k � 1 � k � 1 + : : : + Rk � k � 1 = 0

�si
� n +1 � n +1 + � n � n + : : : + � k +1 � k +1 + � k � 1 � k � 1 + : : : + Rk � k � 1 = 0 :

Din aceste relat�ii obt�inem

� n +1 � n +1 = � n (� n � � n ) + � n � 1 �
� n � 1 � � n � 1 �

+ : : : + � k +1
�

� k +1 � � k +1
�

+

+ � k � 1
�

� k � 1 � � k � 1
�

+ : : : + � (� � � ) + Rk
�

� k � � k
�

: (� )

Se observ�a u�sor c�a � 6= � , din relat�ia ( � ) (deoarece pentru � = � , obt�inem � n +1 � n +1 = 0,
fals, iar

� s � � s = ( � � � )E (�; �; s );
unde E (�; �; s ) > 0, pentru orice s � 1.

Relat�ia ( � ) se rescrie �̂n modul urm�ator:

� n +1 � n +1 = ( � � � )
n

[� n E (�; �; s ) + : : : + � ] + Rk E (�; �; k )
o

;

ceea ce implic�a � � � > 0, deoarecepn +1 � n +1 > 0 �si expresia dintre acolade este strict
pozitiv�a.

Prin urmare, � > � , adic�a � n +1 > � n , deci �sirul ( � n )n>k este strict cresc�ator.
Presupunem prin absurd c�a �sirul ( � n )n>k este nem�arginit, iar cum el este strict

cresc�ator, rezult�a c�a lim
n !1

� n = 1 , adic�a lim
n !1

� n

�
= 1 .

Cum

� n
n � Rk � n � k

n � �� n � 1
n � � 2 � n � 2

n � : : : � p�n � 1� n � � n = 0 ;

prin �̂mp�art�irea cu � n obt�inem
�

� n

�

� n

�
Rk

� k

�
� n

�

� n � k

�
�

� n

�

� n � 1

�
�

� n

�

� n � 2

� : : : �
� n

�
� 1 = 0 : (�� )

Prin trecere la limit�a �̂n relat�ia ( �� ) deducem c�a 1 = 0, ceea ce este o contradict�ie.
A�sadar, �sirul ( � n )n>k este m�arginit. Cum acest �sir este monoton �si m�arginit, r ezult�a c�a
este convergent, din criteriul lui Weierstrss.

Nota redact�iei. O solut�ie corect�a, similar�a cu cea de mai sus, a dat �si dom nul in-
giner Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstruct�ia S.A. Bucure�sti, sucursala ,, Olt-Superior\
din Râmnicu-Vâlcea.
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Matematica �̂n top ?
Neculai Stanciu 1)

Abstract . The international Company Creators Synetics composed in
October of 2007, the top 100 living geniuses in science, politics, art and
business. On top are two mathematicians Grigory Perelman (Russia) and
Andrew Wiles (UK).
Keywords: History of Mathematics.
MSC : 01A05.

Compania internat�ional�a Creators Synetics a alc�atuit, ^ �n octombrie 2007, topul celor
100 de genii �̂n viat��a din domeniul �stiint�ei, politicii, artei �si din mediul de afaceri.

Primul loc a fost �̂mp�art�it de inventatorul Internetului , Sir Tim Berners-Lee �si chimis-
tul elvet�ian, Albert Hofmann { descoperitorul propriet�at�ilor halucinogene ale LSD. P e ul-
timul loc �gureaz�a numele regizorului american Quentin Tarantino . În total, pe list�a sunt
24 de britanici �si 43 de americani. Doar 15 dintre cele 100 de genii sunt femei. Cele 100 de
genii au fost alese �̂n funct�ie de 5 factori { rolul jucat �̂n schimbarea sistemului de viziune
asupra lumii, recunoa�sterea public�a, fort�a intelectul ui, succesele �si important�a cultural�a.

În acest top sunt �si doi matematicieni, Grigory Perelman (Rusia) �si Andrew Wiles
(Marea Britanie). Meritele celor doi sunt demonstrarea a do u�a conjecturi celebre. Ter-
menul de conjectur�a a fost introdus de David Hilbert 2) , �̂n formularea celor 23 de probleme
supuse spre rezolvare comunit�at�ii internat�ionale a mat ematicienilor la al II-lea ,,Congres
internat�ional al matematicienilor\ din 1900 de la Paris. În mod obi�snuit, prin conjectur�a
se �̂nt�elege orice explicat�ie presupus�a a unui fenomen (eveniment) constituit�a f�ar�a certitu-
dine �si �̂n afara oric�arei dovezi (probe) plecând de la ap arent�e sau presupuneri. În acord
cu Hilbert (autorul termenului de conjectur�a) se �̂nt�elege prin con jectur�a acea problem�a
deschis�a care poate furniza arhitectura unei teorii �̂n ma tematic�a (sau o direct�ie nou�a) sau
avansarea unui nou domeniu.

Pierre Fermat (p�arintele teoriei numerelor) a produs 48 conjecturi (tre i s-au dovedit
false) care au reprezentat probleme de cercetare pentru mult�i matematicieni ( Gauss3) ,

1) Profesor, S�c. George Emil Palade �si S�c. nr. 6, Buz�au, stanciuneculai@yahoo.com
2) N�ascut la 23 inuarie 1862 la K•onigsberg, �̂n Prusia (acum Kal iningrad, Rusia) { de-

cedat la 14 februarie 1943, a fost un matematician german. Prin profunzimea ideilor �si
a modului de exprimare, ,,Bazele geometriei \ a lui Hilbert a devenit cartea de temelie a
matematicilor moderne �si metoda axiomatiz�arii �̂n sensul lui Hilbert ; ea a fost generalizat�a
pentru toate ramurile noi ale matematicii. Totu�si, pentru u�surarea �̂nt�elegerii geometriei
a�ne �si euclidiene, ast�azi se adopt�a o construct�ie a geo metriei cu ajutorul unei automatiz�ari
bazate pe algebra liniar�a. Acest fapt este �̂n concordant� �a cu schimb�arile determinate de
noul curriculum, de noul sistem de evaluare �si de noile manuale. (N.A.)

3) Carl Friedrich Gauss , latinizat Carlo Friderico Gauss (n. 30 aprilie 1777, Braun-
schweig { d. 23 februarie 1855 G•ottingen) a fost un matematic ian, �zician �si astronom
german celebru. (N.A.)
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Cauchy1) , Riemann 2) etc). Ultima conjectur�a a lui Fermat (cunoscut�a ca Marea teorem�a
a lui Fermat ) a fost c�a ecuat�ia xn + yn = zn , pentru n � 3, nu are solut�ii �̂n Z n f 0g.

Pierre de Fermat 3) vs. Sir Andrew John Wiles 4)

(n.17 august 1601, Montauban,
Frant�a - d.12 ianuarie 1665,

Castres, Frant�a)

(n. 11 aprilie 1953, Cambridge,
England, Residence United Kingdom)

Marea teorem�a a lui Fermat a fost enunt�at�a de Pierre de Fermat �̂n anul 1637,
iar demonstrat�ia complet�a a fost g�asit�a de-abia 357 de a ni mai t̂�rziu, �̂n 1994, de c�atre
matematicianul englez Andrew Wiles.

Pentru n = 2, enunt�ul nu este adev�arat. Exist�a triplete de numere nat urale (x; y; z )
cu care se pot forma laturile unui triunghi dreptunghic; de a ici, conform teoremei lui
Pitagora, avem x2 + y2 = z2 . De exemplu (3; 4; 5) sau (5; 12; 13). Exist�a chiar o in�nitate
de astfel de triplete, forma lor general�a �ind x = 2 uv, y = u2 � v2 , z = u2 + v2 , unde u �si
v sunt numere naturale oarecare.

Pentru n > 2, doar cazul n = 4 admite o demonstrat�ie elementar�a, schit�at�a de
Fermat �̂nsu�si. Chiar �si pentru cazul n = 3 demonstrat�ia dep�a�se�ste nivelul manualelor de

1) Augustin Louis Cauchy (n. 21 august 1789 { d. 23 mai 1857) a fost unul dintre
cei mai important�i matematicieni francezi. A demarat un pr oiect important de reformu-
lare �si demonstrare riguroas�a a teoremelor de algebr�a, a fost unul dintre pionierii analizei
matematice �si a adus o serie de contribut�ii �si �̂n domeniu l �zicii. Datorit�a perspicacit�at�ii
�si rigurozit�at�ii metodelor sale, Cauchy a avut o inuent��a extraordinar�a asupra contempo-
ranilor �si succesorilor s�ai. Catolic �si roialist ferven t, manifest�a o prezent��a social�a activ�a.
(N.A.)

2) Georg Friedrich Bernhard Riemann (n.17 septembrie 1826 { d.20 iulie 1866) a fost
un matematician german cu importante contribut�ii �̂n anal iza matematic�a �si geometria
diferent�ial�a, unele dintre ele deschizând drumul ulter ior spre teoria relativit�at�ii generalizate.
(N.A.)

3) A fost un matematician francez, precursor al calculului dif erent�ial, geometriei analitice
�si calculului probabilit�at�ilor. Lui �̂i este atribuit ^ �ntr-o m�asur�a mai mic�a calculul modern,
�̂n special, pentru munca sa referitoare la tangente �si pun ct stat�ionar. El este considerat
câteodat�a ,,p�arinte\ al calculului diferent�ial �si al teoriei numerelor. A avut contribut�ii �si �̂n
geometria analitic�a �si probabilitate. S-a n�ascut �̂n or a�sul Beaumont-de-Lomagne. Tat�al lui
era un bogat negustor de piei. Sub presiunea familiei, Fermat s-a �̂ndreptat spre o carier�a
�̂n administrat�ia civil�a. În 1631 a fost numit consilier la Departamentul de Solicit�a ri din
Toulouse. În 1652 a fost afectat de o form�a a ciumei, care bântuia Euro pa acelor ani. A
�̂ntret�inut o vast�a corespondent��a cu Digby, Wallis , Mersenne. (N.A.)

4) Profesor de matematic�a la Princeton University (U.S.A.), a obt�inut premii notabile:
Fermat Prize (1995), Wolf Prize (1995/6), Royal Medal (1996 ), IMU Silver Plaque (1998),
Shaw Prize (2005).
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liceu; primul care s-a ocupat de cazul n = 3 a fost matematicianul Leonhard Euler 1) �̂n
1753.

În 1825, francezii Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 2) �si Adrien-Marie Le-
gendre3) tran�seaz�a cazul n = 5, demonstrat�ia având ca punct de plecare o idee mai veche
a lui Marie-Sophie Germain 4) .

Dup�a cât�iva ani, este �nalizat�a demonstrat�ia pentru n = 7,de c�atre francezul Pi�ere
de Gabriel L�eon Jean Baptiste Lam�e 5) . La mijlocul secolului XIX, Academia Francez�a
instituie un premiu de 3000 franci (o sum�a enorm�a atunci) p entru o demonstrat�ie complet�a
a teoremei.

Demonstrat�ii pentru numere prime mai mici ca 100 au fost dat e aproximativ �̂n
aceea�si perioad�a, de c�atre matematicianul german Ernst Eduard Kummer 6) .

În 1908, magnatul german Paul Wolfskehl aloc�a uria�sa sum�a de 100.000 de m�arci
celui ce va demonstra teorema (,,oferta\ �ind valabil�a pâ n�a �̂n 2007). Dup�a aparit�ia calcu-
latoarelor electronice, au fost abordate cazuri particula re pentru valori tot mai mari ale lui
n; prin anii 1980, erau elucidate toate cazurile �̂n care n < 4:000:000.

În ultimii ani de dinaintea g�asirii demonstrat�iei comple te pentru orice n > 2, mate-
maticienii erau convin�si c�a prin metode elementare nu se ma i poate aduce nimic nou.

În anul 1983, matematicianul german Gerd Faltings 7) . a demonstrat c�a exist�a cel
mult o mult�ime �nit�a de contra-exemple la marea teorem�a a l ui Fermat .

În septembrie 1994, matematicianul englez Andrew Wiles a dat demonstrat�ia com-
plet�a a teoremei, dup�a ce, �̂n 1993, propusese o alt�a demo nstrat�ie, care se dovedise a �
gre�sit�a.

În anul 2000, Institutul matematic Clay (U.S.A.) a lansat �̂ n cadrul unei Conferint�e
aniversare a centenarului congresului internat�ional al m atematicienilor din 1900, un num�ar
de 7 probleme (numite problemele mileniului trei 8) ) spre rezolvare: �ecare problem�a este co-
tat�a cu un premiu de 1000000 de dolari. Printre aceste �sapt e probleme se a�a �si Conjectura
Poincar�e .

1) (n. 15 aprilie 1707, Basel, Elvet�ia { d. 18 septembrie 1783, Sankt Petersburg, Rusia)
a fost un matematician �si �zician elvet�ian. Leonhard Euler este considerat a � fost fort�a
dominant�a a matematicii secolului al 18-lea �si unul dintr e cei mai remarcabili matematicieni
�si savant�i multilaterali ai omenirii. Al�aturi de inuen t�a considerabil�a pe care a exercitat-
o asupra matematicii �si matematiz�arii �stiint�elor stau atât calitatea �si profunzimea, cât
�si proli�citatea extraordinar�a a scrierilor sale, opera s a exhausiv�a (dac�a ar � publicat�a
vreodat�a) putând cu u�surint��a umple 70 { 80 de volume de di mensiuni standard. (N.A.)

2) (n. 13 februarie 1805 { d. 5 mai 1859) a fost matematician german, celebru prin
contribut�iile valoroase �̂n analiza matematic�a �si teor ia numerelor. (N.A.)

3) (n. 18 septembrie 1752 - d. 10 ianuarie 1833) a fost matematician francez, cunoscut
pentru contribut�iile sale �̂n domeniile: statistic�a, te oria numerelor, algebr�a abstract�a �si
analiz�a matematic�a. (N.A.)

4) (n. 1 aprilie 1776 { d. 27 iunie 1831) a fost o matematician�a f rancez�a cu contribut�ii
importante �̂n geometria diferent�ial�a �si teoria numere lor. (N.A.)

5) (n. 22 iulie 1795 { d.1 mai 1870) a fost un matematician francez. (N.A.)
6) (n.29 ianuarie 1810 { d.14 mai 1893) a fost un matematician german. (N.A.)
7) Gerd Faltings { n. 28 iulie 1954 �̂n Gelsenkirchen-Buer, Germania { este un mat ema-

tician german (N.A.)
8) Cele �sapte probleme ale Mileniului stabilite de Clay Insti tute din Cambrige, Mas-

sachussetts sunt urm�atoarele: P versus NP, Conjectura lui Hodge, Ipoteza Riemann,
Existent�a ,,golului de mas�a\ Yang-Mills , Problema de existent��a Navier-Stokes, Conjectura
lui Birch-Sinnerton-Dyer , Conjectura lui Poincar�e { singura rezolvat�a. (N.A.)
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Jules Henri Poincar�e 1) vs. Grigori Perelman 2)

(n.29 aprilie 1854 { d.17 iulie 1912) (n.13 iunie 1966, Sankt Petersburg, Rusia)

În 1904, Poincar�e enunt�a faimoasa sa conjectur�a. Enunt�ul ei, �̂n cazul cel mai general,
este urm�atorul:

O varietate simplu conex�a din spatiul cu n + 1 dimensiuni este homeomorf�a cu o
sfer�a n-dimensional�a .

Pentru cazul mai general, pentru n > 4, demonstrat�ia a fost realizat�a de c�atre
Zeman(1962), Stallings 3) (1960) �si Smale 4) (1960), iar pentru cazul n = 4 demonstrat�ia
a fost reu�sit�a de c�atre Freedman �̂n 1982. R�am�asese de demonstrat cazul �̂n care n = 3,
adic�a varianta, aparent, cea mai simpl�a.

William Thurston 5) , un matematician de la Princeton, a propus, pe la �̂nceputul
anilor 1970, o clasi�care a variet�at�ilor 3-dimensionale . El considera c�a atât timp cât va-
riet�at�ile 3-dimensionale pot avea diferite forme, ele nu vor ,,prefera\ o anumit�a geometrie,
�̂ntocmai ca o t�es�atur�a din m�atase care va lua forma mane chinului pe care este a�sezat�a.
El a a�rmat c�a �ecare dintre variet�at�ile 3-dimensionale poate � descompus�a �̂n unul pâna
la opt componente, inclusiv una de tip sferic, �̂n sensul top ologic al cuvântului. Avem
acum de-a face cu o nou�a conjectur�a, ,,Conjectura geometriz�arii \, care este o generalizare
a Conjecturii lui Poincar�e .

1) A fost considerat un matematician universal cu contibut�ii �̂n toate domeniile mate-
maticii. (N.A.)

2) Talentat la matematic�a, urmeaz�a cursurile unui prestigi os liceu leningr�adean renumit
pentru specializarea sa �̂n �zic�a �si matematic�a. Rezult atele sale nu se las�a a�steptate �si, �̂n
1982, devine membru al lotului sovietic pentru Olimpiada Inter nat�ional�a de Matematic�a �si
obt�ine medalia de aur cu scorul maxim posibil: 42 de puncte.

A refuzat Medalia Fields (2006) �si premiul de 1.000.000 de dolari oferit de Clay Mathe-
matics Institute. (N.A.)

3) John Stallings (n. 22 iulie 1935 { d. 24 noiembrie 2008 �̂n Berkeley) a fost un matem-
atician american. A primit Medalia Fields �̂n 1966. (N.A.)

4) Stephen Smale(n. 15 iulie 1930) { este un matematician american. A primit M edalia
Fields �̂n 1966.(N.A.)

5) William Paul Thurston (n. 30 octombrie 1946) este un matematician american. A
primit Medalia Fields �̂n 1982. (N.A.)
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În 1982, anul �̂n care Thurston primea Medalia Fields1) , un alt matematician, Richard
Hamilton 2) , de la Universitatea Cornell, propunea un program de demonstrare a Conjecturii
geometriz�arii. El pleac�a de la a�sa-numita Curgere Ricci . Hamilton �̂�si propune s�a arate c�a
o suprafat��a simplu conex�a poate � deformat�a continuu ast fel �̂ncât oricare punct al ei
s�a ajung�a pe suprafat�a unei sfere (sfera �̂n sensul larg, topologic). Problema era c�a pe
m�asur�a ce se aplica deformarea, �̂n timp, se �̂ntâmpla s�a apar�a zone cu singularit�at�i. Aceste
singularit�at�i �̂l �̂mpiedicau pe Hamilton s�a realizeze deformarea continu�a pe care o dorea.
Aici intervine articolul genial al lui Perelman din 2002, care are 39 de pagini. În ,,The
entropy formula for the Ricci ow and its geometric applicat ions\ Perelman indica o cale
prin care singularit�at�ile pot � f�acute s�a dispar�a. El a plic�a un procedeu prin care m�arimile
care intervin �̂n deformare sunt ,,netezite\.

Lucrarea lui Perelman nu a reprezentat demonstrarea complet�a a conjecturii Poin-
car�e , ci numai realizarea unui schelet de demonstrat�ie. Dup�a m ai multe dezvolt�ari, demon-
strat�ia complet�a a fost realizat�a de c�atre Huai-Dong Cao 3) �si Xi-Ping Zhu 4) . Demonstrat�ia
se �̂ntinde pe 328 de pagini. Terence Tao5) , profesor de matematic�a la Universitatea din
California, spune c�a realizarea lui Perelman este ,,cea mai frumoas�a demonstrat�ie pe care
a v�azut-o �̂n ultimii zece ani".

Înainte de a muri, Hilbert a fost �̂ntrebat, dac�a ar �̂nvia dup�a 500 de ani, ce �̂ntreba re
ar pune, �si el a r�aspuns: dac�a a fost rezolvat�a ipoteza lu i Riemann 6) .

În ceea ce prive�ste topul universit�at�ilor (2007), exist� a un clasament realizat de Times
Higher Education Supplement (THES) �si �rma Quacquarelli Symo nds (QS) (Universitatea
din Bucure�sti este singura universitate din România care a intrat �̂n topul primelor 500 din
lume, pe locul 472) �si un clasament realizat de Universitat ea Jiao Tong din Shanghai (�si �̂n

1) Medalia Fields este cea mai important�a distinct�ie din lum ea matematicii, �ind cunos-
cut�a ca un fel de Premiu Nobel pentru matematic�a. Medalia e ste datorat�a matemati-
cianului John Charles Fields (1863-1932), care a propus �̂n 1932, �̂n cadrul unui congres
internat�ional al matematicienilor care a avut loc la Toront o, �̂n�int�area unei distinct�ii care
s�a recompenseze realiz�arile majore din matematic�a. La m oartea sa, �̂n 1932, a l�asat drept
mo�stenire toate bunurile pentru a �nant�a medalia care ave a s�a �̂i poarte numele. Spre
deosebire de Premiul Nobel, care se acord�a anual, Medalia Fields este atribuit�a la �ecare 4
ani, �̂n cadrul unui congres internat�ional de matematic�a . De ment�ionat c�a medaliat�ii Fields
trebuie s�a aib�a o vârst�a mai mic�a de 40 de ani. (N.A.)

2) Richard Streit Hamilton (n.1943) { este un matematician american. A fost ales mem-
bru �̂n National Academy of Sciences �̂n 1999 �si �̂n America n Academy of Arts and Sciences
�̂n 2003. A primit premiul AMS Leroy P. Steele Prize �̂n 2009. (N.A.)

3) Matematician de origine chinez�a { activeaz�a la Departame ntul de Matematic�a al Uni-
versit�at�ii, Lehigh, S.U.A. (N.A.)

4) Matematician de origine chinez�a { activeaz�a la Departame ntul de Matematic�a al Uni-
versit�at�ii Zhongshan, Guangzhou, China (N.A.)

5) Terence Chi-Shen Tao (n. 17 iulie 1975, Adelaide, South Australia) este un matem-
atician australian (supranumit ,,Mozart\ �̂n matematic�a ). În august 2006 a primit Medalia
Fields, iar o lun�a mai târziu a primit premiul MacArthur Fe llowship. A fost ales la Fellow
of the Royal Society pe 18 mai 2007 �si �̂n 2009 devine member ofAmerican Academy of
Arts and Sciences. Cel mai tân�ar profesor de matematic�a ( 24 de ani). (N.A.)

6) Ipoteza lui Riemann { Funct�ia � (s) =
1X

n =1

1
n

, unde s 2 C, are zerourile �̂n C situate

pe drepte cu s =
1
2

+ bi, cu b 2 R. Aceast�a conjectur�a reprezint�a cea mai important�a �si

di�cil�a problem�a a matematicii contemporane. (N.A.)
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anul acesta topul este �̂mpânzit de universit�at�ile amer icane, �̂n primele 10 pozit�ii ale topului,
8 sunt din Statele Unite, iar 2 din Marea Britanie). Cele mai m ulte universit�at�i din topul
Shanghai sunt americane (159), urmate ca num�ar de cele britanice (42), germane (40),
japoneze (31) �si de cele canadiene (21). Cu ocazia congresului matematicienilor români,
Institutul de Matematic�a ,,Simion Stoilow\ al Academiei R omâne a redactat un raport
�̂n care precizeaz�a: ,,Toate universit�at�ile de top din A merica au cel put�in un profesor de
matematic�a român �si peste 300 de profesori români de mat ematic�a predau la universit�at�ile
din Statele Unite, Frant�a, Noua Zeeland�a, Marea Britanie , Germania, Italia".

Statistica elaborat�a de Institutul de Matematic�a, arat� a �̂n continuare: ,, În domeniul
matematicii sunt mai put�in de 500 de absolvent�i de studii s uperioare anual, din care 10-
20 intr�a �̂n cercetarea matematic�a. De ani buni se manifes t�a o migrat�ie aproape total�a
a ,,supercreierelor\ din domeniu spre universit�at�ile di n S.U.A. �si Europa de Vest �̂nc�a din
primii ani de dup�a facultate sau chiar dup�a liceu.\

Un astfel de matematician român (dup�a unii speciali�sti c el mai bine cotat tân�ar
matematician român) este Daniel T�ataru 1) . Matematicianul a fost un pretendent român
la ,,Nobelul matematicii\. Chiar dac�a l-a ratat, T�ataru r�amâne un candidat serios la
recunoa�sterea mondial�a. În 2002 a primit prestigiosul Premiu Bocher, distinct�ie ac ordat�a
la fel de greu, o dat�a la trei ani, �̂n acela�si timp cu Terence Tao, cel cu care a f�acut echip�a
�̂n cercetare la Princeton �̂ntre 1995 �si 1997.

Bibliografie

[1] M. Oprea, Ce este o conjectur�a �si ce �̂nseamn�a o conjectur�a ?, Rev. Axioma,
Nr.8/2001.

[2] � � � Wikipedia, enciclopedia liber�a.

Ion Ionescu (Bizet�) (1870 { 1946)

Mircea Trifu 2)

,,A fost odat�a ca niciodat�a un inginer stra�snic, Ion Ionescu,
stânc�a de granit, inim�a de aur, om de treab�a �si om de ispr av�a"

Gh. T� it�eica

Peste viat�a �si activitatea lui Ion Ionescu, vestit inginer al S�colii Nat�ionale de Poduri �si
S�osele din Bucure�sti �si ,,stâlp\ al Gazetei Matematice, s-a a�sternut, cu nedreptate, uitarea...

S-a n�ascut la 22 noiembrie 1870 �̂n c�atunul Stoienoaia, co muna Creat�a-Le�sile (ast�azi,
comuna Petr�achioaia) din judet�ul Ilfov, unde tat�al s�au, Nicolae Ionescu, c�as�atorit cu Maria-
Atina , n�ascut�a Diamandescu, �ica unui podgorean din Valea C�alug�areasc�a, era admini stra-
torul mo�siei din localitate a frat�ilor Iosif �si Constantin Darvaris . S�coala primar�a o �̂ncepe
�̂n comuna natal�a, ,,. . . cu mari greut�at�i din cauza schimb�arii �̂nv�at��atorilor . Pentru clasa a
II-a am fost adus la Bucure�sti, la �scoala de la Clement�a, stând la o gazd�a de la care am
fugit la t�ar�a, c�aci pân�a �si alimentele ce mi se aduceau de a cas�a le d�adea la o ceat�a de c�at�ei,
din p�arul c�arora �̂�si f�acea ciorapi contra reumatismulu i. Cu modul acesta am pierdut anul
acela.\ Va �̂ncheia ciclul primar la S�coala nr. 1 de Ro�su din Bucu re�sti.

Pasiunea pentru matematic�a se formeaz�a acum. În clasa a IV-a cite�ste o carte
despre logaritmi �si este fascinat de uluitoarea facilitat e pe care ace�stia o ofereau calculului

1) (n. 6 mai 1967, Piatra Neamt�). La Princeton, unde Daniel T�ataru a efectuat studiile
postdoctorale, lucreaz�a englezul Andrew Wiles �si a lucrat �̂ncepând din 1993 �si rusul Grigori
Perelman. (N.A.)

2) Profesor, Secretar general al S.S.M.R.
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cu numere mari. ,,. . . Am aruncat tot�i haiducii �si toate pove�stile pe care le aveam �si am
c�autat s�a �u mai aproape de matematici \ va m�arturisi el mai târziu.

Urmeaz�a S�coala comercial�a din Bulevardul Domnit�ei
(azi, Bd. Hristo Botev ), având burs�a �̂n tot�i anii de studi u.
În timpul verii f�acea practic�a de contabil, ca s�a strâng �a bani
pentru anul �scolar urm�ator.

Dup�a absolvire, devine contabil al mo�siei Stoienoaia.
Iarna, �ind mai put�in ocupat, se preg�ate�ste singur pentr u
admiterea �̂n anul preparator �si apoi, ca elev la S�coala de
Poduri �si S�osele din Bucure�sti , ,,. . . la trigonometrie, dup�a
cartea lui Gh. Constantinescu, fost profesor la Craiova \. La
examenul de admitere din 1889 este primul ,,la clasi�cat�ie \ �si
va absolvi �scoala �̂n 1894, ca �sef de promot�ie, cu media 18,42
(punctajul maxim �ind 20), cea mai mare medie obt�inut�a
pân�a atunci.

,,Ca elev era unul din cei mai disciplinat�i, din cei
mai inteligent�i, de o st�aruint��a f�ar�a seam�an \ �̂�si va aminti,
peste ani, fostul s�au profesor, Anghel Saligny. A fost ser-
gentul (�seful) clasei, dar �si cel care va redacta cursuril e de
,,Mecanica rat�ional�a\ a lui G. Kirilov �si de ,,Rezistent�a mate-
rialelor\ a lui C. M�anescu �si va traduce ,,Tratatul de poduri\
a lui Winker .

Este angajat ca inginer la Serviciul pentru construct�ia c�a ii ferate (�si a podului) de
la Fete�sti-Cernavod�a. Podul este inaugurat de c�atre Reg ele Carol I, �̂n uralele mult�imii, la
14 septembrie 1895. A doua zi, la 15 septembrie 1895, va ap�area primul num�ar al Gazetei
Matematice.

Podul de la Cernavod�a a fost o mare realizare a inginerilor r omâni, �ind, la vremea
aceea, cea mai mare construct�ie de acest fel din Europa. Ion Ionescu a fost �sef de �santier
la primul tronson al podului, cel dinspre Fete�sti, peste br at�ul Borcea.

Ca inginer, Ion Ionescu este autorul unor construct�ii, studii �si proiecte, unele de-
osebite. A elaborat, de exemplu, proiectul pentru �santieru l naval din Turnu Severin, este
autorul unui studiu privind transformarea Prutului �̂ntr-u n canal navigabil �̂ntre Galat�i �si
Ia�si, a executat cu mare profesionalism harta hidrogra�c�a a bazinului Dun�arii. A construit
podul de la Bobolia, pe valea Prahovei, iar �̂n 1905 a construit primul pod �̂n unghi pe plan
orizontal din lume, care se nume�ste Podul Bizet� �si este �̂nc�a �̂n folosint��a.

A obt�inut cel mai �̂nalt grad ingineresc, inginer inspecto r general, a avut funct�ii
importante �̂n Comisia Central�a pentru desp�agubiri de r� azboi, �̂n Consiliul Permanent al
Instruct�iunii Publice. A fost chemat �si la Prim�aria Bucu re�stilor, ca specialist tehnic, dar
intransigent�a sa proverbial�a a produs nepl�aceri, a�sa c �a a fost nevoit s�a �̂�si dea demisia.

Ingineria n-a fost pentru Ion Ionescu o cale de a ajunge la o situat�ie material�a bun�a,
a avut o situat�ie material�a modest�a. Cu ocazia pension�ar ii va marturisi c�a ,,. . . �̂n anul �̂n
care am ie�sit inginer am locuit �̂n dou�a od�ait�e mici din st rada C�alu�sei, �si ast�azi, dup�a 42
de ani de practic�a inginereasc�a, locuiesc tot acolo, �̂n dou �a camere ceva mai mici .\ Este
strâmtorat �nanciar �si spre b�atrânet�e, pe volumul ,,P ovestiri tehnice\ { face urm�atoarea
dedicat�ie unui fost elev, care l-a ajutat la tip�arirea c�ar t�ii, mult�umindu-i pentru sprijin:
,,Scumpului meu elev, Emil Prager, �̂n amintirea edit�arii a 200 de exemplare din aceast�a
carte, al c�arei venit mi-a fost de ajutor pentru c�autarea b oalei mele din 1943- 1945\.

A tr�ait modest �si sobru. ,,. . . Pe mama mea am avut-o ca exemplu de munc�a �si de
con�stiint��a la �̂ndeplinirea datoriei, de la ea am luat spirit ul de corectitudine, de economie,
de trai modest\. Nu �si-a permis extravagant�e, doar scurte ,,ie�siri\ cu p rietenii, la via sa de
la Valea C�alug�areasc�a sau la ber�aria ,,La C�apitanul\ d in apropierea Universit�at�ii.
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A adunat c�art�i, multe �si bune. Colect�ia sa de c�art�i de a ritmetic�a era cea mai complet�a
�si unic�a �̂n România.

În anul 1897 �̂�ŝ� �̂ncepe cariera didactic�a, �ind profes or de matematici la S�coala de
Telegra�e din Bucure�sti. În anul urm�ator este numit suplinitor la Catedra de mecanic �a
aplicat�a �si rezistent�a materialelor la S�coala de Podur i �si S�osele. În perioada 1909 { 1914
a fost profesor (suplinitor) la Catedra de Lucr�ari Gra�ce �s i Rezistent�a materialelor. În
anul 1914 Anghel Saligny solicit�a retragerea de la catedr�a �si �̂l recomand�a ca su ccesor pe
Ion Ionescu. Va r�amâne profesor la Catedra de Poduri pân�a la 1 octomb rie 1938, când se
pensioneaz�a.

Pe lâng�a funct�ia didactic�a, Ion Ionescu a �̂ndeplinit �si alte funct�ii: pre�sedinte al
Sect�iei de Matematic�a a Societ�at�ii Române de S�tiint� e (̂�n anul 1910 a fost chiar pre�sedinte
al acestei Societ�at�i), membru la Mathematical Society din Anglia .

La Societatea Politehnic�a a fost timp de 13 ani secretar, ti mp de 9 ani vicepre�sedinte,
iar �̂n perioada 1932 { 1934, a fost pre�sedinte.

În anul 1938 a fost numit, prin decret regal, pre�sedinte al C olegiului Inginerilor,
funct�ie �̂n care a stat pân�a �̂n 1941, când s-a �̂mboln�a vit.

În anul 1919 a fost ales membru corespondent al Academiei Rom̂ane.
A avut chemare pentru �̂nv�at��amânt, a avut vocat�ie de dasc� al. La tabl�a explica

simplu, f�ar�a emfaz�a, conving�ator, cu o logic�a impecabi l�a, pasionat, antrenând elevii �̂n
entuziasmele lui ret�inute, dar comunicative. Desena cu o u imitoare �̂ndemânare. S�tia s�a
�̂nl�ature, cu put�ine cuvinte, di�cult�at�ile de �̂nt�ele gere.

Din partea elevilor, cerea mult�a munc�a �si o disciplin�a de �er. Nu accepta, sub nici o
form�a, chiulul �si abaterea de la norme odat�a stabilite.

A dat 36 de serii de ingineri, dar nu se cunoa�ste cazul vreunui fost elev care s�a nu �
recunoscut mai târziu, �̂n decursul carierei, cât de pro� tabil�a, cât de salutar�a a fost trecerea
prin mâinile lui.

Marea lui severitate, proverbiala lui exigent��a, au fost so cotite ca exagerate. El �̂ns�a
nu a cedat, a r�amas integru �si drept, �̂ncrez�ator pe convin gerile lui, ve�snic �̂n minoritate,
dar cerând s�a i se consemneze p�arerea �̂n scris, ,,pentru vremea când o opozit�ie dezinteresat�a
va � mai folositoare decât un reptilism cu tendint�e \.

A fost, dup�a aprecierea elevilor s�ai, cel mai autorizat pro fesor de moral�a �si cinste
profesional�a.

La Gazeta Matematic�a contribut�ia lui Ion Ionescu a fost covâr�sitoare. A f�acut parte
din cei cinci ingineri, �̂ntemeietorii, ( Victor Balaban , Vasile Cristescu, Andrei Ioachimescu,
Ion Ionescu �si Ioan Zottu ) care, la 4 octombrie 1894, �̂n casa din strada Manea Brutaru
(ast�azi, strada General C. Budi�steanu), au hot�arât �̂n� int�area unei reviste ,,. . . de care s�a
pro�te elevii liceelor noastre \.

A fost, vreme de 44 de ani, redactor activ. A scris 154 note matematice, 198 de
bibliogra�i, a propus 626 probleme, cele mai multe de aritme tic�a. ,, Problemele lui se re-
cunosc, dintr-o privire ,\ { noteaz�a un fost elev { ,, cont�in �̂n enunt� o parte de mister, nu se
rezolv�a numai aplicând succesiv teoreme, ci solicit�a mijloa ce proprii, de unde �si emot�ia �si
pl�acerea descoperirii \. Problema 1364 ne cere s�a reg�asim, numai cu compasul, diametrul
unei bare cilindrice rupte neregulat; problema 597 ne cere s�a a�am, f�ar�a logaritmi, prima
cifr�a a num�arului 5100. În anul 1907, când se voteaz�a legea cârciumilor, Ion Ionescu pro-
pune problema 1297, care cerea s�a se ae �̂ntinderea maxim�a a unui sat pentru ca �̂n el s�a
nu �e posibil�a deschiderea unei cârciumi, atunci când se limiteaz�a distant�ele dintre aceasta
�si �scoal�a, prim�arie, biseric�a. S�i exemplele pot conti nua . . . .

Lui i se datoresc rubricile Gazetei: Note matematice, Diverse, Cereri , Suplimentele
cu recreat�iuni .
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În anul 1901 public�a �̂n Biblioteca Gazetei Matematice celebra culegere de exercit�ii �si
probleme de aritmetic�a, algebr�a, geometrie �si trigonom etrie, scris�a �̂n colaborare cu T� it�eica ,
Ioachimescu �si Cristescu (IT� IC), care va avea 4 edit�ii (ar � folositor s�a se reedite ze �si
ast�azi !).

Ion Ionescu a fost, ani de zile, suplinitorul lui Anghel Saligny la Catedra de poduri,
dar a refuzat sistematic s�a primeasc�a bani pentru aceast�a munc�a ,,. . . �̂ntrucât legea cumu-
lului nu permite ca cineva s�a aib�a o funct�iune �si dou�a cate dre �si ceea ce nu este permis a se
face pe fat��a, nu este bine s�a se fac�a oricât de bine deghi zat\. Propune Societ�at�ii �̂n�int�area,
cu ace�sti bani (aproximativ 13750 lei), a Fondului Anghel Saligny �si a Bibliotecii tehnice
a Gazetei. Tot el va scrie prima carte din colect�ie, Beton armat , care va avea un frumos
succes de libr�arie.

Este init�iatorul Concursului Gazetei Matematice, �̂n anul 1902. Când acesta se
va desf�a�sura pe centre, Ion Ionescu este trimis la Bârlad, unde nu g�ase�ste prea mult�a
bun�avoint��a. El riposteaz�a cu calm, imperturbabil ,, Ministerul mi-a pus la dispozit�ie o sal�a
�si am delegat�ie de la Gazeta Matematic�a s�a stau patru ore �̂n aceast�a sal�a �si voi sta patru
ore �̂n aceast�a sal�a \. Concursul s-a t�inut, pân�a la urm�a . . .

Rigiditatea caracterului s�au �si severitatea cu care jude ca lucr�arile elevilor nu ex-
cludeau bun�atatea sueteasc�a �si o mare generozitate. Pr in testamentul s�au, redactat cu
o lun�a �̂nainte de moarte, va l�asa mo�stenire Societ�at�ii Gazeta Matematic�a biblioteca sa
matematic�a, de peste 900 de volume �si casa sa din strada R�asuri nr. 25, pentru a se �̂n�int�a
o Cas�a de citire pentru elevii de liceu. Casa chiar a funct�ionat, pân�a �̂n 1 950, când a fost
trecut�a, �̂n mod abuziv, �̂n proprietatea statului. A fost r ecuperat�a de c�atre S.S.M.R. �̂n
anul 1997, dar este �si �̂n prezent plin�a de chiria�si.

S�arb�atorirea ie�sirii la pensie a profesorului, �̂n anul 1938, s-a f�acut �̂n marele am-
�teatru al Politehnicii. Cu acest prilej, Gheorghe T� it�eica , din partea Academiei Române,
se adreseaz�a s�arb�atoritului cu cuvintele: ,, Ai fost �si e�sti ceea ce se cheam�a, de obicei, un
om dintr-o bucat�a, om �̂ntreg, dar nu ca un num�ar �̂ntreg oa recare, ci ca un num�ar prim,

care nu se imparte decât cu el �̂nsu�si
�si cu unitatea. Prin munca Dumi-
tale, prin caracterul Dumitale, prin
linia dreapt�a a viet�ii Dumitale, vei
r�amâne legendar \.

Tot atunci, cele 36 serii
de ingineri, c�arora le-a fost pro-
fesor de Poduri, hot�ar�asc ca sala
A.I.1. din vechea cl�adire a Po-
litehnicii bucure�stene s�a poarte nu-
mele Ion Ionescu. Pe un perete al
s�alii a fost prins�a o plac�a de bronz,
cu �gura �̂n basorelief a marelui
profesor, realizat�a de I. Jalea. În
prezent, placa se g�ase�ste la muzeul
din aceea�si cl�adire.

Opera lui, risipit�a �̂n mai mult de 200 de lucr�ari { aproximat iv 4000 de pagini {
merit�a s�a �e cunoscut�a pentru valoarea sa �stiint�i�c�a , educativ�a, moralizatoare. Ea a�steapt�a
s�a �e clasi�cat�a �si structurat�a dup�a, eventual, natur a subiectelor �si publicat�a din nou, �̂n
�̂ntregime.

Cum este a�steptat�a �si realizarea bustului s�au �si ampla sarea lui, �̂n septembrie 2010,
la Valea C�alugareasc�a, acolo unde s-a t�inut �sedint�a de constituire a Societ�at�ii Gazeta Mate-
matic�a .
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La moartea lui Ion Ionescu, �̂ntâmplat�a la 17 septembrie 1946, nu s-au t�inut discur -
suri. Unul dintre colaboratori i-a pus �̂n sicriu ultimul nu m�ar al Gazetei, ca pentru a se
amesteca �̂n eternitate t��arâna omului cu cea a revistei. . .

Pentru c�a Ion Ionescu a fost nu numai un ,,stâlp\ al Gazetei Matematice, a fost �si
suetul ei.

,,S-a str�aduit \ { scria atunci Octav Onicescu { ,, s�a �̂ndrume tineretul prin disciplina
aspr�a a �stiint�ei, folosind matematica drept instrument d e lucru... S�i-a �̂mplinit destinul ...
A r�amas pentru noi o �gur�a unic�a, de ziditor temeinic al un ei lumi tehnice care �̂nfrunt�a
orice greutate.\
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RECENZII

EDUARD D �ANCIL �A, IOAN D �ANCIL �A, Învat��a geometrie cu . . .
mâinile tale, Editura ERC PRESS, Bucure�sti, 2009

La �nele anului 2009, �̂n prestigioasa colect�ie ,,Bibliot eca Societ�at�ii de S�tiint�e Mate-
matice din România\, a ap�arut lucrarea cu incitantul titl u: Învat��a geometrie cu . . . mâinile
tale, având ca autori pe E. D�ancil�a �si I. D�ancil�a , nume cunoscute �si recunoscute �̂n lite-
ratura matematic�a româneasc�a de nivel preuniversitar. Tradit�ional mâinile sunt folosite
�̂n studiul matematicii pentru a manevra creionul (creta) �s i instrumentele geometrice. De
data aceasta, cei doi autori ne arat�a posibilitatea de a uti liza mâinile chiar la a construi
corpuri geometrice pe baza a 22 demodele, ingenios concepute, cu ajutorul c�arora putem
s�a rezolv�am probleme mai di�cile din geometria �̂n spat�iu .

Lucrarea este alc�atuit�a din dou�a p�art�i. Prima parte se refer�a la o introducere �̂n
studiul corpurilor geometrice unde sunt trecute �̂n revist� a principalele propriet�at�i ale aces-
tora pe parcursul a 9 capitole.

Fiecare capitol se �̂ncheie cu exercit�ii �si probleme bine a lese �si a c�aror rezolvare de
multe ori apeleaz�a la construirea unui model.

Sunt �̂n total 163 de probleme.
Partea a doua o constituie colect�ia de 22 plan�se (desf�a�s ur�ari de corpuri geometrice)

care dau posibilitatea de a se construi diverse corpuri �si sect�iuni �̂n ele. Alc�atuirea acestor
plan�se de c�atre cei doi autori, reprezint�a �̂n esent��a o riginalitatea �si ineditul lucr�arii, �̂n
literatura româneasc�a de matematic�a.

Lucrarea se deschide cu o scrisoare-apel c�atre elev, �̂n care autorii �̂�si m�arturisesc
scopul �si forma alc�atuirii c�art�ii.

Consider aceast�a lucrare ca o premier�a �̂n metodica �̂nv�a t��arii geometriei �̂n spat�iu
atât la nivel individual cât �si la nivel de clas�a, autorii demonstrând c�a se poate �̂nv�at�a
matematic�a (geometrie) �si cu mâinile, construind corpuri, sect�iuni �̂n corpuri, unghiuri,
distant�e etc .

Lucrarea este binevenit�a �si oportun�a �̂n �̂nv�at��amân tul matematic preuniversitar �si
folosirea ei la clas�a va aduce o revigorare a interesului pentru matematic�a a elevilor. Felicit
cei doi autori pentru efortul �si ingeniozitatea alc�atuir ii modelelor precum �si pentru gama
atât de bogat�a �si variat�a de lucr�ari pe care le-au elabo rat �̂n ultimii 15 ani pentru a u�sura
�si trezi interesul elevilor pentru studiul matematicii.

Miron Oprea
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CORINA PIPOS�, ION TODOR, Înv�at��amântul matematic românesc
�̂n �scolile Blajului de la �̂n�int�are pân�a la Marea Unir e
Editura Academiei Române, 2009

La Editura Academiei Române a ap�arut, de put�in�a vreme vol umul Înv�at��amântul
matematic românesc �̂n �scolile Blajului de la �̂n�int�are pân �a la Marea Unire , autori Corina
Pipo�s �si Ion Todor , aceia�si care, �̂n urm�a cu cât�iva ani, au scris o excelent �a lucrare despre
Aritmetica lui S�incai din 1785.

Cartea �̂�si propune s�a �e { dorint��a m�arturisit�a a auto rilor �̂n prefat��a { un modest
omagiu adus acelor, mult�i ne�stiut�i, �̂nv�at��atori �si p rofesori, care au s�apat la conuent�a
Târnavelor acele ,,fântâni ale darurilor\ cum sunt numi te, cu recunot�int��a �scolile Blajului.

Autorii au cercetat un imens material documentar de arhiv�a, de la manuscrise �si
tip�arituri vechi �si noi la scrisori o�ciale �si particula re, anuare �scolare �si �sematisme cla-
sice aate �̂n Biblioteca Academiei Române de la Bucure�st i �si Cluj-Napoca, �̂n Biblioteca
,,Timotei Cipariu\ de la Blaj �si Biblioteca ,,Astra\ de la S ibiu �si �̂n multe alte locuri.

Cartea este structurat�a pe 13 capitole la care se adaug�a Glosar, Postfat��a �si Anexe.
Se �̂ncepe cu o ,,punere �̂n tem�a\, prezentându-se situat�ia românilor din Transilvania �̂n
secolul al XVIII-lea, condit�iile �̂n care s-a f�acut ,,Uni rea cu Roma\ de la 1700 a unei p�art�i a
bisericii ortodoxe, lupta politic�a nat�ional�a dus�a prin arta cuvântului �si a scrisului de �̂nalt�i
preot�i �si oameni de cultur�a, �̂ncepând cu ,,epicurul ma rtir\ Ioan Inochent�ie Micu Klein �si
continuat�a de reprezentant�ii S�colii Ardelene �si, mai d eparte, de Timotei Cipariu, Simion
B�arnut�iu �si de mult�i alt�ii.

Sunt prezentate structura �si �si organizarea �scolilor Bl ajului �̂n perioada 1754-1918,
�̂ncepând cu �scoala dintâi deschis�a la 11 octombrie 1754 de Petru Pavel Aron, �scoal�a care
,,. . . va � a tuturor, de toat�a vârsta, . . . nicio plat�a de la ucenici a�steptându-se\, spre de-
osebire de �scoala de la ,,Sf. Sava\ din Bucure�sti, deschis�a �̂n anul 1776, �̂n al c�arui hrisov
domnesc care o legitimeaz�a se prevede c�a cei care frecventau trebuie s�a �e ,, nobili, adic�a �i
de boieri sc�ap�atat�i sau chiar s�araci, nu �̂ns�a �si �ii d e s�ateni �si t��arani .\

În capitolul 3 sunt prezentat�i 47 de profesori care au preda t matematica la �scolile din
Blaj �̂n perioada 1800-1918, �̂n marea lor majoritate absolvent�i de studii teologice. Amintim
cât�iva dintre ei: Ion Fekete Negrut�iu , Ioan Micu Moldovan (,,Moldov�anut�\, primul preot
din Blaj care a fost ,,uns\ prelat papal, membru al Academiei Române), Emil Viciu (,,rar
profesor care s�a � avut atâta autoritate �̂naintea elevilor \), Valeriu Sucu, Traian Gherman .

Din capitolul ,,Programa de matematic�a\ a�am c�a, potrivit Normei Regia , lege care
reglementa num�arul disciplinelor predate �̂n �scolile di n imperiu, din cele 25 (mai târziu
18), iar pe s�apt�amân�a, la gimnaziu,matematicii doar 2 o re erau atribuite matematicii. S�i
cu toate acestea, �̂n anii premerg�atori revolut�iei de la 1 848, �̂n �scolile bl�ajene se preda, la
aritmetic�a �si algebr�a, despre cele patru operat�ii, rid icarea la putere �si extragerea r�ad�acinii
p�atrate �si cubice, ecuat�ii �si sisteme de ecuat�ii, rapo arte �si proport�ii, logaritmi, progresii ar-
itmetice �si geometrice, serii, iar la geometrie se preda longimetria, planimetria, solidometria
�si trigonometria.

Deosebit de interesante sunt capitolele dedicate primelor manuale folosite �̂n �scolile
din Ardeal, precum �si celor folosite �̂ntre anii 1800-1918 , un loc aparte ocupându-l prezen-
tarea Aritmeticii lui S�incai , tip�arit�a la Blaj �̂n anul 1789.

Alte capitole cum sunt: ,,C�art�i de metodic�a\, ,,Tipogra �a bl�ajean�a\, ,,Bibliotecile
Blajului\, ,,Preocup�ari de matematic�a �̂n presa bl�ajea n�a\, �̂ntregesc informat�iile despre
preocup�arile dasc�alilor bl�ajeni pentru realizarea une i activit�at�i �scolare sust�inute cu valent�e
educative pe m�asur�a.

Ultimul capitol trateaz�a despre legislat�ia �scolar�a, p rivind organizarea �̂nv�at��amântului
transilvan, prezentându-se legi importante ca Ratio educationis �si Norma regiae (1781),
obligatorii pe tot cuprinsul Imperiului Austro-Ungar.
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Într-un Glosar sunt trecut�i termenii matematici ie�sit�i din uz, folosit �i �̂n manualele
�scolare din Ardeal pân�a �̂n 1918, iar �̂n altul, termenii care s-au p�astrat pân�a ast�azi.

Cu respect pentru adev�arul istoric, autorii s-au str�aduit su a evite patetismul scri-
iturii, s�a tempereze avântul condeiului, chiar dac�a uneo ri au fost uimit�i de munca f�ar�a
preget �si spiritul de jertf�a care i-a animat pe mult�i dint re acei deschiz�atori de drumuri �̂n
didactica �si pedagogia româneasc�a.

Cartea profesorilor Corina Pipo�s �si Ion Todor reprezint�a o contribut�ie important�a la
capitolul de istorie a matematicii române�sti legt de peri oada când se scriau primele manuale
�scolare �si se puneau bazele terminologiei �stiint�i�ce s peci�ce.

Scris�a cu pricepere �si cu dragoste, cartea se cite�ste cu pl�acere, cu interes �si, mai ales,
cu folos.

Mircea Trifu
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Editura Academiei Române, 2009 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 354

18. A. Vernescu Dorel I. Duca , Eugenia Duca, Exercit�ii �si probleme
de Analiz�a matematic�a, vol. I, Editura
CASA C �ART� II DE S�TIINT� �A, Cluj, 2007 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 87

19. A. Vernescu Dumitru Popa , Exercit�ii de Analiz�a matematic�a,
Biblioteca Societ�at�ii de S�tiint�e Matematice din
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ERAT �A
1. Dintr-o regretabil�a eroare a redact�iei, problema 277 din nr. 1/2009, a fost

reluat�a �si �̂n nr. 2/2009 sub num�arul 281. Totodat�a, facem observat�ia c�a sub prima
integral�a din enunt� se va citi ,,e u(x ) \ �̂n loc de ,,eu(c) \ �̂n cadrul problemei 277 �si ,, � 4\
�̂n loc de ,,� 24\ �̂n cadrul problemei 281. Nu vom modi�ca totu�si numerotarea
problemelor pentru a nu crea disfunct�ii �̂n evident�a auto rilor �si rezolvitorilor.

2. La pag. 99 aliniatul 5, rândul 7 se va citi ,,profesorul\ �̂n loc de ,,profesoru\.
3. La pag. 99 aliniatul 6, rândul 2 se va citi ,,̂�n amintirea celor 2 ani cât a

fost dasc�al\ �̂n loc de ,,̂�n amintirea celui care i-a fost dasc�al\.
4. La pag. 99 aliniatul 6, rândul 8 se va citi ,,Formator Magister. În 13 \ �̂n

loc de ,,Formator Magister �̂n 13 \.
5. La pag. 100, primul aliniat, rândul 10 se va citi ,,Risoprint din Cluj, Gil din

Zal�au, G. Co�sbuc din Bistrt�a, Altip �si Star Soft din Alba -Iulia\ �̂n loc de ,,Risoprint
Cluj, Gil Zal�au,\.

6. La pag. 100 aliniatul 2, rândul 1 se va citi ,,conferint�e\ �̂n loc de ,,conferin�e\.
7. La pag. 100 aliniatul 3, rândul 3 se va citi ,,noului drum al Facult�at�ii de

Matematic�a �si informatic�a\ �̂n loc de ,,la de�nirea info rmatic�a\.
8. La pag. 100 aliniatul 4, rândul 3 se va citi ,,UniversitateaTehnic�a din Cluj\

�̂n loc de ,,Universitatea din Cluj\.
9. La pag. 100 aliniatul 4, rândul 4 se va citi ,,Facult�at�ii\ �̂n loc de ,,Facultu

at�ii\.
10. La pag. 106 rândul 17 de sus se va citi ,,2002\ �̂n loc de ,,2006\.

Redact�ia


