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Abstract . This article contains, in a concise form, an introduction i n the
Theory of Almost Periodic Functions, as well as some illustr ative exam-
ples. This class of funcions appears in the applications (describing oscil-
latory systems) much more frequently than the class of periodi ¢ functions.
The author is convinced that the class of Almost Periodic Func tions, even
though more complex than the class of periodic ones, must getitsplace in
the Mathematical and the Science-Engineering Literature. The authors'
books under nos. 4 and 5 in the references, constitute a contrbution in
this direction.
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1. Introduction

The trigonometric Sine function, denoted by sinx, x being an arbitrary
angle measured usually in radians, has penetrated in the comon everyday
language by the wordsinuous According to the Reader's Digest Great En-
cyclopedic Dictionary (ed. 1977), sinuous stands for some path or object
which has ,bends, curves or folds; something winding or ondating\. In
Mathematics we call sinusoid the graph of the function y = sin x, in the xOy
plane.

By means of the Sine function we can express many relationgbs en-
countered in everyday life, and in the elementary branches foMathematics
(Trigonometry, rst of all).

In Physics, in the Classical Mechanics as well as in Quantum Mchanics,
a very useful model is the so-calledharmonic oscillator. This system consists
of a material point moving on a straight line, the unique acting force being the
attraction exerted on it by a xed point of the line with a forc e propositional
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to the distance (to the xed point). Taking the xed point as o rigin on
the line, and denoting by x(t) the coordinate of the moving point at the
moment t, the Newton's law of dynamics leads to the equation of motion

2
mx = kX(t), with k > 0, X(t) =

point.

i x(t), m = the mass of the moving

k . . : .
If we denote! 2 = a; then the equation of the harmonic oscillator is

x(t)+ 1 2x(t)=0; t> O 1)

Equation (1) is a second order linear di erential equation, while ! 2> 0
is a constant. Since siit and coslt are linearly independent solutions of
(1), there results that any solution of (1) is given by the formula

x(t) = Asin!t + B coslt; (2)

where A and B are arbitrary constants. An equivalent form to (2) is

x(t)= Csin(lt + ); 3)

. _ A
with C = (A%2+ B?)1¥2, = arctang 5 forB 60and = 5 whenB =0,
A> 0,or = > whenB =0, A< 0: The caseA = B = 0 leads to the

zero solutionx(t)  0; which also meansC =0 in (3).

As we can read from (3), by means of the sine function we can desbe
any motion of the harmonic oscillator. In this scheme we enconter the mo-
tion of the simple (mathematical) pendulum, the oscillations of a suspended
spring to which a weight is attached at the free end, the actirg force being
the gravitation. For details and other physical realizations of the harmonic
oscillator, including Quantum Mechanics and connection wih Schroedinger
equation, see the book [9] byP.M. Fishbone et al.

If we consider theresistance force, which often appears during the mo-
tion of a material point, and assume it is proportional to the velocity of
motion, then Newton's law is conducing to an equation a bit more com-
plex than the one of the harmonic oscillator. Namely, we obtén mx(t) =
= kx(t) Rx(t), with R> 0, the resistance being opposed to the velocity.
If we admit one external force, sayf (t), then the second order linear equation

mx(t) + Rx(t) + kx(t) = f(t); t> O; 4)

which is describing the damped harmonic motion when f (t) 0, and the
forced motion of the oscillator whenf (t) 6 O:

It is interesting to point out that equation (4) appears also in the theory
of electrical circuits in the equivalent form

Le(t) + Rg(t) + C *qt) = V(1); ()
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where q(t) represents thecharge at the moment t, L is the self-inductance
R is the resistance of the circuit, opposed to the ow of currem i(t) = g(t),
C is the capacitanceand V (t) is the applied voltage

The analogy of these two models, one mechanical and anothefeetri-
cal, is known as the electrical-mechanical analogy. This analogy plays an
important role in the applications (acoustics, mechanicalvibrations).

For more details related to the concept of analogy of modelssee the
book [6] by C. L. Dym and E. S. lvey.

Let us conclude this introduction by pointing out that the os cillatory
motion of a harmonic oscillator, under the in uence of a fordng term of
sinusoidal type, can be also described by means of the Sinenfttion.

Indeed, the equation

x(t) + ! 2x(t) = Ccos! gt; (6)
with | 6 !4, which is of the above mentioned type because cos =
= sin 5 has as solutions the functions of the form:

x(t) = Cysin(lt + )+ Cycos! ot; (7
with: c
“miz 1p )

In other words, the general solution of (6) is representableas a sum of two
Sine functions. In (7), C; and are arbitrary constants. The same thing can
be said aboutC,, becauseC is arbitrary.

For a more detailed discussion of the harmonic oscillator ad its mo-
tions, see the Introduction to our book [5], where more genexl cases are
discussed.

2. Trigonometric polynomials

A trigonometric polynomial is a function which can be represented in
the form

X
Tt)= ap+ (ax cos gt + by sin t); (9)
k=1
fort 2 R, with ax 2 R, fork 0, andhb; 2 R for k 1, both a, and by
being arbitrary real or complex numbers. Also, ¢ 2 R, for k 1, arbitrarily
chosen.
Formula (5) represents a partial sum of thetrigonometric series
hs
ap + (ak cos gt + b sin t); (20)
k=1
with the same assumptions as above foay, b and .
The classical case corresponds to the particular choicey = k, k2 L +;
and leads to classical trigonometric andFourier series.
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In the complex eld C, we call atrigonometric polynomial a function
of the form

xo
Tit) = Axexp(i «t); t2 R; (11)
k=0
with Ay = a¢+ib 2 C,and ¢ 2 R, k 0O If we take into account the well
known formula

exp(i kt) =cos t+isin t; (12)

one obtains easily that Rel1(t) and ImT4(t) are real trigpnometric polyno-
mials of the form (9). This fact may explain why the terminology has been
extended from the real eld, to the complex one.

It is also a simple matter the fact that any real trigonometri ¢ polynomial
(9) can be written in the form

X0
T()=  csin( kt+ ); (13)
k=0
whereco = 0= o, & = (a2 + B)¥2; y = arctan % B 801 = 5,

whenhb, =0and ax > 0; or = Eforh(=0;ak< 0:
The equivalence of (9) and (13) is a consequence of formulag)(and

(3).

The set of Trigonometric polynomials is denoted by T, and we agree
to specify each time whether we deal with the real ones, likeQ) or (13), or
with the complex ones like (11). We shall prefer the complex drm, due to
the convenience resulting from simpler formulas.

Let us make precise the fact that, when using the complex form(11),
we assume all |'s to be distinct (6 ; k6 j.

It is a very useful feature the property of the setT, of complex tri-
gonometric polynomials of the form (11), to form alinear or vector space
over the complex eld C. The two basic operations, addition and scalar
multiplication are de ned in the usual manner: for Ty;T> 2 T, we let
(Ty + T2)(t) = Ta(t) + To(t), and it is obvious that the sum of two trigo-
nometric polynomials of the form (11) is also inT; moreover, if 2 C and
T1(t) has the form (11), then (T 1)(t) = T 1(t) is of the same form.

It is useful to notice the fact that T has in nite algebraic dimension.
For instance, in the classical theory ofFourier series, the in nite system
f1; sinmt; cosmt; m 1g consists of linearly independent functions. This
property is the same as saying that the complex systenie™: m 2 Zg con-
sists of linearly independent functions. The problem of lirear independence
is related to the uniqueness ofFourier series, and a short proof of this fact
is given in the Introduction to our book [4].



C. Corduneanu, What can Sine Function do for us? 273

It is also possible to de ne onT severalnorms, to transform it into a
linear normed space Examples of norms onT are the following:
If T2T has the form (11), then we can de ne for eachp 2 [1; 2]

! 1p

X
KTkp = AGP (14)
k=1
or
KTk = supfj T(t)j; t 2 Rg: (15)

For the map k k de ned by (15) it is a very simple exercise to check
the validity of the conditions:

(@) kTk 0O for eachT 2 T, with the equal sign valid only for T = 0
(i.e., all Ay =0);

(b) kT, + Tok k Tik+ kTok; for any T1;T2, 2T

(c) KT k=) jkTk; foreach 2 CandT 2T:

In case of the norms de ned by (14), we notice that the usual caditions
are obvious forp = 1 and p = 2; for p = 2 obtaining the usual Euclidean
norm, while for p 2 (1;2) the validity of the triangle inequality is a classical
inequality which appears in many sources.

Besides the norms (14) and (15), we can also introducmtegral norms.
As a rst example, we can consider

22»1 9

jTjm =sup . jiT(s)jds; t2 R, : (16)
t 1

The supremum in (16) is nite for each trigonometric polynomial of the
form (11), namely

. . X] . .
ITim Ak
k=1
We mention another integral norm on T, which is de ned by the formula
2 7 31=2
jTiw = 4limsup(2’) * jT(1)j%dt> (17)
11

The limsup in the right hand side is nite because [T (t)]? is also a
trigonometric polynomial, while for real

Z‘ l. u— O .

. N 1 . — y - 1]

\|!Ilm (29 exp(it)dt = 0 60
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If one takes into account this relationship and the fact that jT (t)j2 = T (t) T (t);
then we easily obtain

IMwm =112 = JAKI™: (18)
k=1

In other words, the M -norm on the setT is the same as the Euclidean
norm. This remark will play a role in better understanding th e construction
of larger classes of oscillatory motions.

In regard to the notations (16) and (17) for the integral norms on T,
we mention the fact that j jy is de ned and used systematically in the book
by J. L. Massera and J. J. Schafer [15]. It will help us to introduce the class
of almost periodic functions known under Stepanovs name (see our book
[5]). The norm denoted by jm, with M coming from the name of the
Polish mathematician J. Marcinkiewicz and the function space containing
the almost periodic functions of Besicovitch [2] is based on this norm. The
de nition of this space can be found in our book [5].

To summarize, we de ned onT four types of norms, (14)-(17), each
one leading to a speci c kind of convergence ol . By adding new functions
to T, as limits of sequences fronT , using various kinds of convergence, we
shall obtain spaces of almost periodic functions. These fuwitions describe
oscillatory motions.

3. Almost periodic functions

The method of introducing and investigating various classe of almost
periodic functions is based on the procedure ofompleting metric spaces. We
shall start from the set T of trigonometric polynomials, and attach a metric
structure (besides the algebraic one, of a vector space), \gin by one of the
norms (14){(17). The metric is de ned by the formula d(x;y) = jx Vj;
wherej j denotes any of the norms (14){(17).

For the details concerning metric spaces, convergence andmpletion
see our book [5] for a concise presentation or any other bookedling with
the concept of metric space.

Historically, the concept of almost periodicity we shall introduce, as well
as related terminology, appeared withHarald Bohr in the early 1920's. But
special classes of almost periodic functions made the objeaf investigation,
with conspicuous results, by P. Bohl and E. Esclangon They studied a
class of almost periodic functions known agjuasiperiodic functions Also,
H. Poincae [16] has dealt with the functions that can be represented in he
form

R
f(t)= Agexpfi ¢tg; t 2 R; (29)
k=1
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R
with the coe cients Ay such that jAkj < 1 :He has indicated the formula
k=1
2 7 3
Ay = Jilgn 42y 1 f(t)expf i ktgdtd (20)

for calculating the coe cients, which means that the basic concept of mean
value for almost periodic functions has been used.

Remark. Actually, Poincae dealt with the sine series similar to (19),

namely A sin t.
k=1

For detailed references concerning the evolution of the carept of almost
periodicity, regarded always as a generalization of the peéodicity (insu cient
for describing the most oscillatory motions encountered inapplied elds), we
send the reader to the book ofHarald Bohr [3], our books [4], [5], and the
book [2] of A.S. Besicovitch.

We shall start with the almost periodic functions as de ned by H. Bohr.
This type of almost periodicity is easily de ned by an approximation pro-
perty. Namely, we shall call a mapt ! f(t), from R into C, almost periodic
(Bohr), if for every " > 0, there exists a complex trigonometric polynomial
of the form (11), say T-(t), such that

if@) T-()j<" t 2R: (21)

It is obvious that the de nition above can be reformulated as follows:

The mapf : R! C is called almost periodic in the sense ofBohr, if
for each" > 0 one can nd a trigonometric polynomial of the form (11), say
T«(t) 2 T, such that

f(t)= T-(t)+ r-(t); t2R; (22)
with the remainder r-(t) satisfying:
jr-()j<" t 2R: (23)

H. Bohr [3] has constructed his theory of almost periodicity, restic-
ting the considerations to the case of continuous functions We shall discuss
below two generalizations, for functions within the class ¢ locally integrable
functions on R.

From the representation (22), taking into account the boundedness and
uniform continuity of T-(t) on R, one obtains the fact that any almost perio-
dic function (Bohr) is also bounded and uniformly continuous onR.

Hence, the space of almost periodic functionsBohr) is a subspace of
the spaceBC (R; C), consisting from all mapsf : R! C, such that f is
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bounded and continuous onR. It is well known (and easy to check!) that
BC (R; C) is a Banach space onC, with the norm

ifjsc =supfjif(1)j; t 2 Rg: (24)

The set of almost periodic functions Bohr) is itself a Banach space with
the supremum norm given by (24), and it is denoted byAP (R; C). Actually,
taking into account the uniform continuity of functions fro m AP (R; C), we
can infer that AP (R;C) BUC(R;C), where BUC(R;C) denotes the Ba-
nach space of bounded and uniformly continuous functions, whichs a closed
subspace oBC (R; C).

From the de nition of almost periodic functions, there results imme-
diately that AP (R;C) is a closed subspace oBUC(R;C), as well as of
BC(R;C).

For more properties of functions inAP (R; C), we send the reader to the
references [1], [2], [3], [4], [5], [8], [13], each contaig the basic properties of
almost periodic functions (Bohr).

The discussions carried above about the spac&P (R; C), including the
de nition of almost periodicity, leads to the following new de nition of the
spaceAP (R; C). Namely, AP (R; C) is the closure in BC (R; C) of the linear
manifold T -complex, with respect to the norm (24).

This last de nition (or characteristic property) of almost periodicity
(Bohr), is conducing us to various generalizations of the spacaAP (R; C).

The space of almost periodic functions in the sense d@tepanovis the
closure in the spaceM (R; C) of locally integrable functions from R into C,
such that 8 9

< Pl =
sup. jf(s)jds; t2 R Mi < 1; (25)
t

with respect to the norm (16) that, so far, has been used only o T.

The properties of the norm (16) are easily established oM (R; C). It
turns out that this closure is identical to the complete metric space obtained
by completing the normed spaceT -complex, with respect to the norm (16).

The space ofStepanov almost periodic functions, as de ned above, is
denoted by S(R; C), and its norm by j js. It is understood that jf js = jf ju;
for eachf 2 S(R;C).

Another space of almost periodic functions, known a8esicovitch' space,
can be obtained by taking the closure inM (R; C) of the linear manifold T -
complex. Equivalently, we can say that we take the completia of the normed
spaceT -complex, with respect to the Euclidean normk ko, given by (14).
But our T-complexk Kk» is the same asj jy, andj jm makes sense on
the whole Marcinkiewicz space, which consists of classes of equivalent locally
integrable functions, such thatf = gi jf gju =0:
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The details in regard to the Marcinkiewicz space can be found in our
book [5]. The elements of the spact »(R; C), obtained from M (R; C) as the
factor space with respect to the manifoldL given by jxjy = 0 are actually
the elements of the the Besicovitch space, also denoted byAP»(R;C) or
B2(R;C).

The norm on B2(R; C) is given by extending (17), i.e.:

2 z 2
jfim = lim (2) Yof(pjFdt, (26)

There are other generalizations of almost periodicity. Forinstance, one
can use instead of the number 2 in (26), any numbep, 1  p, obtaining the
spacesBP(R; C).

Also, in case ofStepanovalmost periodicity, as de ned above, one can
use the norm: 8 9

< 2'1 = =p
ifjsp =sup if (s)jPds; t 2 R, ;
t
obtaining the Stepanov spaceSP(R;C). It is easily checked that SP S,
p > 1, which allows us to concentrate the investigation on the spce S, the
richest among the Stepanovs spaces of almost periodic functions.

We will return now to the norms de ned by formula (14). We have
examined above the case = 2, which leads to the Besicovitch type of almost
periodicity, i.e., the spaceB?(R;C) = AP»(R;C), corresponding top = 2.

The casep = 1, leads to the spaceAP1(R; C) which, | think, it should
bear the name ofHenri Poincae , due to the fact that in his treatise [16] one
nds the series "

f(t)= Agsin ¢t t 2 R; (27)
k=1
similar to the complex one (19), for which the coe cients fx, h 1, one
determined by (see (20)) the formula
2 .
z
fi = lim 4> 1 f(t)sin ytdtd: (28)
' 0

Of course, a convergence requirement must be made for the $&s in

(27), and the most common case encountered in applicationsi

*
fej< 1 (29)
k=1

3

similar to (20), assuring the uniform convergence for (27) a the whole R.
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The space AP1(R;C) of almost periodic functions, corresponding to
p = 1 in the norms (14), being representable by the series (19), ith absolute
convergence andAy; k 1g “1(C), is endowed with the norm

R
M= JAd<1: (30)
k=1

What about the spaces obtained by choosing 2 (1;2) in formula (14)?

The spaceAP,(R;C), 0 <r < 1; will be the closure of T -complex, with
respect to the norm (14), forp=r:

These spaces are contained i\P»(R; C), and everything true for AP
will be also true for AP,, 1 r < 2: But such spaces have not been in-
vestigated so far, and their investigation is an open eld. For instance, by
the completion of T-complex with respect to the norm jf j,, do we obtain
functions (which is obviously true for r = 1), or classes of functions like in
the caser = 2 (the Besicovitch spaceB?(R;C)). Further considerations will
be subsequently made when sketching théourier Analysis of the almost
periodic functions.

4. Fourier series of an almost periodic function

An important aspect of the theory of almost periodic functions is the
fact that to each almost periodic function, belonging to the classes/spaces we
have de ned, one can associate &ourier series which allows the construction
of the generating function.

The key ingredient in de ning the Fourier series corresponding to an
almost periodic function is the existence of themean valueattached to such
functions. The mean value is introduced by means of the formia

2 7 3

Mffg=lim 4@2) * f(©dt5; (31)

and the proof of the existence of the limit relies on the repreentation formula
(repetition)

f(t)= T-(t)+ r-(t); t2R; (32)

in which T-(t) is a trigonometric polynomial of the form (11) { in complex
notation. When we deal with real valued almost periodic fundions, T-(t) will
be of the form (13), involving only the sine function.

As seen in Section 3 above, we obtain various classes of almgriodic
functions, depending on the manner we request the property- ! 0 (i.e.,
what norm/seminorm we are using to ,measure\r-). In formula (23) we
assumed sufjr-(t)j; r 2 Rg! 0 as" ! 0+, obtaining the Bohr almost
periodic functions. In case ofStepanovalmost periodic functions the required



C. Corduneanu, What can Sine Function do for us? 279

condition for r-(t) is written in the form (25)
2 p 2
jrejm =sup . jre(s)jds; t2 R, ! Oas"! 0+:
t 1

For Besicovitch almost periodic functions the condition will look
jr<im ' Oas"! O+;

which means that we are using the norm inMarcinkiewicz space (see (26)).
Actually, the discussion can be simpli ed if we consider theBesicovitch
spaceB corresponding top = 1, in which

8 9
< zZ =

jfig =limsup (2°) 1 if (Djdt (33)
‘11 . . )

This space is richer thanB 2, and contains the Stepanov spaces.

Therefore, if one proofs that the existence of the limit in (3L) follows
from (33), one obtains the existence of thenean valuefor all classes of almost
periodic functions introduced in this paper. The proof is raher elementary
and can be found in the references [2] and [5].

Remark. The inclusion B> B follows from the integral inequality

7 2 7 3 :

(2) b jf(s)jds (2) 14(2) jf(s)j%dsd =

2 7 3%

= 4@) ' jf(9)i%ds®

The inclusion S B can be easily established and we invite the reader
to prove its validity.

Hence, for eachf 2 B, there exists the mean valueM ff g, de ned by
(31). Mffgis a linear functionl de ned on B, and a basic property is the
following:

For eachf 2 B, Mff (t)exp( it )g#8 0 onlyforasetofvaluesof 2 R
which is at most countable.

The real numbers , k 1, such that

ax = Mff(t)exp( i «xt)g8O0; (34)

are called Fourier exponents of the function f, and ax; k 1, are called
Fourier coe cients of the function f .
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One writes
hS

f(' ag expfi tg; (35)
k=1
with ;ax; k 1, as de ned above, the series in the right hand side of (35)
being called the Fourier series associated tof (t):
When the series in (35) is uniformly convergent onR, then the sign
can be replaced by the = sign. This situation occurs for sure Wen
f 2 AP1(R; C).
The Fourier series of an almost periodic function has numerous prop-
erties, among them being the following ones:

1. The Fourier series is uniquely determined by the generating function.

2. The Fourier series of an almost periodic functionf (t) allows to
,construct\ the function (or the class of equivalent functions in case like
B or B?).

Actually, one proves the existence of a sequence of trigonagtric poly-
nomials, formed by using theFourier coe cients and exponents of the series
in (35), which converges (uniformly or in another norm) to the generating
function f (t). See references [4], [5], [8], [13] for details.

As a historical note, we point out that the prototype of this kind of
result is the well-known Fegr theorem, stating that the sequence of arith-
metic means Cesaro) of the Fourier series, attached to a continuous periodic
function, converges uniformly to the generating function.

3. The Fourier series can be associated to many generalized types of al-
most periodic functions, being always su cient to characterize the generating
function.

We shall mention the functions with values in a Banach space, the ge-
neralized functions (distributions) and the functions de ned on groups (other
than R). The references [1], [2], [4], [8], [13] contain a wealth afesults on
the Fourier series and their role in the theory of almost periodic functons
(in various senses).

The centuries old problem of convergence of trigonometriceries is cer-
tainly strongly related to the general theory of almost periodicity. Progress
is still to be expected in this direction.

5. Almost periodic oscillations and waves

In this last section of the paper we want to answer the questia formu-
lated in the title of this paper: what can Sine function do for us?

Besides the elementary examples, presented in the Introddion, in
which the motion of the harmonic oscillator has been shown tobe fully
described by means of Sine function, there are examples of mecomplex
dynamical systems possessing almost periodic motions. Wehall illustrate
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this feature by considering systems described by quasi-laar ordinary di e-
rential equations, of the form

x(t) = Ax(t) + f(tx(1); t2 R; (36)

wherex : R! R", A2L(R"R"),f :R R"! R", the term f in (36)
being ,,small\ in a precise sense.

The following result can be found, with full proof, in many sources.
See, for instance, [4], [5], [7], [10], [13], [14]. In [5], a@ne general case is
considered, wherA = A(t) 2 AP andf is an operator acting onAP (R; R"):

Consider the di erential equation (36), under the following assumptions
on A and f:
1) A 2L (R";R") satis es the condition

dettA 1)=0=) 6il;! 2R; (37)
2) f (t;x) is Lipschitz continuous in X,
jEx) f(ty) Lix i (38)

for any x;y 2 R", with L > 0 su ciently small ;

3) f(t;x) 2 AP(R;R") for each x 2 R", the dependency onx being
uniform in any bounded set of R".

Then equation (36) has a unique solutionx 2 AP (R; R"):

Remark. The proof of the result above can be carried out by the
classical method of iteration (successive approximatior)s the process being
de ned by the relation

Xi+1 (1) = AXper (1) + (6 XK(1)); kL
Each approximant xi(t) satis es a linear equation of the form

y(t) = Ay(t) + fi(t);

with fi, 2 AP (R;R") (one can start with x1(t) = ).

Equation (36) describes a kind of motion in which we haven degrees
of freedom in the system. The above result illustrates the fat that oscil-
lations are present in the motions of such systems. Obvioug| they can be
represented byFourier series of the form (see formula (13))

x(t)= asin( kt+ «);
k=1
i.e., the Sine function helps us again to describe the oscitors motion.

A valuable reference in regard to the almost periodic osciitions is the
book [12] by C. Hayashi, in which a whole chapter is dedicated to electrical
circuits. Such a reference is seldom encountered in techmritliterature where
almost periodic oscillations are avoided. Experimental déa are dealt with.
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We shall illustrate now the occurrence of almost periodicwaves consi-
dering the classical wave equation

Ug = @y EX 2 R; (39)

with a single spatial dimension i 2 R).

In (39), u = u(t;x) can be interpreted in many ways. If we consider the
transversal vibrations of an elastic string, which at rest accupies the segment
0 x ° on the x-axis, then u(t; x) represents theelongation of the point
with abscissax, at the moment t. The domain in which we consider the
equation (39) is then given by

D=1f(tx); t2R; x2][0;]g: (40)

Physically, we should look only att 0, but it does not make any
analytical di erence if we let t 2 R.

It is generally known that a solution of (39) will be determined by the
initial conditions

u(0;x) = f(x); u(0;x) = g(x); x21[0;]; (41)

as well as by some boundary conditions at the end points =0 and x = °
We shall associate to (39) the boundary value conditions

u(t; 0)=0; ux(t; )+ hu(t;")=0; t2 R; (42)

whereh > 0 is a constant.
The usual method of separation of variables leads to the sotion (for-
mally)

X p— - P
u(t;x) = Axcosa t+ Bygsina t sin K X; (43)
k=1
where ;Ax;Bk; k 1; have the following meaning:

{ « are the eigenvalues of theSturm-Liouville problem y%+ y =0,
y(0) =0, y¥0) + hy(0) = 0;

{ Ax, Bk, x are the coecients of f and g, with respect to the
(ortrpgonal) system of eigenfunctions of theSturm-Liouville problem, i.e.,
fsin® «x; k 1g:

Let us point out that the series (43) can be rewritten in the form

u(t;x) = Ci sin aIO kt+ Kk sin K X:
k=1

Under adequate conditions which we do not mention here, the evies
(43) has convergence properties that allow us to claim that(t; x) from (43)
is a solution (or a generalized solution!) of our problem. Fo details and
validity of the above statement, see our book [5].

It remains to examine the almost periodicity of the function u(t; x),
given by (43), regarded as a function oft. More precisely, we need to deal
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with the map t ! u(;x), from R into the function space consisting (for
instance) of all L2-functions on [0; ], with real values. This is known as
1

VA 1 1
Lebesgués spacel 2([0; ]; R), with the norm x ! @ jx(s)j?dsA

0
Since any partial sum of the series (43) is a trigopnometric plynomial
with coe cients in  L?([0; ];R), and
( ) 2
Zx P p—  p_ oo
Axcos at+ Bgsina ¢t sin kX dx (Ag + By);
0 k=m k=m

there results, on behalf of theBesselinequality for the coe cients Ay respec-
tively By, that the series in (43) is convergent in the spacé 2([0; ']; R). There-

fore, the sum of the series is an almost periodic functionBohr-Bochner) in

t, with values in L2([0;];R).

Remark. A somewhat stronger result is given in our books [4], [5],
where equation (39) is substituted by a more general one, nasly

Ut = CQ@X p(x) gi q(xju:

The above considerations, on equation (39), can be summase as fol-
lows:

Assume that equation(39), under initial conditions (41) and boundary
conditions (42), is such that f;g 2 L2([0; ];R).

Then the solution u(t; x), given by the serieg43), is an almost periodic
map from R into L2([0; ]; R).

Finally, in concluding this paper, we can infer the fact that the Sine
functions is the primary ingredient in describing mathematcally almost pe-
riodic oscillations and waves

This last sentence is the answer to the question we formulatéin the
title of this paper.
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Proprieat ale punctului intermediar
din teorema de medie a lui Lagrange
Dorel I. Duca Y

Abstract . If the function f : |1 ! R is dierentiable on the interval | R,
and a 2 I; then for each x 2 | nfag; according to the mean value theorem,
there exists a point c(x) belonging to the open interval determined by x
and a, and there exists a real number (x) 2 (0; 1) such that
f) f@=(x af® (cx)

and

f(x) f@=(x afP@+(x a) (x):
In this paper we shall study the behaviour of the numbers c and , when
X approachesa:

Keywords: intermediate point, mean-value theorem.
MSC : 26A24.

1. Teorema de medie a lui Lagrange

Teorema de medie a calculului diferenial sau teorema crsterilor nite
sau teorema de medie a luLagrange este una din teoremele de baza ale calcu-
lului diferental; ea este frecvent atribuien lui Joseph Louis Lagrange(1736-
1813) n special n @rile din Europa. Oricum prima ar maie {n forma
moderra { a teoremei de medie apare n lucrarea [4] a renuntului zician
Ande-Marie Ampere  (1775-1836). h acea lucrare, Ampere foloseste ideile
lui Lagrange relative la reprezentarea functilor prin serii Taylor. Trebuie, de
asemenea, iicut observaia @ Ampere foloseste m demonstraia teoremei de
medie armaia, care astzi se cunosste a fals, si an ume @ orice funcie

D profesor univ. dr., Facultatea de Matemati@ si Informati @, Universitatea Babes-
Bolyai, Cluj-Napoca, dorelduca@yahoo.com
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continua este derivabil, cu excepfa, eventual, a unui nunar nit de puncte.
Dum 15 ani, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) demonstreaza teorema de
medie aproximativ n aceleasi condiii (vezi [15], pag. 113). Ashzi teorema
de medie a luiLagrange se enurd, de obicei, n urrmatoarea formulare:

Teorema 1 (teorema de medie, teorema cresterilor nite, teorema lui
Lagrange teorema de medie a luiLagrange). Fie asi b dow numere reale
astfel mcat a<bsi f :[a;h! R:Daa:

(i) functa f este continwa pe [a;h;

(i) functa f este derivabil pe (a;b),
atunci exist cel puin un punct c2 (a;b) astfel ncat

f(b) f(@=(b afWe): 2 1)

Egalitatea (1) se numeste formula cresterilor nite .

Punctul ¢ se nhumestepunct intermediar.

Exemplul 2. Fie a;b2 R cua < b: Pentru funcia f : [a;b! R
de nia prin

f(x) = x?; oricare ar x 2 [a;H;

. . . a+b
exist un singur punct ¢ 2 (a; b);si anume ¢ = astfel mcat (1) & e

adewrad . 2

Exemplul 3. Fie a;b2 RcuO<a<hb: Pentrufuncia f :[a;h! R
de nit prin

f(x)= %; oricare ar x 2 [a;h];

exish un singur punct ¢ 2 (a;b);si anume c = p% astfel mcat (1) &1 e
adevarat . 2

Exemplul 4. Pentru funcia f :[ 1;1]! R de nia prin
f(x)= x3 oricare ar x2[ 1;1];
. . 1 . 1
exish exact dowa puncte ¢ 2 ( 1;1);si anume c; = % Si ¢ = {s?; astfel

Mcat (1) 8 e adevarat . 2

Exemplul 5. Daa n 1 este un nunmar treg, atunci pentru funcia
f:[ n;n ]! Rdenia prin

f(x)=cosx; oricarear x2[ n;n 1],
exisa exact 2n 1 punctec2 ( n;n );si anume
a=k; k2[ n+1l;n 1]
astfel ncat (1) | e adevaraf . 2
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Exemplul 6. Pentru funcia f : 0;E I R de nit prin

8
< 0 daa x =0

f(X):: xsin%; daa x 2 O;E;

. L 2 .
exish o in nitate de puncte c2 0;— ; printre care

2
%= @+ <2N

astfel ncat (1) 8 e adevarafr . 2

Relativ la unicitatea punctului intermediar, are loc urna toarea ar-

maie.
Teorema 7 (teorema de unicitate a punctului intermediar). Fie asi b

numere reale astfel mcata <bsi f :[a;b! R o funcie continla pe [a;b]
si derivabil pe (a;b). Daa funcia f® este injectia pe (a;b), atunci exist
un singur punct c 2 (a;b) astfel ncat

f(b) f(a)=(b a)fY(c:

Demonstrate. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem @
exish dowa puncte diferite c;si cp; aparinand intervalului ( a; b), astfel ncat

f( f@=(b af®(c)
Si
f() f@=(b af®(c):
De aici urmeaza @ f @ (c;) = f M (c,): Deoarecef (U este injectiva deducem
@ C; = Cp; care contrazicec; 6 Cy: 2
S obsenam @ da@ noam cu

" b a’
atunci
2(0;1); c=a+(b a
si obinem

f() f(@=(b afP@+(b a)):
Urmeaz @ teorema de medie a lui Lagrange poate formulag si M
modul urmator:

Teorema 8 (teorema de medie, teorema cresterilor nite, teorema lui
Lagrange teorema de medie a luiLagrange). Fie asi b numere reale cua<b
si f :[a;! R o funcie care satisface urnmatoarele condiii :

() funcia f este continwa pe [a;b);
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(i) funcia f este derivabih pe (a;b):
Atunci exist cel puin un nunar real 2 (0; 1), astfel ncat

f(h f@=(b afP@+(b a)):2 (2)
Exemplul 9. Fie a;b2 R cu a < b: Pentru funcia f : [a;h! R
de nitw prin
f(x) = x?; oricare ar x 2 [a;b;
exish un singur numar real 2 (0;1);si anume = %; astfel mcat (2) | e
adevarat . 2
Exemplul 10. Pentru funcia f :[ 1;1]! R de nit prin
f(x)= x3; oricare ar x2[ 1;1]
p

: : 3 '3
exisa exact dow numere reale 2 (0;1); si anume ; = 5
p_
3+ 3
2= T; astfel ncat (2) 4 e adewaraa . 2

Si

Exemplul 11. Da@ n este un nunar natural, atunci pentru funcia
f:[ n;n ]! Rdenia prin
f(x)=cosx; oricarear x2[ n;n
exisa exact 2n 1 numere reale 2 (0;1),si anume
k+n
=—k2[ n+1;n 1]

K= [ ]

astfel ncat (2) | e adevarafr . 2

Exemplul 12. Pentru funcia f : 0;g I R de nit prin

< 0 daa x =0

f(x)=: xsin%; daa x 2 O;E;

exist o0 in nitate de numere reale 2 (0; 1); printre care
1
T4k +1
astfel mcat (2) 8 e adevarath . 2
Urmatoarea teorema da o condife su cienft pentru ca n unarul real
2 (0;1) din teorema 8 |1 e unic.
Teorema 13. Fie asi bnumere reale astfel ncata<bsi f :[a;bh! R

o funcie continwa pe [a; b si derivabia pe (a;b). Daa funcia f®este in-
jectia pe (a;b), atunci exisa un singur nurar real 2 (0; 1) astfel ncat

f(b) f(a=(b afP@+(b a)):

k ; K2 N,
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Demonstrate. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem @&
exish dowa numere reale 1; »2 (0;1), 16 , astfelncat

f) f(@=(b afP@+(b a) 1)
si
f() f(@=(b afP@+(b a),):
De aici urmeaa @ fM(a+(b a) )= f@W(@a+(b a) 5): Intrucat f@
este injectiva deducem @ a+(b a) 1=a+(b a) »; de unde obinem a
1= , care contrazice 16 :
2. Preciari ale pozitei punctului intermediar

Pentru anumite clase de funcii f : [a;b! R; continue pe f;Hsi deri-
vabile pe (a; b), pozifa punctului intermediar ¢ 2 (a;b) din teorema de medie
a lui Lagrange se poate preciza. Astfel

Lema 14. Daa asi b sunt numere reale astfel ncata < b; atunci
pentru functa f :[a;b! R, de nit prin

f(x) = x?; oricare ar x 2 [a;b;

avem
a+b

a<c-= <bh:

Demonstrate. A rmaia se veri @ imediat (vezi exemplul 2).

Prin urmare, pentru funcia din lema 14, punctul intermedi ar din teo-
rema de medie a luiLagrange este media aritmeti@ a capetelor intervalului
pe care consideam funcia.

Lema 15. Da& asi b sunt numere reale astfel mcatO < a < b; atunci
pentru funcia f :[a;b! R, de nit prin

1 .
f(x)= ;; oricare ar x 2 [a;b];
avem

a<c-= p§b<a+ b:

Demonstrate. A rmaia se veri @ imediat (vezi exemplul 3).

Merit & reinem @ pentru funcia din lema 15, punctu | intermediar
din teorema de medie a luiLagrange este media geometri@ a capetelor in-
tervalului pe care consideam funcia.

Lema 16. Da& asi b sunt numere reale astfel mcatO < a < b; atunci
pentru funcia f :[a;bh! R; de nit prin

f(x)=In x; oricare ar x 2 [a;h];

avem

aQB+ bgé a+b

— <Cc< :
b+ ®a 2

3)
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Demonstrate.  fn baza teoremei de medie a luiLagrange exisa un
punct ¢ 2 (a; b) astfel ncat (1) s aita loc, adi@ 2 avem

Inb Ina=(b a)%;

de unde deducem @
_ b a |
“Inb Ina’
Urmeaz @ inegaliaile (3) sunt echivalente cu relat iile
a96+ %3 b a a+b
- < < :
b+ R a Inb Ina 2

adia cu relaiile

a 1
a =
< b <2

b .
Tntrucat a > 1; deducem @ este su cient 1 aghm @&

Bivt 11
— < —
t+1 Int
Vom demonstra @, pentru oricet 2 (1;+1 ) avem
t 1 . t3 1 (t+1
<Int si 3Int< #
t+1 3+t
Pentru aceasta consideam funciile g;h: [1;+1 ) ! R de nite prin
t 1
t+1’
t3 1 (t+1)

1 .
< §(1+t); oricare ar t2 (1;+1):

2

gt)=Int 2

h(t) =
oricare ar t2 [1;+1 ): Deoarece
(t 172 .

)= ————— > 0; oricarear t> 1,
to+6t4+ t3+3t2+1
(t3+1)?
deducem @& funciile gsi h sunt strict cres@toare pe [1;+1 ): Asadar, pentru

oricet 2 (1;+1 ); avem

g(t)>g(1)=0 si h(t)>h(1)=0:

Lema este demonstrag.

ho(t) = > 0; oricare ar t> 1
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Meritt @ reinem @ pentru funcia logaritm natural p  unctul interme-
diar din teorema de medie a luiLagrange este n prima jurmatate a intervalului
[a; (0;+1 ) pe care consideam funcia.

Lema 17. Daa asi b sunt numere reale astfel ncatO<a<b 5;
atunci pentru funcia f :[a;b! R de nif prin
f (x) =sin x; oricare ar X 2 [a;h];
avem
a+b a+b b a
<c< + ;

> c > f’i (4)

Demonstrate.  fn baza teoremei de medie a luiLagrange exisa un
punct c 2 (a;b) astfel ncat (1) s aila loc, adi@ s avem

sinb sina=(b a)cosc;

de unde deducem @ _
[

sinb sina sind a+b a
CcosC = b a = cos 5 ,unded.—TZ O’Z :
Tntrucat
u sinu .
cosp=< — < 1; oricarear u2 O0;,—= ;
% u 2
obinem
b a a+b a+b
cos&%é cos < COSC < COS :
Deoarece
cosi&@)—acosa+ b—cos ar b+ i@—a :
23 2 2 3

h i
inand seama de faptul @ funcia cosinus este strict descresatoare pe 0; > ;
rezula (4) :

Meritt 2 reinem @ pentru funcia sinus punctul inte  rmediar din teo-
rema de medie a lui Lagrange este m a doua juratate a intervalului

[a; bl 0; 3 pe care consideam funcia.

Urmatoarea a rmaie, datorat lui  Al. Lupas, [17], precizeaza poziia
punctului intermediar tr-un cadru mai general:

Teorema 18. Fie a;bnumere reale cua<bsi f :[a;! R o functe
care satisface urmatoarele proprieti :

() funcia f este derivabih de trei ori pe [a;b];

(i) funcia f® este continwa pe [a;1;

(iiiy T@(x)60 6 f O (x), oricare ar  x 2 (a;b):

Da@ c 2 (a;b) este un punct intermediar din teorema de medie a lui
Lagrange, atunci urnatoarele a rmaii sunt ade\arate
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1° Da@
f@ (x)f® (x) > 0; oricare ar x 2 (a;b); (5)
atunci I
atb_ @ ! Y@+ f0@0
2
2° Daa
f @ (x)f® (x) < 0; oricare ar  x 2 (a;b);
atunci 1
fw P O@TOO o arb
2
Demonstrate. 1% Fie ¢ 2 (a;b) un punct pentru care avem
f( f( _

— M Q-
— f@ ()

) Sa presupunem @ pentru orice x 2 [a; 1 avem f @ (x) > 0: Atunci
funcia f 1) este strict cresatoare pe f; b si deci injectiva pe [a; b :

Pe de ala parte, din (5), deducem @ f @) (x) > 0, oricare ar x 2 [a; ]
si deci funcia f® este strict conveya. Urmeaza @ funcia f@® satisface
inegaliaile lui Jensen-Hadamardpentru funciile convexe
7b

f @ (x)dx <

e atb _ 1 f(l)(a)+f(1)(b):

2 b 2
a
Tntrucat
1 2 () f(a
= @ T T@ @
f @ (x)dx i f Do)
a
deducem @&
1 1
(@ atrb <fuN®<f(N®+f(W@:
2 2
De aici urmeaa @ |
1 1 '
atb_ _ .w ! fO@+fO@®

2

i) Da@ pentru orice x 2 [a;b avemf @ (x) < 0; atunci f @ este strict
concawasi f ©® (x) < 0; oricare ar x 2 [a; H etc.

20 Aceash a rmaie se demonstreaz similar.

Merit reinut @, n ipotezele teoremei 18, punctul in termediar c din
teorema de medie a luiLagrange este "n a doua junatate a intervalului [ a; b
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da@ are loc ipoteza de la a rmaia 1°; respectiv/n prima junatate a inter-
valului [a; b da@ are loc ipoteza de la a rmaia 2 °: D
3

Lema 19. Da@ asi bsunt numere reale astfel ncatO<a<b —;

3 1
atunci pentru funcia f :[a;b! R de nif prin
f (x) = arctan x; oricare ar x 2 [a;l];

punctul intermediar ¢ 2 (a;b) din teorema de medie a lui Lagrange are pro-
prietatea @ P

a+b a’+ b

——<Cc< ———

2

Demonstrate.  Se aplia teorema 18.

Lema 20. Fie n 2 un numar natural, a;b2 Rcu0O<a<bsi
f :[a;f! R denit prin

f (x)= x"*?; oricare ar x 2 [a;b]:

Punctul intermediar ¢ 2 (a;b) din teorema de medie a lui Lagrange are
proprietatea @ r
a+b o at+

<c< 5

Demonstrate.  Se apli@ teorema 18.

Lema 21 (D. Pompeiu). Fie a;,b2 Rcua<bsi ag a» a;: ap 2 R.
Pentru functa f : R! R de nif prin

f(x) = asx®+ axx?+ a;x + ag; oricare ar x 2 R;

exish un subinterval [a ;b] (a;b) astfel Mmcat a ¢ b: Mai mult,

subintervalul care are cea mai mi@a lungime are extremitile
p

wl

atb b a at+b b a
= ;b= + ——w; undew =

> 5 W, = 5 12 (6)

|

Intervalul [a ;b ]; undea si b sunt dai de (6) ; se numesteintervalul
de contracie pentru polinoame de gradul al treilea.
Semni caia geometri@ este urmatoarea: intervalul * n care se qsgste

punctul intermediar c se contracade lab alaw(b a). Nunmarul w = 3

se numeste coe cientul de contracie al polinoamelor de gradul al treilea.
Observata 22. Intervalul de contracie pentru polinoamele de gradul

al treilea nu poate ‘mburait. fhtr-adewar pentru functa polinomiak

f :R! R de nitn prin

3

a+b .
;oricare ar X 2 R,

f(x)= x >
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exish exact dowa puncte intermediare ¢ care veri @ formula cresterilor -
nite; acestea suntc; = a si ¢, = b, undea si b sunt date de(6).
Problema determirarii intervalului de contracie, a fos t abordat de mai
muli matematicieni: P. Sergescu[26], L. Teodoriu [31], L. Tchakalo [28],
[29], Gh. Mihoc [19], [18],N. Ciomnescu [7], E. Abason [1], [2], [3] etc.
Lema 23 (l. Tchakalo ). Fie a;b2 Rcua<bsi ap; a, 1;::; ag;
ap 2 R. Pentru funcita f : R! R de nitn prin

f(X)= anx" + an 1X" 1+ 4+ aix + ag; oricare ar X 2 R;
exisa un subinterval [a ;b]  (a;b astfel ncat punctul ¢ din teorema de

medie a lui Lagrange este ‘n intervalul[a ;b ]: Mai mult, subintervalul care
are cea mai mi@ lungime are extremitile

_a+b b a. p= a+b+b a.
) 2 -2 2
unde w este cea mai mare adacira a polinomului Py a lui Legendre, de
n+1
gradul m = 12
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Inequalities Derived Using Telescopic Sums

J. L. Diaz-Barrero and J. Gibergans-B aguena ¥

Abstract . Telescopic sums and classical inequalities are used to dexie
some discrete inequalities. Finally, a rational sum is considered and a
numerical inequality is also obtained.

Keywords: Classical inequalities, telescopic sums, discrete inequalies.
MSC : 26D15

1. Introduction
Many occasions in everyday life as well as in mathematics regye to
compute the sum of the rst n terms of a given sequencéang, ;. What

xo
is wanted is a close expression for ag, but there is no formula for the

preceding sum unless the terms of tlﬁelsequence are formed anting to some
pattern. A sum in which subsequent terms cancel each other,elaving only
initial and nal terms is called a telescopic sum [1]. Telesopic sums have
many applications in Analysis, Topology, Probability and Statistics ([2], [3],

[4]). Our goal in this paper is to use them jointly with classical inequalities
to derive some elementary discrete inequalities.

2. The Inequalities
In what follows, telescopic sums are used as a technique to t@n new
inequalities. We begin with

numbers. Then |
1 * 2
X ac(nk)z

1+ 5 5> <2V
wop LHALF IR A
n
where C(n; k) = K 1 Kk n.
I a a a
Proof. Let' u = L il T —————
l+af 1+af+ a; l+aj+as+ i+ aj

and v = C(n;1)%;C(n;2)%;:::;C(n;n)% . Applying the inequality of
Cauchy-Buniakovski-Schwarzwe obtain
! ! !

2

X aC(nk)z X a2 x oo
7. 1 a2 2 C(nk) = (D

L lrap+ it g wep 1+ ad+ i+ al K1

k=

D Applied Mathematics 11l, Universidad Poliecnica de Cata lunia, Barcelona, Spain,
jose.luis.diaz@upc.edu, jose.gibergans@upc.edu
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We claim that

a  C a ? an ? .
> 5. 2 ot 1 a2 ; <L
1+af l+af+ a5 l+af+ a5+ : .+ aj
2
a 1
Infact, —=-—5=1 ——,andfor2 k n,
1+ @ 1+a
2 2
a a _
l+ag+:+a2 2 l+aj+i+ag; l+af+:ii+ag
1 1

- 2 2 2 2:

l+ai+:ii+a | Ll+aj+ i+ ag
Adding the preceding expressions, we get

X a2 1

2 oz 1 1+ a2+ a2+ :::+ a2
1+af+:::+af atrat ot a

k=1
as claimed. From (1) and taking into account the well-known dentity
X
C(n;k)=2" 1,
k=1
we get
! ! I
1 . 2 . .
X' aC(n;k)z X a2 . n
1+ a2+ :;:+ a2 2 2 2 Cnk) <28 1
k=t AT T A k=g L+ ap+ it ag k=1

from which the statement follows and the proof is complete.
An inequality involving the terms of a recurrent sequence isgiven in
the following:

Theorem 2. Let (an), ; be a sequence of real numbers de ned by

1
a;=3,a=5andforalln 3, a,:1 = > az+1 . Then

o

X 13
k7+1 <3 ag:
k=1 K k=1
. X 1
Proof. We claim that < > forl k n. Indeed, from
k=1 K
1 1
A1 1=§ a2 1 —E(ak+1)(ak 1)

valid for all k 1, we have
1 : 2 1 1
a1 (a+D(ac 1) a 1 a+l
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and
1 1 1

a+1 - ax 1 aks1 l:
Adding up the preceding identities for 1  k

n yields
X 1 1 1 1
= + + o+
k=1 a + 1 ag 1 ay 1 a 1 as 1
1 1 1 1 1
+ = - <
an l ar|+]_ 1 2 an+l 1 2
Applying Cauchy-Buniakovski-Schwarzinequality to the vector
1 1 1
u=_(agay::;a and v= p p ;i p—— We get
(Bai8ii i) Catl a1l ag 1 g
! ! !
X g 20X X 1%
+1 % 1 2 %
k=1 K k=1 k=1 K k=1

and the proof is complete.

Now, an inequality with constraints is presented.
Theorem 3. Let aj;ap;:::;

X
>— =1:
a
k=1 K+l
Then 0 1.
X ¥ 2
@ a’A  dap(1 apas il ans):
k=1 j=1

Proof. Applying Cauchy-Buniakovski-Schwarznequality to the vector

11
u=(agaiag;:::;;aqas::: andvz — = ields
(a; a1@2 18211 @) % a3 as V
(1 [
X ajay o ay X 2 X1 2
_ (aq ::: ak)2 2 : (2)
k=1 A1 k=1 k=1 “k+1
1
On the other hand, from (2ax+1 1)2 0, we havea 4(1 ayk+1).
k+1
Multiplying both sides of the last inequality by ajas:::ax yields
ajay:::q
a2 % d(ajap:::ax @az::.ak+1)
A+1

valid for 1k n. Adding up the preceding inequalities, we get
X ajay:i:a X

AT T 4 (map:ax @il =4(a
k=1 O+l

ajaz.iian+1):
k=1
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Taking into account the last inequality and the constraint condition,
from (2), the statement follows and tge proof is complete.

In the sequel, two numerical inequalities are derived. We bgin with
Theorem 4. Let n be a positive integer. Then
2

n
X k 4
5 :
ko 201 n+1
| K |
Proof. Let'u = (ag;az;:::;a,) and’ v = (1;1;:::;1), where for
n
0 k nisa = on 1 Taking into account Cauchy-Buniakovski-
k

Schwarz inequality we get

(ap+ar+::+an)? (n+1) a3+ ad+:::+a’

from which immediately follows that:

n 2 2 n 32
X k 1 X k Z . @)
> :
o 2n 1 n+1 ‘0 2n 1
k k
On the other hand, we have
n n
k k+1 _ nl(2n Kk)! n'2n k 1) _
2n 2n  (n k!2n)! (n k 1)@n)
k k+1
n
_nl@2n k 1) 2n k n k _1 k _
T (n KI@2n 1) 2n 2n 2 2n 1 °
k
Therefore
2 3 2
n n n n n
X X
k 5 K k+1 Z:z 0 n+1 222
2n 1 2n 2n 2n 2n
k=0 k=0
k k k+1 0 n+1
because : = 0. Thus (3) becomes
n+1
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n
X k 4
5 :
o 2n 1 n+1
k

Equality holds when n = 1 and the proof is complete.

Theorem 5. Let n be a positive integer and leta > 1. Then
n 1#2

2n+t 1 X ¢z 1

+ —— ;

a2 1 n+1  a+1 a 1

Proof. Let! u = (ag;a;:::;an) and! v = (1;1;:::;1), where for
2k %

a2 +1

Schwarz inequality we get

0 k nis ax = Again applying Cauchy-Buniakovski-

(Bo+ a+ :::+ an)?
n+1
Since, forallk, 0 k n,is

2 .
ag+ aj+ i+ as:

k  o2% k 2k K+1
2k _ 2¢ a 1 2 ac +1 2 2k 2k+1
aZ +1 a2t 1 a2t 1 a2 1 a1

then the suma3 + a2 + ::: + a2 telescopes. That is

X 2k 1 on +1

2k = 2n+1
K=o & +1 a 1 a 1

from which the statement immediately follows.
Finallly, using identities similar to the ones appeared in p] we give a
numerical inequality involving rational sums.

Theorem 6. Let n be a positive integer. Then

20 11 0 1:
X X

}2@ .EA + @ iA + 11
2 i, ne1 'l 1 ig<ip ne+1 212

0 1%32

X
'::+@ éA g n+l
igio 11 in 2

1 ii<i<i n n+l

Proof. To prove the preceding statement we need the following Lemma
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Lemma 1. Let n be a positive integer. Then

X 1 X 1 X 1
—+ — t i+ — =
1y ne1 't 1212

1 i1<i2 n+l1 1 ii<i<i n n+

—_— 1 .
=D G

Proof. Let us denote by S the following sum:
X 1 X 1 1

S=1+ — + — t It =
i1 i1 12 12 :::n+1

1 i; n+l 1 i1<ip n+l

vt 1 Y'k+1  (n+2)

B g = K i
k=1 k=1 (n+1)!

Then
X 1 X 1 X 1

—+ — + i+ — =
11 1112

1 i1 n+l 1 i1<i2 n+l1

1 1
O +

Putting
20 110 11

X X
'u=f@ a @ LA
10; ne1 1 1112

0

1
X
I1l2 21 Ip

1 ii1<io n+l

N

3
1 ii1<i<i n n+l
and' v = (2;1;:::;1) into Cauchy-Buniakovski-Schwarz inequality and
taking into account the Lemma yields
20 11 0 11

X X
9@ .EA + @ iA + 4
1y ne1 't 1 ig<ip ns+1 112
0 1%32
X
+ @ ;A £

. . P10 iid
1 i1<i<i p n+l 112 n

X1 X 1 X 1
n@ T Tt 7A
1 ii1<ipo n+l |l|2 1 << o n+l |1|2 - |n
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n n+1
n(n+1) m<2 2

from which the statement follows.
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Approximations for a generalization of Euler's constant

Alina S "t amarian

Abstract . The purpose of this paper is to give some sequences that con-
verge to a generalization of Euler's constant and to evaluate the speed of
convergence.

Keywords: sequence, convergencekuler's constant, approximation.
MSC : 11Y60, 40A05.

1. Introduction
: 1
It is known that the sequence On)n2n dened by Dy =1+ > + +

1 . . .
+ o Inn, for eachn 2 N, is convergent and = r',"’P D, is called Euler's
constant ( = 0:5772:::). '
From the many results given in the literature regarding Euler's constant
, we recall one presented byA. Vernescu [10] in Gazeta Matemati@, Seria
1
B. He proved that <D < _——, for eachn 2 N.
P n+l " 2n , _ _
I. Nedelcuy, [3], proposed in Gazeta Matemati@, Seria B, the followirg
problem:

1 1 1 1 .
Show that the sequence o + —+ + — Zlna, is conver-

1 a2 an n2N
gent, where (an)n2n IS @ sequence de ned bya, = a+(n 1)r, for each
n 2 N, with a;r 2 (0;+1).

D Department of Mathematics, Technical University of Cluj-N apoca, Romania,
Alina.Sintamarian@math.utcluj.ro
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In Section 2 we consider the sequencei+ i+ Dot 11 In n
a, ap dn r a n2N
and we denote its limit by (a;r). This sequence, fora = 1 and r = 1,
becomes the sequencd)(;)non- IN this section we establish the existence of
(a;r).
In Section 3 we give sequences that converge to(a;r) quicker than
those presented in Section 2.

2. The number  (a;r)

Theorem 2.1. Let (an)n2n be a sequence de ned bg, = a+(n 1)r,
for eachn 2 N, where a;r 2 (0;+1 ). We consider the sequencefun)n2n,
(Vn)n2ns (Xn)n2ns (Yn)nzn @nd (zn)nzn de ned by

up= 1+ — ; Vp= 1+ — ;
n an n an
1 1 1 a
Xp= —+ —+ o+ Zn 2L
a; ap an r a
1 1 1 1
Yn= —+ —+ + — 7In%;
a a an r a
Xnp + 1 1 1 1 anq
zo= St 2 2 42 2y _Snoen.
2 a;  a n I a

for eachn 2 N. Then
() up <Ups+1 < €<Vpe1 <vp, forany n2 N;

(i) 1 < }(In an+1  Inay) < i for any n 2 N;
an+1 r an
(i) the sequence$xXn)nzn and (Yn)n2n are convergent to the same num-
ber, which we denote by (a;r), and satisfy the inequalities

Xn <Xn+1 < (1) <Yn+1 <yn, foreachn2 N;

. 1 1 r 1
(iv) 0 < 3 FIn 1+ 3 < (a;jr) < ~
(V) r!i!rln n( (a;r) Xxp)= % nI!i{n N(Yn (a;r)) = % and
1
o
Proof. (i) Itis well-known the Bernoulli's inequality (1+t) > 1+t
foreacht2 ( 1;+1 )nfOgand forany 2 (1;+1).

nI!ilm n’(z,  (a;r)) =

We have
an+1
r r
1+ an+r an+tr
Un+1 _ an+1 _ ant2r r an rantr
Un P an+r an+r an
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an+ ! Han+r

ntr 27
an(an+2r) " ap+r _ 1 r an+r>
(an + )2 an an+r an

n 2#
an+r r an+r
> 1 n n =1:
r ap +r an

for eachn 2 N, taking into account the Bernoulli's inequality.
Using also theBernoulli's inequality, we are able to write that

an+l

r r
1+ — an+r ap+r
Vno an _apt+r T an+r Toantr
Vn+1 e an a, +2r a, +2r
1+
an+1
> an+r 2 an+r
(an + 1) Tatr o, r roapntr
an(an +2r) ap +2r an(an +2r) ap +2r
an+r r2 an+r _ an(ap+2r)2+r3
> 1+ = > 1;
r an(an +2r) ap +2r an(ap +2r)2

for eachn 2 N.
Of course we have thatnlllim u, =e and r]Ili{n Vh = €.

Now we are able to write that up < Up+1 < €< Vvpe1 < Vp, for any
n2 N.

(i) According to part (i) we have the inequalities

an n+l
r r r r
1+ — <e< 1+ —
an an

for eachn 2 N. Taking logarithms we obtain

an+1

a r r
Dn 1+ — <1< In 1+ —
r an r an

for eachn 2 N. It follows that
1
an+1

< r}(ln an+1  Inap) < aln;
for any n 2 N.

(To these inequalities we can get in the following way as well We consider
the function f : [; ]! R dened by f(x) = In x, foreachx 2 [; ],
where 0 < < . It follows, according to Lagrange's formula of nite

increments, that there existsc2 (; )suchthatf( ) f( )= fYc) ),
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1 1 1

. 1
i.e. In In = E( ). Therefore — < (In In ) < —. From

here, choosing = a, and = an+1, We obtain that
1
an+1

<1(Ina Inay) < L.
r n+1 n an )

for eachn 2 N.)
(iii) According to part (ii) we have the inequalities

l(In a Inap+1) <
- n+2 n+1
r an+]_

and
1

an+1

1
< F(In an+1  Inan);

for eachn 2 N.
Using these inequalities we get that

1 1 an +2

X Xpn = ~In > 0;
" T e T ann
for any n 2 N, and
1 1 a.n+1
= =In <0
Yt =g 7 a
forany n 2 N.
At the same time
1 ana
Xn = —1In > 0
Yn n p an

for eachn 2 N.

So, the sequence Xn)n2n is strictly increasing and upper bounded,
hence convergent, and the sequence/{)n2n is strictly decreasing and lower
bounded, hence convergent.

Becausenlllim(yn Xn) = 0, it follows that the sequences (X,)n2n and
(Yn)n2n have the same limit. Denoting by (a;r) this limit, we can write
that Xp <Xnp+1 < (&r) <Yn+1 <yn, foranyn2 N.

(iv) From part (iii) we have that

1 1 r 1
Z Zln 1+ - =x1< (ar)<y;= =:
2 T a 1< (&r) <y a

1 1 r
Clearly a T In 1+ a > 0, because In(1 +) <t, for any t > 0.

(v) We have
: (ar) xn+a1 ((&Tr) Xn) _ . Xn+1  Xn _
i 1 1 =lim ——=

n+1l n n(n+1)
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1 1 r
al r}In :n+2 aror " Mo 1
T n+l n+l _ - .
= Jm 1 = Jm 1 Co2r
n(n+1) n(n+1)
taking into account that
r2
1 1 r 1 (a+rx)?
S o1+ (@+rx)2 r g4 "
lim a+ rx r a+ rx — lim a+ rx
x!1 1 T X1 2x+1
X(x + 1) (x2+ x)2
- (x2 + x)? 1

=r° lim = oo
X1 (2x +1)(a+ rx)2(a+ r+rx) 2r

Now, according to the Stolz-Cesaro theorem ([1, pp. 72{74], [5, p. 81],
[7]), we can write that

Tim n( (1) xn)= lim W‘

n

- lim (a;r) xn+11 (ga;r) Xn) _ 1

ni1 1 2r
n+l n
The others two limits can be obtained in a similar way. 2

Remark 2.1. If we choosea=1 andr =1 in Theorem 2.1, then we
obtain results contained in[8] and [2].

3. Approximations for the number (a;r)

Approximations for the number (a;r) can be obtained using the ine-
qualities from part (iii) of Theorem 2.1. Further on we shall prove ner
inequalities which will allow us to give better approximations for (a;r).

Theorem 3.1. Let (an)n2on be a sequence de ned bg, = a+(n 1)r,
for eachn 2 N, wherea;r 2 (0;+1 ).

We consider the sequenceé n)n2n and ( n)n2on de ned by

1 1 1 1, ay r r2
n=—+ —+ + — “In —+ —+ X
aa a a, r a 2a 24aa,
1 1 1 1 an I r2
n=—+ —+ + — Zln —
a1 a an r a 2a 24aap+

for eachn 2 N.
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. 1 1
Also, we consider the sequencé p)n2n de ned so that —+ —+  +

a; ao
1 1 a . -
+ = T In En + n = (a&ar), foreachn 2 N, where (a;r) is the limit of
n
1 1 1, a,
the sequence — + — + + — =In— .
a a an r a on

Then
() n< ns1 < (&r)< p+1 < p,foreachn2 N;

1 1
@ im n°C (&r)  n)= go-and Im n*Cn (&)= o
. 4 . n + n — 97 .
(iii) rI1|'q1 n (a;r) 5 5760 "
(iv) the seqruence( n)n2N IS strictly decreasing, bounded and
nI!I{n n = 2a’
Proof. (i) We have
I S S e LA S
2 Ml T g T a 2a 24aan+
2
+ } In @n+1 + L + 7r =
r a 2a 24daan+
_ 1 }I at(n+)r r re
T at+(n+1)r a 2a 24a(a+(n+1)r)
1. a+nr r r2
+-In ——+ —+ ————
r a 2a 24a(a+ nr)
forany n 2 N[f Og.
We consider the functionf :[0;+1 )! R, dened by
1 1. a+r+rx r r2
fx)=——— =In ——+ —
a+tr+rx r a 2a 24a(a+r +rx)

1. a+rx r r2
+=1In + —+ —

r a 2a 24a(a+ rx)
r

(a+r+rx)?

for eachx 2 [0;+1 ). We have f {x) =

24@+r+ rx)%2 r? .
(@a+ r+rx)[24@+ rr+rx)2+12r(a+ r+ rx)+ r?]
. 24(@+ rx)? r? _
(a+ rx)[24(a+ rx)2+12r(a+ rx) + r?]
144%x2 + (288ar® + 194r%)x + 144a°r* + 194ar® + 37r®
(@a+ rx)(a+ r+rx)2[24@+ rx)2+12r(a+ rx) + r?
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! <

24@+ r+ rx)2+12r(a+ r+ rx)+ r2
for any x 2 [0;+1 ). It follows that the function f is strictly decreasing on
[0;+1 ). Also, we have that XIlilm f (x) = 0. Therefore f(x) > 0, for any

X 2 [0;+1 ), which means that n+2 n+1 > 0, foreachn 2 N[f Og, i.e.
the sequence (n)n2nN is strictly increasing.
We have

0;

1 a r r2
n+1 n= Sin oy + —
an+1 r a 2a 24aan+2

+}|n —+ —+ —
r a 2a 24aan+

1 1. a+nr r2
n ——+ —+

a+nr r a 2a 24a(a+(n+1)r)
a+(n r r re

+}|n _—
r 2a 24a(a+ nr)

for any n 2 N.
We consider the functiong:[1;+1 ) ! R, dened by

1I a+ rx r r2

—t+ —+
a+rx r a 2a  24da(a+r + rx)

9(x) =

1, a r+rx r r2
+-n ——m+ —+ —————
r 2a 24a(a+ rx)
for eachx 2 [1;+1 ): We have
r

QO(X) = m

24@+r + rx)? r? .
(@a+ r+rx)[24(@+ rx)(a+ r+rx)+12r(a+r+rx)+ r?
N 24@+ rx)? r? _
(a+ rx)[24(a r+rx)(a+ rx)+12r(a+ rx)+ r?]

_ 144r%x2 + (288ar® + 94r8)x + 144a%r* + 94ar® 136

T (at rx)2(a+t r+ mx)[24(@ r+ rx)(a+ rx)+12r(a+ rx)+ r2]
1

24(@+ rx)(a+ r+ rx)+12r(a+ r+rx)+ r2 7
for any x 2 [1;+1 ). It follows that the function g is strictly increasing on
[1;+1 ). Also, we have that Xl!ilm g(x) = 0. Therefore g(x) < 0, for any

X 2 [1;+1 ), which means that 41 n < 0, foreachn 2 N, i.e. the
sequence (n)n2n is strictly decreasing.
We havenllilm n= (a;r)and r‘Ili{n n= (ar).

0;
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Now we can write that , < 41 < (&r) < np+1 < g, forany
n2 N.

(i) We have

(@) e (&) ne1) (nt2 ne1) _ 1
nI!Ilm 1 1 B r!l!rln 1 1 T

(n+2)3 (n+1)3 (n+2)3 (n+1)3

taking into account that
. f(x) . f {x) _
xllllm 1 1 B >I<I!r1n 3 R 3 B
(x+2)3 (x+1)3 (x+2)4 (x+1)4

(x+1)(x+2)%qx) _ 1

X 3[(x+2)4 (x+1)4 48"

Now, according to the Stolz-Cesaro theorem ([1, pp. 72{74], [5, p. 81],
[7]), we can write that

I @0 =m0 @n )= im0

(n+1)3
—im &0 nee (@) na) 1
n'1 1 1 48r
(n+2)3 (n+1)3
The other limit can be obtained in a similar way.
(i) We have

ntl1 t n+1 n 1

2

an+1

r2

1 ans1 T r2 an+y T

n+
2
1
+ - —In + —
2r a 2a 24aan+1 2r a 2a 24aan+2
1
2r

1 an r2 an I r2

n —+ + —_—+ —+ —
2r a 2a 2daa, a 2a 24daap+

1 1 a+tnr r r2

= = —t
a+nr 2r a 2a 24a(a+ nr)
1 a+nr r r2

n ——+ —+
2r a 2a 24a(a+(n+1)r)
1 . at(n Lr v r2
2r a 2a 24a(a+(n 1r)

1 a+(n Lr r r2

+—In —+ —+ ———
2r a 2a 24a(a+ nr)

for any n 2 N.
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We consider the functionh : [1;+1 ) ! R, de ned by

h(x) = 1 1, atmx r2
Catrx 2 a 2a 24a(a+ rx)
1 a+rx r r2
—In ——+ —+
2r a 2a 2da(a+r +rx)
1 a r+rx r2
+—|n ——+ —+
2r a 2a 24a(a r+rx)
1 a r+rx r re
+—Nn —+ —+ ——
2r a 2a 24a(a+ rx)
for eachx 2 [1;+1 ). We have
hYx) = r 24(@+ rx)? r?

(a+ rx)2  2(a+ rx)[24(a+ rx)2+12r(a+ rx) + r?]
24@+r + rx)2  r? .
2@+ r+ rx)[24@+ rx)(@a+ r+ rx)+12r(a+ r + rx)+ r?
. 24@ r+rx)2 r? .
2@ r+rx)24@ r+rx)2+12r(a r+rx)+ r?]
. 24@+ rx)2 r? _
2@+ rx)[24(a r+rx)(a+ rx)+12r(a+ rx)+ r?]
=[ 223488'x% 134092&r%"> +( 335232@°r° + 182400r 1Y)x4+
+( 446976@°r® + 729600ar 1%)x3+
+( 335232@°% ’ +1094400°%r° 29476 11)x%+
+( 134092&°r% + 729600a%r®  58952r1%x
22348&°r° + 182400a%r ©  2947&%r°® + 338r1!]
f2(a+ rx)%(a r+mx)(a+r+ rx)[24@+ rx)2+12r(a+ rx)+ r?]
[24@@+ rx)(a+ r+rx)+12r(atr+rx)+ r2[24@ r+rx)%+12r(a r+rx)+r?]
[24@ r+ rx)(a+ rx)+12r(a+ rx)+ r?lg %
forany x 2 [1;+1 ).
The limit can be obtained in a similar way as in the proof of patt (ii).

1,1, 41

. L (a a
(iv) We have , = e aa an (@1 E”, for eachn 2 N.
According to the inequalities from part (i) we can write that

2 2
r r r r

—+ — < < —+ :
2a 24aap+1 2a 24aan

for eachn 2 N.
From here it follows that the sequence (n)n2 is strictly decreasing and

lower bounded, and that Iim , = L. 2
n'l 2a
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Remark 3.1. If we choosea = 1 andr = 1, then in part (iv) of
Theorem 3.1 we obtain a problem proposed by B. Ramazan and L. Lazarovici
[6], problem which was solved by L. Toth[9], proving that

1+}+ +1 In n+}+i<<
2 n 2 24n
<1+}+ +1 In n+}+ !
2 n 2 24n+1)

for eachn 2 N.
Remark 3.2. The approximations which are obtained for (a;r), with
the help of the inequalities from part(i) of Theorem 3.1, are quite good
From the inequalities given in part (i) of Theorem 3.1 we obtain, from
1< (a;r) < 1, for example:
1.1

1:1342::: < 55 < 1:1614:::; 1:2268::: < %;1 < 1:2794:::;
1:3503::: < %;2 < 1:4289::: ; 0:5371::: < 1;% < 0:5426::: ;
0:5671:::< (1;1) < 0:5807:::; 0:6134::: < (1;2) < 0:6397:::;
0:2598::: < 2; % < 0:2607::: ; 0:2685::: < (2;1) < 0:2713:::;

0:2835::: < (2;2) < 0:2903:::
and, from < (a;r) < 2 we get, for example

1:1508::: < %% < 1:1563::: ; 1:2665::: < %;1 < 1:2720:::;
1:4176::: < %;2 < 1:4217:::; 0:5395::: < 1;% < 0:5414:::;
0:5754::: < (1;1) < 0:5781::: 0:6332:::< (1;2) < 0:6360::: ;
0:2600::: < 2; % < 0:2605::: ; 0:2697::: < (2;1) < 0:2707:::;

0:2877:::< (2;2) < 0:2890:::.

Theorem 3.2. Let (ap)n2n be a sequence de ned bg, = a+(n 1)r,
for eachn 2 N, wherea;r 2 (0;+1 ).

We consider the sequencefAn)n2n and (Bn)nzn de ned by

2 r2
An n+ 48a§+1 and B, n 48aﬁ+1 ;

for eachn 2 N, where( )n2n and ( n)n2n are the sequences from the enun-
ciation of Theorem 3.1.

Also, we specify that (a;r) is the limit of the sequence

1 1 1 1 a
,lnin

—+ =+ + = :
ag dp dn r a oN

Then
() Apn <Apa < (&r)<Bnps <Bp, foreachn 2 N;
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83

. , _ 277 : SN =
(ii) lim n*( (a;r) Ap)= ——— and lim n*Bn (ar)) = 5760

5760
Proof. (i) We shall use the functionsf :[0;+1 )! R and
g:[1;,+1)! R dened as in the proof of Theorem 3.1.

We have

2 2

r r
n+l F 3 3 =
48a;,; 4835,
2

Ant2  Ans1 = ne2

_ r2 r

= + .
2 T a8@+ (n+2)r)3  48@+ (n+1)r)3’
forany n 2 N[f Og.
We consider the functionF : [0;+1 )! R, de ned hy
2 2

r r
48(@+2r + rx)3  48(@+ r + rx)3’
for eachx 2 [0;+1 ). We have

r3 r3

0 = 19 16(@+2r + rx)4 " 16(@@+ r + rx)4 -

= 8864+ 6204&r!!+72336r'2 x5+ 186144°r10 +434016arlt+
+247520r12 x5+ 31024G3%r° + 10850408%r 1° + 1237600ar 1! + 456204r 12 x4+
+ 31024@% 8 + 1446720%r° + 2475200°r 10 + 1824816ar ! + 483110r 12 x3+

+ 186144°r 7 + 10850408 + 2475200a°r °+

+2737224a°r 10 + 1449330ar 1! + 28849212 x2+

+ 6204&°r% +434016a°r 7 + 1237600a"*r & + 1824816°r °+
+1449330°r 10 + 576984ar ! + 86997r 12 x+
+8864a’r® + 72336a°r® + 2475208°r 7’ + 456204a%r® + 483110a°r %+
+2884922%r 19 + 86997ar ! + 9472r 12
16(a+ rx)(a+ r + rx)*(a+2r + rx)* 24(@@+ rx)?+12r(a+ rx) + r?

F(x)=f(x)+

24+ 1+ rx)2+12r(@+r+x)+ 12 <0

for any x 2 [0;+1 ). It follows that the function F is strictly decreasing on
[0;+1 ). Also, we have that XIlilm F(x) = 0. Therefore F(x) > 0, for any

x 2 [0;+1 ), which means that An+2  Ap+1 > 0, foreachn 2 N[f QOg, i.e.
the sequence Ap)non is strictly increasing.

We have
Bn+y1 Bn= n#a1 n I‘2 + r =
48&ﬁ+2 48aﬁ+1
r2 r2

— + .
"N 8@+ (n+1)r)3 48@+ nr)d’
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forany n 2 N.
We consider the functionG : [1;+1 ) ! R, de ned hy

r2 r2
G(x) = g(x) 48(a+ r + rx)3 ¥ 48(a+ rx)3’
for eachx 2 [1;+1 ): We have

3 r3
16(@+ r + rx)* 16(@+ rx)* -
= 26561x%+ 1593arl0+5840r1t x>+ 3984G%r° +29200ar 0+
+4368r't x*+ 5312@%r8 +58400a°r° + 17472ar' + 13561t x3+
+ 3984&%r ’ +58400a%r® + 26208a%r° + 4068ar1° + 290r 1! x2+
+ 1593@°r® +29200a*r’ + 17472a%r® + 4068a%r°® + 580ar1® + 68r1! x+

+2656a°r° + 5840a°r 6 + 4368a*r 7 + 1356a°r8 + 290a%r® + 68ar® 131!
n

6@+ rx)*(@+r+rx)* 24@ r+rx)(a+ rx)+12r(a+ rx)+ r?

GYx) = gAx) +

24(a+ rx)(a+ r+ rx)+12r(a+ r+ rx)+ r? ts 0;

for any x 2 [1;+1 ). It follows that the function G is strictly increasing on
[1;+1 ). Also, we have that XIlilm G(x) = 0. Therefore G(x) < 0, for any

X 2 [1;+1 ), which means that Bh+1 Bp < 0, for eachn 2 N, i.e. the
sequence Bn)n2on is strictly decreasing.

We havenllilm An= (a;r)and nIli{n Bn= (a;r).

Now we can write that An < A}Hl < (a;r) <Bn+s1 < By, for any
n2 N.

(i) The limits can be obtained in a similar way as in the proof of part
(i) of Theorem 3.1. 2

Remark 3.3 . The inequality A, < (a;r), foreachn 2 N, whena=1
andr =1, was given by T. Negoi in[4], where (An)n2n iS the sequence from
the enunciation of Theorem 3.2.

Remark 3.4 . From the inequalities given in part (i) of Theorem 3.2
we obtain, from A1 < (a;r) <B 1, for example:

[EnY

1:1394::: < %% < 1:1562:::; 1:2329::: < E;1 < 1:2732:::;
1:3556::: < %;2 < 1:4236::: ; 0:5386::: < 1;% < 0:5410:::;
0:5697::: < (1;1)< 0:5781:::; 0:6164::: < (1;2) < 0:6366::: ;
0:2601::: < 2; % < 0:2604::: ; 0:2693::: < (2;1) < 0:2705:::

0:2848:::< (2;2) < 0:2890:::
and, from A, < (a;r) < B, we get, for example
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1:1523::: < %% < 1:1547:::; 1:2679::: < %;1 < 1:2707:::;
1:4185::: < %;2 < 1:4208:::; 0:5401::: < 1;% < 0:5408::: ;
0:5761::: < (1;1) < 0:5773:::; 0:6339::: < (1;2) < 0:6353:::;
0:2602::: < 2; % < 0:2603::: 0:2700::: < (2;1) < 0:2704:::;
0:2880::: < (2;2) < 0:2886:::.
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O demonstrate simp&a pentru inegaliatle lui Blundo n
Marian Cucoanes Y

Abstract . In this note we prove Blundon's inequalities in a simple and
elegant way. Our proof relies on a well-known trigonometric in equality.

Keywords:  geometric inequality, Blundon's inequality, Gerretsten's in -
equality.
MSC : 26D15.

Forma cunoscut a inegaligii lui  Blundon este urnmatoarea:
f(Rir) P F(Rr);

unde p
f(R;r)=2R?+10Rr r? 2(R 2r) R(R 2r);

F(R;r)=2R?+10Rr r?+2(R 2r) R(R 2r):
N . . .
In continuare vom demonstra aceste inegaliai.

D profesor, Gr. S. Maesesti, jud. Vrancea.
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Pentru "nceput demonstam urmatoarea lena:

Lema. Da@a ; ; ;X;y;z 2 R cu proprietateax +y+ z= , atunci
are loc ineglitatea2 cosx+2 cosy+2 cosz 2+ 2+ 2
Demonstrate. Cmx+ y+ z= rezulacosz= cosik+ y)si are

loc egalitatea
( siny  sinx)2+( cosy  cosx)’=
= 2+ 2+ 2 2 cosx 2 cosy 2 COSZ

de unde rezulta imediat concluzia.

Demonstam acum urmatoarea teoremna:
Teorena. Pentru orice triunghi ABC si pentru orice nunmar real m
are loc inegalitatea

m pP+2 m? 5m+2 R r+(m 4?2 (m+1)? R%
Demonstrate.  Fie ABC un triunghi oarecaresi t 2 R. fn inegalitatea
din lema precedent llam
x=A; y=B; z=C;
= COSA + t; =CcosB + t; =cosC+ t:
Astfel obinem
2cosA(cosB +t) (cosC + t)+2cosB(cosA +t) (cosC + t)+
+2cosC(CosA + t) (cosB +1) (COSA + t)2+ (cosB + t)%+
+(cosC + t)?, 2cosA cosB cosC + t(cosB +cosC) + t? +
+2c0osB cosA cosC + t(cosA +cosC) + t? +
+2cosC >%osA cosB +)t<(cosA +cosB)+ t?

CoOLA +2t  cosA +3t?,

Y X X
, 6 COsA+4t cosA cosB +2t2  cosA
X X
COSA +2t  cosA +3t?,
Y X X
., 8 CcosA+4t cosA cosB + 2t2 2t CosA 3t?+1;
X Y
ultima echivalerd avand locn virtutea faptului @ co¥A=1 2 CcosA.
Folosim, n continuare, urmatoarele egaliai:
X r
CoOsA =1+ —
R
X 2 2
pc+4Rr +r r
cosAcosB= ——— = 1
4R? R
Y 2p? BRr  2r2
2 COsA = P 2

4R?
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Obinem
2p> 8Rr 2r? p?+4Rr+r% r
4 2 +4t —————  — 1 +
4R2 4R? R
r 22 o 1+% A2+1
, (t+2) pP+2 t2 t 4 Rr+(t 2r? (t+3)%R?% 1)

Inegalitatea (1) este adewarat pentru orice triunghi ABC si pentru
oricet 2 R.

T inegalitatea (1) punemt = m 2si obinem exact inegalitatea din
concluzia teoremei.

Consecina 1.  Pentru orice triunghi ABC si pentru orice m > 0 are
loc inegalitatea

p> 2R?+10Rr r?+m R(R 2r)+ % (R 2r)%
Demonstrate.  Din teorema precedent avem
mp>+2 m? 5m+2 Rr+(m 4)? (m+1)%R?

sicum m > 0 rezula

p2+3 m? 5m+2 Rr+i(m 4)r? l(m+1)2R2,
m m m

1
. p° 2R?2+10Rr r?+ mR(R 2r)+a(R 2r)?:

Consecing 2. fh orice triunghi ABC si pentru orice m < 0 are loc
inegalitatea

p? 2R?+10Rr r?+m R(R 2r)+ % (R 2r)%
Demonstrate.  Din teorema precedent avem
mp?+2 m? 5m+2 Rr+(m 4?2 (m+1)2R?
si cum m < 0 rezula:

2 1 1
p’+ — m? 5m+2 Rr+ —(m 4)r? =(m+1)7?R?,
m m m

1
, p° 2R?2+10Rr r?+ mR(R 2r)+E(R 2r)?:

Suntem n masua acum s demonstam inegaligile | ui Blundon.

Daa triunghiul ABC este echilateral atunci inegalitile lui Blundon
sunt evidente. De fapt, “n acest caz avem egaliai.

Presupunem deci @ triunghiul ABC nu este echilateral. fn acest caz,
inegalitatea lui Euler R 2r este strich. Deci avem R 2r > 0.
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. . . . r .
fh inegalitatea din consecinf 1 ltam m = > 0si cum pentru

r

m = o avem
- R
1 2 P
m R(R 2r)+ E(R 2r)°=2(R 2r) R(R 2r);
obinem p
p> 2R?>+10Rr r2+2(R 2r) R(R 2r):
Am obinut astfel inegalitatea din drepta a lui Blundon.
n. . . . R 2r .
In inegalitatea din consecinf 2 ltam m = R < Osi cum
r
2r
pentru m = avem
1 2 P
m R(R 2r)+ E(R 2r) = 2(R 2r) R(R 2r);
obinem

P
p>° 2R?+10Rr r?2 2R 2r) R(R 2r):
Am obinut astfel inegalitatea din stanga a lui Blundon.

Observati. 1) Da@ "n inegalitatea din teorema precedenf ltam
m = 1, atunci obinem inegalitatea p>  4R? + 4Rr + 3r? (inegalitatea
lui Gerretsen).

2) Da@ n inegalitatea din teorema precedent ltam m = 1, atunci
obinem inegalitatea p?> 16Rr  5r2.
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Noi re ecti asupra domeniului meu de entuziasm 1)
George Dinc a?

Stimate Domnule Rector,

Doamnelor si Domnilor,

fn cele ce urmeaza va vorba de cateva ganduri mzlet, simind nevoia
de ordine, iesite dintr-o @htorie lezardah ficut a pe acest munte impurator
al spiritualiaiii umane care este Matematica. Muntele” ncepe de jur"mprejur,
iar potecile sunt rare. Unde nu m-am putut urca, m-am uitat, mulumin-
du-ma cu cateva imagini vaporoase.

».Ma gasesc printre dumneavoasta ca reprezentantul unei stiine pe
care, cei mai mulf, o socotesc mohorags, pentru care lumea are 0 deosebit
groaa, faa de care chiar respectul unora nu e lipsit de un or care ine pe om
la departare; n scurt, reprezint ostiire puin sim  pati@: matematica.\ Asa
Mcepe discursul de recepfe al luiGheorghe Tieica la Academia Romarg, la
29 mai 1914. Faa de singuatatea™ care se a a Tieica ‘n urnma cu aproape
0 sut de ani, s-a schimbat ceva esenial 'n starea de singatate a matema-
ticianului? Este ntrebarea pe care si-o pune Solomon Marcus™ propriul
discurs de recepfie, intitulat ,,Singuatatea matemati cianului\. Raspunsul
[u este 'n egah masurl dezarmantsi provocator. S-a schimbat, da, ™ sensul
agrawarii situaiei, ca urmare a faptului @ limbajul ma tematic a devenit tot
mai complicatsi, vorba lozofului francez Michel Henry, constituie o barbarie
(vezi, La Barbarie, Grasset, Paris, 1987).

Se ralia astfel lui George Steinercare ™ ,,Language and Silence\ (Athe-
neum, New York, 1967) pleda pentru un punct de vedere similar Nici
Schopenhauern-avea o farere prea favorabih despre matematia si despre
matematicieni, iar Geethe, pe care-I ciam din ,,Convorbirile cu Eckermann\
Zicea:

»Matematicienii sunt ca francezii; le pui o problena, ei o trec pe limba
lorsi mai departe nu mainelegi nimic.\ De aici s-a dedu s uneori @ Geethe
nu-i agrea pe matematicieni. Este "nsa mai potrivit &2 cr edem @ autorul lui
»Faust\, cel care M ultimele clipe ale vieii simea ne voia de lumima, de mai
mula lumira, avea o profunda nelegere a naturii act iviaii matematice,
care se manifest un mod speci ¢ de a distinge un enuntcu ses de unul i
senssi o0 percepie speciah a demarcaiei dintre claritate si obscur.

-l asculam acum pe Antoine de Rivarol cel ce a jucat un rol atat
de important ™ dezvoltarea limbii franceze. fn 1784 el a devenit (abturi de

DLecie tnua m Aula Mare a Universiaii din Bucure sti, la 7 octombrie 2009, cu
prilejul deschiderii anului academic 2009-2010.
2) prof. univ. dr., Universitatea din Bucuresti
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Johann Christoph Schwab laureat al Academiei din Berlin cu al lui ,,Discurs
asupra universaligi limbii franceze\. fh acest , discurs\, la un moment dat
zice: ,Des philosophes ont demanck si la peng peut exister sana parole ou
sans quelques autres signes. Non, sans doute... C'est damsgarole que se
fait la \eritable gereration de la penge. Le langage ed sans doute la plus
ckle image de la pensel Dar, daa limbajul este cea mai deh imagine
a gandirii, atunci trebuie s accepam @ gandirii mat ematice trebuie s-i
corespund un limbaj speci c (,limba lor\, a matematicie nilor, la care ficea
referire Gathe). Se poate face "hsa ceva pentru ca, Ba a renunt la rigoare,
acest limbaj &2 poaa ,umanizat\? Intrebarea e veche. S-o punea, de
exemplu, matematicianul Dan Barbilian dar” mspundea poetul lon Barbu.
Amintif-\a poezia lui intitulat ,,Umanizare\:

Castelul au de ghiaa I-am cunoscut Gandire;

Sub tristele-i arcade mult timp am agcit,

De noi desprinderi dornic, dar nici o oglindire
T stinsele-i cristale ce-ascunzi nu mi-a vorbit.

Dum Henri Poincae , unul din instrumentele principale ™ realizarea
acestui proces de umanizare st " cultivarea intuifei, n conjuncie cu ri-
goarea: ,Sans elle, les jeunes esprits ne sauraient s'ieit a l'intelligence
des Mattematiques; ils n‘apprendraient pas les aimer et ny verraient qu'une
vaine logomachie; sans elle surtout ils ne deviendraient jaais capable de
les appliquer.\ ,Fara ea (n.a. adi@, Ba intuiie)  spiritele tinere n-ar sti
| se iniieze n inteligenta matematicilor; n-ar nv al | le iubeasa@si n-ar
vedea ele decéat o logomahie inutik; Bia ea, mai ales, n-ar deveni niciodaga
capabile s aplice matematicile.\

Doamnelorsi domnilor,

Cu aceasht introducere, un pic excesiwa, ‘ncalc, de o marea agrana
una din regulile de baza despre structura discursului: crile de retori@ ne
mved @ introducerea trebuie sa e scurl, @ treb uie mers direct la obiect.
Ne mai nvad, aceste ari, @ trebuie 1 "ncepi cu “ncredere casi cand ai
convins @ oamenii @rora te adresezi au venit special petnu tine. Am \azut
si am ascultat pe cineva care satishcea 'n mod natural aeast condife.
Tinea, M anul universitar 1963-1964, n am teatrul Odobescual Faculgii
de Limka si Literatua Roméara, un curs despre Mihai Eminescu. S zice,
Mtr-una din leciile sale de deschidere:

»Intru la clas cu convingerea, poate nai\a, @ cine a venit & ma asculte
nu se poate mulumi cu cursul scrissi nici cu un suplinitor. S ma consider,
permanerd, propriul meu student veritabil.\ Ai ghici t. Este vorba despre
G. Gulinescu.

Mai spun aceste ari @, doamne fereste sa “ncepi un discurs prin a te
scuza (de exemplu, "mi cer scuze, nu sunt un foarte bun oratpdar...).
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Fam a-mi cere scuze, nmarturisesc @ na a u ntr-o sit uaie deloc con-
fortabib. Mai "tai, pentru @ na adresez unui public care se situeaza, ha
Mdoiah, la standarde de cultua foarte "alte dar, * n acelasi timp, este foarte
eterogen.

fn al doilea rand pentru @ nu fac matemati@, nici macar nu expun
matemati@ ci vorbesc despre matematia.

Nu mi se ntamph des dar, ori de cate ori mi se tadmpla, trebuie |
depsesc bariera psihologi@ generaf de spusele unumatematician impor-
tant pe nume Godfrey Harold Hardy (1877-1947). El a publicat, m 1940, la
Cambridge University Press, un eseu intitulat: ,,A Mathematician's Apolo-
gy\. Exisa"n acest eseu un pasaj care m-asocat:

»Nu existn dispret mai profund si, n fond, mai legitim , decat acela al
oamenilor care fac pentru cei careexpli@. A expune, a criticasi a aprecia
reprezine 0 mun@ pentru mini de categoria a doua.\

fn urma cu caiva ani am avut o lung discuie cu profeso rul Solomon
Marcus ™ legatua cu aceste zise ale lui Hardy si am ajuns la concluzia a
armaia lui este falsaa. Spre justi care vom face un rai onament pe care /A
mastenim de la vechii greci, care era foarte drag IuEuclid si care se numeste
reducere la absurd.

Structura unui astfel de raionament este urmatoarea: presupunem @
teza’n chestiune ar adewaraa. O asociem cu o ala teza despre care stim
@ este adevaran. Da@ din aceash asociere se ajungela o contradicie
Mseamra @ teza M chestiune este falsa. Aplicat la cazul nostru, acest tip de
raionament da urmatoarele.

S presupunem @ teza lui Hardy ar adewaraf.

Odag, rugat s explice fundamentele teoriei relativit afi, Einstein a
Spus: cunosc pe cineva care poate s le explice mai bine dgahine: profe-
sorul Minkowski. Daa teza lui Hardy ar adewarah ar rezulta@ Minkowski
era o minte de categoria a doua. Or, aceasta contrazice un fapinanim re-
cunoscut: profesorul de geometrie al luiEinstein era un matematician de
prima categorie.

S mergem, asadar, ‘mpreura mai departe. \a promit @ voi ncerca
f umanizez aspectele mai tehnice, inevitabile ntr-o ael de expunere. Lu-
crurile trebuie ficute cat mai simplu cu putirh™msa  nu mai simplu de atat.
Tn parantea e spus, desi spusese @ ,,nu “nelegi un lucru pe deplin decat
da@ poft sa-1 explici bunicii\, atunci cand admitea s a explice unui public mai
puin avizat ce "nseamra teoria relativiaii, autor ul ei o ficea de maniera
urmatoare:

»,Pune méana pe o sola erbinte un minutsi f se va jarea 0 oml. Stai cu
0 persoara frumoasa o0 oasi i se va @rea un minut. Ast a e relativitatea.\

n ratonamentul de mai sus intervin dowa cuvinte a @ror semni cafe
trebuie hmurit: cuvantul geometrie si cuvantul mat ematician. Cu tofi am
agt un pic de geometrie si, la acest stadiu al expunerii, putem améane
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Cu ceea ce ne-a mmas din ceea ce am “matt cand am agt. Lucrurile
se complia s cand vorbim despre matematician. Cu sgritul sau ludic ce
I-a Bcut atat de celebru, Moisil a spussi a scris: ,,Numesc matematician
pe cel care face matematia.\ (n particular, mi-a spus: dup cum vezi, nu
stiu | spun, prin de niie, ce nhseamra &4 | matemat ician, dar eustiu cine
estesi cine nu este matematician. Un colegsi prieten loof s-a aatat foarte
interesat atunci cand i-am povestit toate acestea, dar moivaia interesului
{Uu este o alb poveste).

Revenind la ,,de nifa\ dab de Moisil matematicianului ea conduce,
mod natural, la urmatoarea reacie: spunei-ne, atunci , ce ‘nseamra ,,mate-
mati@\si ce nseamra ,, < faci matematia\.

S vorbim, tai, despre matematia.

Lumea matemati@ este o lume inefabil, " primul r&nd p entru @ nu se
poate de ni. Cand li se cere de niia, matematicienii fac un ocolsi maspund
prin a indica unele atribute ale domeniului lor; o de niie direct, cat de cat
scure a matematicii este evitah. Din acest punct de vedere, matematica
se aa’n situaia artei, la fel de imposibil de de nit, ba chiar a unor genuri
literare.

laf ce spune, ' acest sensNicolae Manolescu™ cheierea arii sale
»Arca lui Noe\ (subintitulag, ,,Eseu despre romanul rom anesc\):

,,’I\mi amane s ma ntreb, la sfasitul acestei art i, daa putem da o
de nite a romanului. Cercettorii genului n-au propus prea multe, desi l-au
descris minufos. Poate pentru @, asa cum arma M. Bahtin, el este singu-
rul genn devenire printre genurile nitesi parfal moa rte\. Devenirea nu se
de neste. S astepam ca genul literar cel mai popular a | vremii noastre saasi
Mceteze crestereasi, odat dobandia forma nin , a’nceap | moaa? Sau
{ ne Mtoarcem la prima lui copiarie, cand nimeni nus tia ce se va alege de
acest u bastard al eposului clasic, si &8 accepam de nifa glumea a lui
Thibaudet, bazat pe un joc de cuvinte (' francea le roman nseamra de-
opotriva romanul si limba romani@ )? ,,Romanul, dupa cum” arat numele,
Mseamra o scriere M limba vulgarl, spre deosebire de @ierea normah, de
scrierea propriu-zisa, care, pe vremea clericilor-arurari se redacta n limba
latira. Mod de a recunoaste “'n ncheiere @, da@ sti u, n oarecare nasua
ashzi, cum este romanul, nustiu catwsi de puin ce este el.\

Un alt argument n susinerea caracterului inefabil al matematicii: este
contrastul dintre modul ™ care se prezint publiculuis i cel™n care araf viaga
ei ascunsa. La suprafad, matematica este dominata de deducii, de formule
si de algoritmi; ea procedeaz de la de niii, lemesi te oreme la demonstraii,
corolaresi exemple.in @utrilesi famantrile ei’'ns, ea este sta  tatua de
Mtrelari, ncerari, eziari, greseli, esecuri, tatorari, analogii, asocieri de tot
felul, amintiri din ce-am tait sau ce-am visat caAndva, re prezengri vizuale,
tesari pe exemple particulare, miari, intuiiisi em  ofi.
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Simptomati@ pentru discrepanta dintre aparent si su bstant mate-
maticii este distanf, care poate foarte mare, dintre mom entul gasirii unui
rezultatsi cel al con rrrarii sale prin demonstraie. To tul se mtamph ca™
celebra re ecie a lui Blaise Pascat pentru a porni ’n @utarea unui lucru,
trebuie mai tai sa-1 gasim. Nu este nici o contradict ie aici. Gasirea este
abductiva, iar @utarea urnareste o con rmare deducti \a.

fn viziunea »ldeilor primite\’n sensul lui Flaubert, cea mai aspandia
este ,,matematicastiind exact\.

Da@ ne uiam, de exemplu, " Wikipedia vom vedea @ aced clseu se
bazeaz pe alte dowa clsee: ,,matematica,stiinh a cantigii\si ,,matematica,
stiirh a naturii sauki societi\, acestea ind a  tributele eseniale ale stiin-
elor exacte. Primul clseu domirasi acum percepia ¢ omura a matematicii,
dum cum rezult din de nifa ei 'n DEX: ,stiina car e se ocum cu studiul
marimilor, al relaiilor cantitative si al formelor spa iale (cu ajutorul raio-
namentului deductiv)\.

Al doilea clseu rezula din asimilarea matematicii cu do meniile n care
ea se valori @. Corstieni de toate aceste falsi @ri ale naturii reale a dome-
niului lor, matematicienii din a doua junatate a secolului trecut au propus
versiuni alternative:

{ studiu al formelorsi evoluiei lor ( R. Thom)

{stiirh a modelelor ( L. Steen)

{ corp de cungcstine centrat pe conceptele de cantitate, sructua, spaiu
si micare

{stiinta care dezvolta concluzii necesare.

Fiecare dintre ele prinde cate un aspect, dar niciuna nu sega mate-
matica de toate celelalte domenii.

Matematica are un potenial stiini c, are si unul arti  stic, are si unul
loso c¢; dar ea mméane, “n concertul culturii, 0 voce sep arat, inconfundabih.

S @mtrundem acum ‘n viak matematicianului (adi@, a mintif-a, a
celui care face matemati@), n nmasura " care, circumdanele " care ne
aamsi cuncstinele noastre ne-o permit.

Avem " vedere pe matematician "n ipostaza sa majoe.

A te pretinde matematician este o cutezara pe care puine persoane
M cuncstird de cauza si-o pot permite. T cartea sa ,La valeur de la sci-
ence\ H. Poincae zice: ,,On nat mattematicien. On ne le devient pas.\
(Matematicienii se nasc, nu se fac).

fha din secolul al 17-lea, Boileau, , legislatorul Parnasului\, ne spune
acelasi lucru despre poet:

»,Zadarnic vrea, prin versuri, semeul autor
S-ajungn, sus, pe culmea Parnasului, wsor:
Al muzei su u tainic din cer cand n-a simit,
lar steaua-i din rascare poet nu I-a menit,
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N . . .
In stramta lui gandire amane pururi sclav;
E surd pentru el Febus, iar Pegas cu rarav.\

(Boileau, ,,Arta Poeti@\, ESPLA, 1957; traducerea: lonel Marinescu)

Norbert Wiener si-a permis sasi intituleze autobiogra a ,,Sunt mate-
matician\. 9 Moisil credea @ s-a rascut matematician. A spus-o Mtr-o
emisiune a televiziunii romane, prin ianuarie 1970. fntrebat ,,cum ai de-
venit matematician\ a aspuns: ,,matematician m-am rasc ut. Dumneata vrei
poate s stii cum am ajuns @2 ma ocup cu matematica\. Paul R. Halmas
s, cu o foarte bura reputaie matemati@, ns|a cu o clas sub cea a lui
Wiener a fost mai prudentsisi-a intitulat volumul sau de memori i ,,| want
to be a mathematician".

Matematicianul, casi pictorul sau poetul, este un creator de modele.
El n-are alt material cu care s lucreze decat ideile. De aeea, modelele lui
ausansa s dureze mai mult decét cele ale pictorului sau petului, @ci ideile
se uzeaz, cu timpul, mai puin decat vorbele sau culorile. ,,Sa vedem cum
se plimka ideea peste veacuri\ ziceNoica, iar Moisil : ,,Imi place s urmaresc
drumul fascinant cand o idee devine prejudecat, cand sénaieste ca omul
ajuns la latranee, cand tot farmecul tinereii lui s- a iaurit n autoritate\.
Solomon Marcus crede @si Arghezi l-ar invidiat pentru o creaie lexicah
precum verbul ,a (se) iaurf\ntr-un context ce-i confe & 0 conotaie atat de
stranie.

Realiarile matematice, oricare ar valoarea lor intrins e@, sunt cele
mai durabile decat toate. Putem constata acest lucru chiarla civilizaiile
semiistorice.

Civilizaia babiloniarasi cea asiriara s-au stins.

9 totusi, matematica babiloniara continla 1 e inte  resant. Dar cazul
crucial este, ilma ndoiah, acela al grecilor.

De Arhimede ne vom amintisi atunci cand Eschil va uitat, inda™n
timp ce limbile mor, ideile matematice taiesc.

Nicio stiilh nu are standarde de calitate atat de preci se si unanim
acceptate iar oamenii amintii de istorie sunt aproape mtotdeauna cei ce o
merie. Renumele matematic, da@ ai ,,capitalul\ necesar pentru a-I dobandi,
reprezing una din cele mai solide si mai ferme investiii. S totwsi, cat de
dureros este @ simi @ ai putea | esuezi.

Bertrand Russelly povesteste lui Hardy un vis groaznic.

Se a a cam prin anul 2100 e.n la etajul de sus al bibliotecii uiversitare.
Un funcionar al bibliotecii se mvértea pe lang raft uri cu un cos enorm M
mara. Scotea carte dup carte, se uita la ea, apoi o punead loc /M raft
sau o arunca la ccs. Ajunse la trei volume mari, pe caréRussell putea s le
identi ce drept ultimele exemplare mmase din ,,Principi a mathematica". Lwa
unul din volume, asfoi cateva pagini, @ru intrigat tim p de cateva clipe de
acel curios sistem de simboluri, nchise cartea, o cumgitn marasi ezita...
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Desigur, casim ideisi’n poezie. Probabil @ Nichita Sanescu asta vroia
{ spura cand spunea. ,Matematica s-0 scriind cu cifre, dar poezia nu se
scrie cu cuvinte\ (dar ca sa nelegem mai bine ar trebui &2 ne toarcem la
»Necuvintele\ sale din 1969si la ,,Respiari\ din 1982).

Cred msa @ se exagereaza important ideilor m poezie. Poezia nu este
doar lucrul pe care-l spui cisi modul ™ care-| spui (dar asipra acestui aspect
sper @ am timp s revin).

Modelele matematicianului casi ale pictorului sau poetului trebuie s
e frumoase. fn lume nu exist loc durabil pentru matematica uras.

Se pare @ nici pentru literatura plicticoasa un asemenealoc nu exish:

,» NU prea citim poefi rascui | plictiseasa,
Da@ pe-acelessi tonuri Mcear@a | gaias@\

(Boileau, ,,Arta poeti@\, Cantul 1)

»uasc, din plin, sublimul greoi, plictisitor;
Prefer pe Ariostosi pe eroii-i comici,
Decéat poefi searbezisi recisi melancolici.\

(Boileau, ,,Arta poeti@a\, Cantul IlI)

Desigur @ este extrem de di cil &1 de nim frumosul™n mat emati@, dar
lucrul acesta este tot atat de adevarat pentru orice fel defrumos.

S-ar putea |2 nu ne cam seama ce “nelegem printr-un poemfrumos cu
toate @ aceasta nu ne ‘mpiedi@ s recunoastem un asenenea poem atunci
cand A citim.

Realitatea este @ exish cateva subiecte ,,mai populae\ decat mate-
matica. Cea mai mare parte dintre oameni preuiesc "tr-o oarecare nasuga
matematica, tot asa cum cei mai muli dintre ei pot gusta o m elodie agreabih.
Probabil, msa, @ oamenii pe care-i intereseaz cu adearat matematica sunt
mai numercsi decét cei pe care /Y intereseaza muzica. Aprenele sugereaa,
poate contrariul, dar explicafile sunt uisor de gsit. M uzica poate servi la
stimularea emotei M mas, pe cand matematica nu.

Lipsa de simtmuzical este considerat drept un lucru oarecum jenant.
fn schimb, cei mai muli dintre oameni sunt atat de intimid ai de faima
matematicii ncat sunt gata, tr-un mod cat se poate de sincer, |1 exagereze
lipsa lor de pricepere tr-ale matematicii.

Matematica cea mai bura este, n egah masug, frumoasasi serioas.

O problerma desah poate frumoasa. Ea”f ca un orinte lectual cand
0 nelegi si o rezolvi. O problema de sah este un imn adus matematicii
iar jocul de sah este un joc (pentru @ impli@ o componenta psihologi@)
dar este si matemati@. Dar este o matemati@ banah. Oricat ar de
ingenioas si de complicag, oricat de originale si de surprinatoare ar
mbarile, problemei desah /i lipseste ceva: important (seriozitatea exprina
mai bine ceea ce vrem @ spunem). Noi am gandi la fel si dax jocul de
sah nu ar fost inventat, pe cand ideile lui Newtonsi Einstein si modelele
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matematice construite cu ele au in uenatsi au modi cat m odul de a gandi
al oamenilor.

Seriozitatea unei teoreme matematice consam semni cda ideilor ma-
tematice pe care le leaga ntre ele.

O idee matemati@ este semni cativa daa poate legah "Mtr-un mod
simplusi luminos cu un vast complex de idei matematice difeite.

Seriozitatea unei teoreme nu consh " consecinele ei are sunt doar
dovada acestor serioziai, ¢ci“n coninutul ei.

Eminescu a avut 0 in uerd imensa asupra dezvolarii limbii rom” ane
iar Traian Demetrescu niciuna. Dar nu din cauza aceasta a fostEminescu
un poet mai bun, ci pentru @ a scris poezie mult mai bura.

Frumuseka unei teoreme matematice depinde " foarte mag nasua
de seriozitatea ei, dum cum " poezie, frumuseta unui ers depinde, Mtr-o
oarecare masum de semni caia ideilor pe care le conine. fmi permit dowa
exemple, cer scuze "n fal specialstilor pentru modul impresionistsi un pic
naivn care le interpretez.

Amintii-\a cum cepe ,,Sara pe deal\:

»,Sara pe deal buciumul sura cu jale,
Turmele-l urc - stele le scama-n cale,
Apele plang clar izvorand " fantane,

Sub un salcadm, draga, m-astepi tu pe mine.\

si comparai cu nceputul poeziei ,La steaua\:

,, La steaua care-a asrit

E-o cale-atat de lung,

Ga mii de ani i-au trebuit
Luminii &2 ne-ajunga

Poate de mult s-a stins n drum
fn departri albastre,

lar raza ei abia acum

Luci vederii noastre.\

fn ambele, modelul verbal este la fel de frumosfn cazul versurilor din
,La steaua\, ns, ideile au o semni caie, teza e logi@a astfel ncat emoiile
noastre sunt mult mai profunde.

fn Mcercarea de a oferi exemple de teoreme serioase, surezhvantajat
de restricfile pe care sunt obligat @ mi le impun. Aceste exemple trebuie
e simplesi wisor de neles de @tre cititorii care nu a u cuncstine speciale
matematia.

Voi enunta dowa dintre faimoasele teoreme ale matematicenilor greci.
Sunt teoreme ,simple\, atat ca idee céatsi ca forma dar, 'n acelssi timp,
Bl nici o ndoiah, teoreme de cea mai nalt clasa . Fiecare din ele este
si ashzi tot atat de proasmt si de semni cativa ca  “n vremea cand a fost
descoperiti. Cei dowa mii de ani care au trecut de atunci n-au gravat nici un
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rid pe fat vreunuia dintre ele. fn sfassit, atat enunurile catsi demonstratile
pot ‘nsuwsite Bia greutate de un cititor inteligent, o ric't de sam@cios ar
echipamentul lui matematic.

Prima: demonstraia existenei unei in niaf de nume re prime (Acut
de Euclid).

Sunt prime numerele:

(A)2; 3,5 7, 11, 13, 17, 19, 23; 29;:::

adia acelea care nu pot descompuse " factori.

De exemplu, 37si 317 sunt prime.

Numerele prime reprezina materialul din care sunt construite prin mul-
tiplicare toate numerele. De exemplu: 12=2 2 3.

Orice numar care nu este el msusi prim este divizibil prin cel puin un
numar prim.

Demonstraia existeniei unei in niai de numere pri me se face prin
reducere la absurd.

Presupunem @sirul numerelor prime ar nit:

P nd cel mai mare nunar prim.

FeQ=(2 3 1 P)+1

Pentru @ Q > P si P este cel mai mare numar prim, Q nu este prim.
Rezula @ el trebuie s se divich cu unul din numerele pr ime 2 3;:::;P.

Pe de alt parte e clar @ asa ceva nu se poate: ‘mprir ea lui Q la
oricare din numerele 23;:::;; P da restul 1. Contradicie.

Observate.  Demonstraia a fost ficut prin reducere la absurd, iar
reducerea la absurd, pe carduclid o iubea atat de mult, este unul dintre
cele mai subtile instrumente ale matematicianului. p

Cel de-al doilea exemplu este demonstrarea ,,iraionalii lui 2\ atri-

SR, . a .
buit lui Pitagora. Prin ,,nurmar raional\ nelegem o fracie B/h careasi b

. - . p
sunt numere ‘ntregi care nu au nici Hrlfactor comun. A spunedeci, @, 2
este iraional\"nseamra a spune @ 2 nu poate exprimat sub forma

P- a
2= %

cu asi b numere ntregi care nu au nici un factor comun.
Un model echivalent de a spune acest lucru este @ ecuaia:

a’ =217 ()

nu poate satishicut prin valorintregi ale lui  asi b care sa nu aika nici un
factor comun.

Demonstam @ aceash ultima a rmaie este adevarat a, din nou, prin
reducere la absurd.
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Presupunem @ ( ) ar adewarat, asi b ind numere Mtregi fia factor
comun.

Din ( ) rezula @ a? se divide cu 2, decia este par (@ci da@ a are
impar, @tratul lui ar , de asemenea, impar). Pentru @ a este par, exist
un numar treg c astfel ncat a=2c. De aici

27 = a® = (20)* = 4¢%
sau

b = 2¢2
De aici deducem @b? este par, decib este par.

fn concluzie, atat a catsi b sunt pare; au deci pe 2 ca factor comun,
ceea ce contrazice ipoteza noasta de lucru care zicea @ ) e adearat cu
asi b/ntregi, fia factor comun. fnseamra @ aceast ipotea este fals.

S consideam acum un matratsi s« noam cu | masura laturiisi cu d
masura diagonalei lui. Din teorema (atribui, de asemenea, lui Pitagora)
deducem

d? =212
adi@, o egalitate de acelssi tip cu ( ). Putem repeta tot ceea ce am spus mai

. . d
sus, schimbanda cu dsi bcul. Asadar, raportul T nu este un nurrar rafonal

(diagonala unui matrat este incomensurabil prin latura luisi nu exisa un
nunar treg astfel ncat dsi | | se exprime ca multiplii mtregi ai acestui
nunar).

Exisa multe teoreme frumoase de teoria numerelor a @rorsemni caie
poate s-0 neleag oricine.

Exish, de exemplu ,,teorema fundamentah a aritmeticii \ conform areia
un numar ntreg poate descompus numai tr-un singur fel ntr-un produs
de numere prime. De exemplu 12 =2 2 3si ala descompunere nu este
posibif.

Teoreme frumoase exist si n teoria mulimilor. Una di ntre ele este
teorema lui Cantor asupra nenunarabiliafi coninutului.  fn cazul lor, ns,
di cultatea este invers.

Dum ce ai ajuns @ shpéanesti limbajul, demostraia este destul de
wsoa®, n schimb pentru ca semni caia teoremei s de vira clag, sunt nece-
sare o serie de explicati.

De ce o teorena de felul teoremei luiEuclid e superioaga unei probleme
desah?

Pentru @ noi am gandi la fel cum gandim chiar daa sahul n-ar
fost inventat pe cand teoremele luiEuclid si Pitagora au in uentat profund
gandirea noasti, chiar 'n afara matematicii.

Teorema lui Euclid, de exemplu, e fundamentah pentru mtreaga struc-
tua a aritmeticii. Numerele prime sunt materialul brut di n care construim
aritmetica, iar teorema lui Euclid ne asigua @ posedam su cient material
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pentru aceash oper. Spiritul ei se regaseste ' foarte multe construcii fun-
damentale.

lag un exemplu.
n spaiul euclidian n dimensional R", numim multiindice, orice vec-

tor =( 1;:::; n)cu ‘ntregi ne-negativi, 8i = 1;:::;n. Pentru orice
multiindice , noam j j= X i
Fie R" un deschisi:slif I R
Noam
D f @ R

T @x'@%% @ @%@% ::@x"’
cu condiia ca operafa de derivare @ aita sens.
Prin convenie, daa j j=0, atunci D f = f.
Introducem notaiile

i) pentru orice k=1;2;:::
ck( ;R)=ff: | RjD f exisasisuntcontinue pe pentru orice
multindice cu j j kg
g T
i) C* ( ;R) = C*( ;R)
k 0

i) dama f 2 CO( ;R), adia f : I R este continta, mulimea
suppf = fx2 jf(x) 6 0g se numeste suportul funciei f .

Cu alte cuvinte, suportul lui f este cea mai mia mulime chisa ce
conine toate punctele lui “n care f este nenub.

iv) C¢ ( ;R)=ff 2C! ( ;R)jsuppf este compactsiinclus™ g.

Spaiul de funcii C} ( ;R) constituie materialul cu care construim
teoria distributilor, duga cum mulimea numerelor pri  me constituie materi-
alul brut cu care se construieste aritmetica. Faptul @ mulimea de funcii
Cd ( ;R)este denamL?( ;R), de exemplu, ne spune @ avem ,su cient\
material pentru aceast construcie. Ca spirit, lucruri le stau la fel ca atunci
cand, faptul @ exish 0 in nitate de numere prime ne asigua @ avem
,Su cient\ material pentru construirea aritmeticii.

Teorema lui Pitagora ne arah "2 @, dupa ce am construit aceast
aritmeti@, ea se va dovedi insu cient nevoilor noastre pentru @ vom Mtalni
multe narimi pe care nu vom ‘n stare s le masuam. Diag onala atratului
este exemplul cel mai elocvent.

Deoarece o teorena ,serioasa\ este acea teorena care oéne idei sem-
ni cative, @ analizam care sunt caliile ce fac ca 0 i dee matematia & e
semni catia.

O idee ,,semni cativa\ 0 recunoastem atunci cand ,,0 vedem\ asa cum
le-am recunoscut pe cele ale Iukuclid si Pitagora.
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Aceash putere de recunosstere impli@a s un grad destul de ridicat
de ra nament matematic si de familiarizare cu ideile matematice la care se
ajunge dum muli ani petrecui n towaisia lor. n orice caz, dow lucruri
par a esenfale: o anumit generalitate si 0 anumia pr ofunzime.

Ceea ce caracterizeaza generalitatea unei idei este, Ysemd, faptul @ ea
inta "N mai multe construcii matematicesi poate fol osifa la demonstraia
unor teoreme de genuri foarte diferite. Teorema ce conineo idee semni ca-
tiva, datorih generaliii acestei idei, chiar dac a enuntaf la "nceput Mtr-o
forma speciah (precum teorema lui Pitagora), trebuie 1 e susceptibif de
0 mare extinderesi tipi@ pentru o clasa treaca din ¢ ategoria ei. De exem-
plu, n teorema lui Pitagora, rezidh ideea de perpendicularitate. Aceash
idee, pe care o recepam pentru nceput n plan se regaste apoi n spaful
euclidian cu trei dimensiuni, apoi se extinde la orice spat euclidian nit di-
mensional, de aici la orice spaiu hilbertian cu baza numerabik apoi la orice
spaiu hilbertian, apoi la 0 anumita categorie de spaii Banach care nu sunt
hilbertiene dar au o geometrie speciah, etc.

(fh parantem, ce-o vrut @ spura lon Barbu atunci cand, Sasa Para
a scos, prin anii 1930, o revish intitula Unu: ,,.S domnului Sasa Para nu-i
dau voie & scoat o revist cu acel nume para nu-mi expli@ de ce 1 este un
simbol de perpendiculariate.\)

Toate teoremele de matemati@ sunt abstracte si, din aces punct de
vedere, la fel de generale. Dar nu despre acest tip de genetate vorbim.
Noi vorbim despre diferenele de generalitate dintre o tesena de matematia
si alta. E o generalitate mai subtil si mai greu de sesizat. fn cartea sa ,La
valuer de la science\ pe care am mai citat-oH. Poincae zice (p.30): ,,on ne
peut faire de conquéte scienti que que par la greralisgion\. E adewarat, si
drumul parfal pe care I-am descris mai “nainte, luand ca origine teorema lui
Pitagora este un exemplu. Se impunems o remar@: realiarile &cepionale
ale matematicii moderne nu constau din ‘nganadirea de subtilini de gene-
ralizare peste alte subtilini de generalizare. Un anumit grad de generalitate
trebuie |1 e prezent orice teorema de prim rang, nsa prea mula genera-
litate o transforma, inevitabil, M ceva insipid.

,, Totul este ceea ce estesi nu altceva) iar deosebirile ditne lucruri sunt
tot atat de interesante casi asenararile lor.

Acelasi lucru se mtamphsi M matemati@a. O propri etate comura unui
nunar prea mare de obiecte nu mai este chiar asa de captivan, iar ideile
matematice ncep s devira obscure da@ nu au su cienta individualitate.

,O concepie fructuoasa "nseamra generalizare lar@, limitat de o par-
ticularitate fericig\.

Ajuns tr-un punct delicat al unei cercetri proprii, am discutat, nu de
mult, aceste lucruri cu un bun prieten de la facultatea de loso e. El mi-a
indicat un articol [2] publicat m American Mathematical M onthly, " 1940.
L-am citit si acum, dincolo de mulumirile pe care le dator ez prietenului
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meu, sunt n pozifa s recunosc cah dreptate avea Moisil cand spunea:
,Matematica Bia loso e e sea@, loso a i matem  ati@a e stearpa\.

A doua calitate pentru o idee semni cativa este profunzimea. Ea are
ceva de-a face cu di cultatea. Cu cat ideile sunt mai ,,profinde\ cu atat sunt,
de obicei, mai greu de Meles. Dar profunzimeasi di cultatea nu ‘nseamra
deloc acelasi lucru. Ideile care stau la baza teoremei luPitagora, precum
si generalizarile acesteia, sunt cat se poate de profund, dar niciun matema-
tician nu le-ar putea considera dicile. S-ar putea, pe de ah parte, ca 0
teorema | e, prin esemd, super ciah dar foarte gre u de demonstrat (cum
sunt multe din teoremele diofantice, adi@a teoremele privind soluiile raionale
ale ecuatilor nedeterminate cu coe cieni raionali. )

S-ar area @ ideile matematice sunt dispuse oarecum ‘n aturi, ideile
din ecare strat ind legate printr-un complex de relafi a tat ntre ele cat
si cu cele de deasuprasi de dedesubtul lor. Cu cat stratule situat mai jos
cu atat mai profunde si, "n general, mai di cile sunt idei le. Astfel, ideea de
Hiraional\ este mai profunch decat cea de numar ,/n treg\si de aici, Teorema
lui Pitagora e mai profunda decét cea a lui Euclid.

Alt exemplu: teorema lui Euclid este important dar nusi foarte pro-
funda: o putem demonstra fia a folosi o noiune mai prof und decét cea de
divizibilitate.

fhs, imediat ce cunoasstem @ exisa o in nitate de nume re prime, M
mintea noasta se prezina 0 trebare: exish, tr- adewar o in nitate de
numere prime; dar cum se distribuie aceast in nitate? Fiind dat un numar
mare N, sa zicem (10'9)1°, cam cate numere prime sunt ntre 1siN ?

Punand aceash Mtrebare, poziia noasta se schimba cu totul. Putem
|aspunde, ba chiar cu o precizie surprinatoare, vezi, deexemplu, C. Popovici
[14], "nsa forand mai adanc, hsand pentru moment numerele tregi deasupra
noastasi folosind instrumente de teoria funciilor. {n acest fel, teorema care
aspunde la trebare e mai profunda decat cea a lui Euclid si chiar decéat
cea a lui Pitagora.

Sau, iad 0 ala ntrebare: exish, tr-ade\ar, o in  nitate de numere
prime; conine aceast mulime alte mulimi in nite in  teresante? De exem-
plu: exisa o progresie aritmeti@ in nia formaa din  numere prime?

Raspunsul este negativ: nu exist o astfel de progresie.

fn 1963, Solomon Marcus a demonstrat acest rezultat cu o tehni@a
ce vine din teoria automatelor nite (vezi comentariul la Propoziia 5 din
S. Marcus, ,,Automates nis, progressions arithmetiques et grammaies a un
nombre ni detats\,n C.R. Acad. Sci. Paris, t.256 (1963 ), 3571-3574).

fn schimb, pentru orice nunar natural k, exisa o progresie aritmetia
format din k termeni, tof numere prime. Acest rezultat de existerd a fost
obinut n 2004 si publicat m 2008 (vezi Green, Ben si Tao Terence [7]).
El gureaa printre rezultatele citate ™ raportul ce rec omand acordarea
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medaliei Fields lui Terence Tao. Este un rezultat de existerd ce nu bene-

ciaa de o demonstraie constructiva, adi@: dat oric e numar natural k, se
arab @ exish 0 progresie aritmeti@ avand Kk termeni (se mai spune ,,de
lungime k\) ecare termen ind nunar prim dar nu se indi@ un procede u

prin care o astfel de progresie & e construitl efectiv.

»,Cea mai lunga\ astfel de progresie construith efectiv corespunde lui
k = 25si a fost obinua™ 2008 de Jaroslav Woblewskisi Raanan Chermoni

Cum putem caracteriza frumuseea unei teoreme ("m ea inaldem, evi-
dent, si demonstraia)? lat cateva atribute:

Enunul ei se prezint ,,ca un text august, ca o inscripi e al @rei laco-
nism e Mssi garania durabiligii ei\ dand acea i mpresie de ,,maximum de
gand n minimum de cuprindere\.

Demonstraia ei se aseamara cu 0 constelaie simph si bine conturat
si nu cu un roi ‘mpestiat din Calea Lactee.

Gasim " ea elemente ca neasteptatul, unit cu inevitabilitatea si cu
economia de mijloace. Premisele iau o forma ciudat si suprinatoare, in-
strumentele folosite par copibresc de simple "n comparée cu rezultatele de
mare anvergu@a obinute, iar concluziile sunt inevitabi le.

Doamnelor si Domnilor,

Ajursi la acest punct al expunerii, logic este sa ne punem unatoarele
Mtrelari:

{ de ce fac matematica cei ce fac matematia
si

{ care este valoarea matematicii?

fn celebrele sale Scrisori @tre un tarar poet, Rainer Maria Rilke A
shtuia pe interlocutorul sau, atras de magia versurilor, sa scrie poezie doar
da@ simte @ nu ar putea tai altfel.

Fericit cel ce poate da acelasi mspuns “n cazul matemattii. El are
sansa s intre 'n categoria matematicienilor de prina categorie despre care
am vorbit la un moment dat.

Existisi alte posibile mspunsuri: fac matemati@ pen tru @ este singu-
rul lucru pe care-l pot face céat de cat bine.

Sau, pentru @, dintre toate stiinele si artele, matem atica este cea
mai austel si mai singurati@ si, dintre toi oamenii , matematicianul este
singurul care se poate refugia cu wsurind acolo unde ,,racar unul dintre cele
mai nobile impulsuri ale noastre poate evada cel mai bine dirsumbrul exil
al lumii actuale\.

Toi cei care fac matemati@, indiferent de nivelul la car e se situeaz,
vor avea’ns&asi un mspuns comun: fac matemati@ pentr u @ asta “mi place,
pentru @ asta “mi produce bucurie. De ce ne place matematia? (Nu am
intitulat ,,de ce iubim matematica\ pentru @ m-am temut s a nu \a distrag
atenia trimiindu-\a cu gandul la o “ntrebare cu mul t mai di cih ce a dat
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titlul unei @arf a domnului  Gararescu : ,,De ce iubim femeile\; nici ,,de ce
ni-i dragga matematica\ pentru @ m-am temut € nu \a trim it cu gandul la
unul din cele mai mari poeme ale lumii, ,,Balada "nchisoriidin Reading\ de
Oscar Wilde:

Cu toi ucidem ce ni-i drag

S-ntindem morii prada;
Omoar unii magulind

Ori cu dojeni, cu sfada;
Cei lasi ucid cu un sarut

lar cei viteji cu spada.

Revenind la ntrebare, ne place matematica pentru @ e frunoasasi e
cera. Matematicianul taieste n contact cu dowa rea lini. Una este cea
zian carestim @ e zi, e noapte, plowa sau se produce, doamne fereste, un
cutremur. Cealalt este realitatea matematia.

Simpli cand foarte mult, nici matematicienii nici lozo i nu se eleg
cand este vorba @ de neas@ realitatea matemati@. Pentru unii, aceast
realitate este de natua ,,spirituab\ noi ind cei ce o co nstruim.

Pentru alii, ce descind din Platon, realitatea matematia exisa’n afara
noasta, sarcina noasta ind doar aceea de a o descopersi de a 0 observa.
Teoremele pe care le demonstam si pe care le descriem cu &l emfaza ca
pe nite creaii proprii nu sunt decat notele pe care le-am luat n timpul
observatiilor noastre. Cred @ marele nostru Simion Stoilow se nscria, Ba
s-0 declare, "n acest curent @ci la un anumit moment a scs:

,Matematica nusi dezwaluie cu wurird tainele ei f undamentale.\

Asadar, aceste taine exist, dar matematica nusi le dezaluie cu wsu-
rird, nu putem lua wsor ,,notie\ adi@.

Realitatea matemati@a este mult mai certa decéat cea zica; 13 este un
nunar prim nu pentru @ asa credem noi sau pentru @ mint ile noastre sunt
conformate “ntr-un anumit fel mai degraka decat’n altu |, ci inda asa este,
inda realitatea matemati@ este astfel chdig.

fn schimb, un scaun sau o stea nu sunt catwsi de puin ceea € par a

Cu céat ne gandim mai mult la ele cu atat tesaturile lo r exterioare se
estompeaa " scurgerea senzatfilor care le nsokesc

Cat despre bucurie, se poate scrie un tratat de psihologie &ucuriei
matematice. Pe scurt:

Exist 0 bucurie ce ne-o0 dau marile sisteme. Teoremele pot stranse ™
mari teorii dominate de o arhitectur, care starneste o bucurie arhitectonia@.
Felul cum teoremele stau la locul lor, cum se anuiesg cum se sprijira
unele pe altele, cum se pun ™ valoare, ch acea impresie deumos pe care 0
starnesc matematicile.

Mai e bucuria competiiei: s rewsesti 8 demonstrezi ceea ce n-au reusit
alii.



332 Didactica Matematicii

Mai esi 0 bucurie assderea pescuitului: de a vedeasifielege cum prin
fat ta se perinda de nifisi teoreme, axiomesi demon straii, mereu aceleasi,
mereu altele, ,,abia-nelese, pline de "elesuri\.

Ma opresc la un alt tip de bucurie pe care o vom numi ,,bucurieinterdis-
ciplinaa\ (mtr-o terminologie mai veche { bucuria mate maticilor aplicate).

Adi@, s vezi cum o teorena de cea mai pua esenh prec um cea care
poarts numele celui ce a introdus intuiionismul " mate matia (teorema de
punct x a lui Brouwer) este principalul instrument cu care John Nash a
demonstrat celebra sa teorenma de existerd a echilibrului. Dum cum unii
dintre dumneavoastastii, aceash teorena i-a adus lui Nash premiul Nobel
pentru economie, iar viat sa (evident romantg) a insp irat un Im de succes
»A beautiful mind\.

Cu ce trebuie @ vira pe lume un om pentru a avea acces la asti de
bucurii? E drept, ursitoarele trebuie sa e darnice cu el. Sigur este @ nu
trebuie @i lipseas@ o minte " egah masua intuit iasi raional (logi@).
Mintea intuitiva este un dar divin iar mintea raionah e  ste servitorul acesteia.
Intuiia este instrumentul descoperirii iar logica { al ju sti @rii.

Cand vorbeste despre valoarea matematicii, astiinei, n general, omul
obsnuit o reduce la aplicaii, la caracterul ei utilitar . Este adewarat, ca
Janus cel cu dowa feke, matematica ne arat uneori functia ei cognitia, alte
ori pe cea utilitaa. Relaia dintre ele este pe cat de simph, pe atat de para-
doxah: cea mai bogah sursa de susinere a funciei ut ilitare a matematicii
se aa’n avansul funciei sale de cunoastere. Dar pentru ca acest lucru & se
Mmtample, matematicianul trebuie sasi dezvolte cercetrile sale nestingherit,
ghidat exclusiv de curiozitatea sa, de bucuria sa de a vagalmda ™ lumea
ideilor matematice.

n 1830, Carl Gustav Jacobi “ntr-o scrisoare @re Adrien-Marie Le-
gendre zice:

»DI. Fourier crede @ scopul principal al matematicii este de a utih
si de a explica fenomenele naturale; dar un lozof ca el ar trebuit s stie
@ scopul unic al stiinkei este onoarea spiritului uman si @ sub acest titlu
o chestiune privind numerele nu valoreaza mai puin decé& una relatia la
sistemul lumii\.

Sloganul lui Jacobi a fost preluat ca titlu al @rii sale din 1987, de atre
Jean Dieudonre: Pour I'hnonneur de I'esprit humain (Hachette,Paris). Casi
pe Jacobi, pe Dieudonre Y anima "nelegerea (pe care am mastenit-o de la
vechii greci) matematicii ca ar, mai degrala, decat“nelegerea ei castiing,;
matematicianul caut frumuseea, nu utilitatea. Dar uti litatea vinesi ea, la
vremea ei.

Daa atunci cand Maxwell a scris ecuaiile celebre ce-i poara numele
cineva l-ar ‘ntrebat cat cost ecuatile lui, nu cred ¢ -ar stiut @2 aspunda.
Daa ar fost/ntrebat, s, care este semni caia ac estor ecuati, evident ar

dat cel mai competent maspuns. M-am gandit la aceste lucruri ieri, duga ce,
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la 0 adunare ™ care un distins coleg era sarkatorit, am citit cAteva randuri
pe care Gabriel Garcia Marquez le-a scris tr-un moment de cumgara al
existenei sale:

,Da@ Dumnezeu mi-ar darui o firana de viah
As aprecia lucrurile nu prin ceea ce valoreaa
Ci prin ceea ce semni @\.

Este uluitor, cum poate poezia | spura, uneori, ceea ce i stiinele,
nici muzica “mpreura cu toate artele la un loc nu pot s spura.

Probabil pentru @ poetul ,,are un matde zeu’n el\ cum spu neaNichita
Sanescu. Poetul si matematicianul &i cunosc bine mestesugul dar sunt
inspiraf de un zeu de sus. ,Poeii considea poezia o foma a geometriei
spiritului, iar matematicienii trec wsor de la algeba s i geometrie la marea
poezie. \a dau dow exemple care m-au tulburat. Unul se reéa la un
fapt curios din biogra a lui Paul Vakry ; dum ce publi@am 1896 ,.La soiee
avec M. Teste\, eseistul tace timp de 20 de ani; pYa la volumul de poeme
,La jeune Parque\ nu publi@ nimic; autorul a meditat n a cest astimp la
matematici si, 'n genere, la disciplinele abstracte. Cumam putea interpreta
aceast lunga absera?

Ca o constrangere la ascea, desigur, ca o auto-condamrafa meditaie.
Monsieur Teste voia sa descopere legile spiritului. Autowdl lui, dupa ce I|-a
creat, se retrage " pustiu. Bi alege, mai bine zis, pustiul ce se poate alege la
Paris (matematicile) si-I stebate timp de 20 de ani. fn termenii lui Pascal
asta 'nseamra @ fuge din spaiul spiritului de net ~ n spaiul spiritului
geometric. O fuga care-mi aminteste de mhacirea lui Moise prin pustiu. A
stakatut patruzeci de ani un desert care putea stab atut, s-a dovedit,
M cateva sapamani. De ce? Pentru @ proorocul nu voia | intre n ara
figadui cu un popor de robi.

Orice intelectual autentic are pustiul sau. Uneori si-l c reaa singur,
(cazul lui Vakry ), alteori e silit de alfi &-1 stabas.  Tn acest spaiu gol (gol
de scriitug) se instaleaza spiritul care vrea | se puri ce, abandonandu-se
meditaiei. O pregatire pentru 0 s nenie a intelectulu i. Numai astfel poemul
poate deveni ,,0 @rkatoare a spiritului\. Rezumand: Vakry , a avut nevoie,
pentru a reveni la poezie, s fa@ acest lung exerciiu spritual (20 de ani)
pentru a puri ca poemulsi a se leppda de ceea ce un alt poetun admirator
al |, de altfel, rascutn zona orientak a latiniaait ii, numea ,,poezia lenexa\.
O numeasi, evident, o respingea. Este vorba, af kanuit, de lon Barbu (alias:
Dan Barbilian).

El a publicat m 1930 o carte de poeme, ,,Joc secund\, nu mai r@Pasa
decat o lama de larbierit, care a creat o veritabihsco ah’n poezia romaneas-
@, dupa care s-a retras din poezie, dedicandu-se matenticii. M-am ntrebat
Mtotdeauna si ma Mtreb si azi, de ce? fntre alte justi @ri aduse de acest
mare poet si, deopotriva, mare matematician, rein una d intr-o scrisoare
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adresaf n 1947 unei poete tinere de care, se pare, eracdmgostit. Nu era
prima, nici ultima oam. CGaci, asa cum spune el prietenul ui Tudor Vianu,
afam de poezie si matemati@, giurgiuveanul lon Barbu mai are o profesiune
nobik si fericitoare: aceea de ,, amant universal\. Revin la scrisoarea din
1947, unde strecoam ideea @ matematicile /y fericescsi-l aju |2 ajuna la
,Cunoasterea mantuitoare\, iar poezia N declaseaza Af reinut. pentru a
ajunge la ,,cunoasterea mantuitoare\ trebuie a8 @A seas@ poeziasi @ se
Mtoar@, nu " genunchi, ci mandru si eapan ca un pa ndur care spanzua
scurt, la matematici ...Splendid. Desi nu-I cred pe mareleDan Barbilian
para la camt: poezia este, si ea, 0 cale spre ,,cunoatrea mantuitoare\. &
accepam aceast aliard tre dowstiine inefa  bile, frumoase si misterioase
ca un antrenament de “ngeri.\ (Eugen Simion)
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PROPOSED PROBLEMS

290. Study the convergence of the sequence de ned by
x1=a l+x,=(1+ %), n 1.
Radu Gologan

291. For n;k 2 N, n 1, determine the dimension of the linear space
of polynomials in n variables over some eldK, of degree at mostk, as a

Dan Schwarz

292. Denoten 1 positive integer,I R anintervalandf :1! Ra
function.

a) Assume thatf isn 1 times di erentiable on | and 1 (™ Y is increas-
ing on | . Prove the following inequality:

n (n 1)b+ a . nf (n 2)b+2a

f (b 1f - 5 o (o D) 0

foralla bin | (if nis even, the inequality is valid for all a;b2 I).
b) Assume that f isn times di erentiable and f (") is continuous onl .
If the inequality

n (n k)b+ ka

X
k
CD° -

k=0
is valid for all a bin I, then f (" is nonnegative.
Marian Tetiva

293. Prove that for any continuous function f : [ 1;1] the following
inequality is valid:
2 0 21 1, 0 71 1,
f 2(x)dx g@ x2f (x)dxA  + g@ xf (x)dxA
1 1 1
Cezar Lupu and Tudorel Lupu
294. Let S(O;R) the circumscribed sphere of the tetrahedron ABCD ]

andr is inscribed radius of the sphere. I, y, z, t are the normal coordinates
of O, then

p_
X+y+z+t 4 R2 8r2
Marius Olteanu
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SOLUTILE PROBLEMELOR PROPUSE

269. O pereche de numeﬂe naturale ,conshecutiyen, n+1, se numeste adaptat, daa
i i

(n+1) 3 n 3 =1:

Care este probabilitatea ca dowa numere naturale consecutive, alese la mtamplare, &
e adaptate.

Radu Gologan

Soluta autorului. Probabilitatea @utat poate interpretat ca
_ im P
p= r!I!rP n
unde P(n) = card f (k;k + 1) j (k+1)p§ kp§ =1;k ng.
Fiek 3= Ng+ ,unde 2 (0;1). Atunci

(k+1)p§: Ng +1+ pé 1+ o

Condiia (k+1)p§ kp§ = 1 este echivalena cu 0 < p3 1+ < 1sau
k<2 = 3, deci D D

. k nj 3k <2 3
p= Ilim :
n!'l n
Teorema lui Weyl ne ca
p_
p=2 3

270. Fie a, b, c numere pozitive al @ror produs este egal cu 1; mai presupunem @&
c=min fa;b; m:
R se arate @
a®+ P+ c+6 3(@+ac+rbd ca bi+ca o o:
Marian Tetiva

Soluta autorului. Deoareceabc = 1 (deci R abc = 1) avem, conform inegaliaii
mediilor, a+ b+ ¢ 3si atunci membrul stang al inegalibii de demonstrat  este cel puin

a®+ b+ c+6abc (a+ b+ c)(ab+ ac+ bd);
adi@a inegalitatea va demonstrat da@ aabm @
a®+ b+ c+6abc (a+ b+ c)ab+ac+bd cla bZ+c@a c(b o)
Aceasht inegalitate se mai scrie, dum desfacerea parantezelor
a® +3abc a’b+ abt’ a’c+ b’c ac® bd+c® abc;
sau, echivalent
a®+b a’b ab’+4abc 2a’c 2b%c 0, (a b?(a+b 2 0

si este demonstrad gtim@ a csi b ¢). Egalitatea are loc, dum cum wsor se poate
vedea, da@si numai da@ toate numerele a, b, c sunt egale.
Observate. La inegalitatea

a®+b+c+6 3(ab+ ac+ bo);
care rezult de aici (valabi pentru orice a;b;c > 0 cuabc=1) am ajuns de la
a®+ b+ G+ d®*+8 3(abc+ abd+ acd+ bed);
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particularizand pe d =1. Faptul @ aceash inegalitate are loc pentru orice a;b;c;d >0 cu
abcd= 1 I-as propune ca problena deschis, desistiu @ nu e xisa 0 asemenea rubria.

Solute dat de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstrucifa S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior\ din Ramnicu-Valcea. Din c=minfa;b;grezula ¢ b c a;
abc=1 implia

c 1 ab 1: Q)
Inegalitatea devine
1 a+b 1 1
S i s + l 24— a2
4B+ o463 abt 5@ B+ 5o a’h 1oal 1,
, a’bP+ a’P +7a’’ 3% 3a’bh 3a’ a’b ab’+a+b O 2)

Se obsena @ inegalitatea (2) este simetri@a asi b. Presupunem @ a b; din (1)
rezulh @ a 1, iar b poate ori supraunitar ori subunitar.
Cazull.a b 1.
Fief :[b;1)! R,
fx)=x0 x*3°+b+x2 P+7F 3 x 3F+b 1 +b;
cub 1.
Atunci
fox)=5x*" 3x® 3®+b +2x BP+7K¢ 3b 3W+b 1 ;
f%x)=20x3 6x 3B°+b +2 P+7H 3b;
f9%x)=60x°" 6 3°+b =6b 10x*h 3 1 >0

(deorecex b 1 impli@a3x%b 3b%si x?b betc.).

Din f %{x) > 0 pentru orice x b, rezula @ f °{x) este strict cres@toare pe [b;1 )
sideci f%{x) f%b) (cu egalitate, deci, doar pentru x = b).

n

Insa

%) =22b° 180 +8K° 6b=4b +18b'(b 1)+2K+6bb 1)> 0
impli@ implia f°{x) > 0 pentru orice x b, urmeaa @ f %(x) este strict cres@toare pe
[b;1 ). Avem deci, f%x) f%b) (cu egalitate atuncisi numai atunci cand x = b). Dar
=7 o +10b° O¥+1=(b 1) 7b°+8K b'+ b +2b+2 0, 8b 1

impli@ %) O, pentruorice b 1, rezula @ f%x) O pentru orice x b, deci f (x)
este cres@toare pe p;1 ) conchidem a f (x) f(b).

Darf(b)=bb 1) 26 +4K b'+bB*+2b+2 0 pentru orice b 1; urmeaza
@ f(x) Opentruoricex b Atunci, pentru x = a b ,avemf(a) 0, adi@ inegalitatea
).

Cazul2.a 1,b

Din (1) rezula a

Da@ inegalitatea (2) (pe care trebuie 2 0 demonstam) o “mmrim prin  b°, obinem
echivalenta

olkR

1; noam %z y 1l,umeama@ a y 1

a® a a

& F % " % p°’

, ayP+a?+7a%y’ 3a%y? 3a’y' zay? Ayt ay?+ay’+yt O (3)
Fieg:[y;1)! R,unde

2 5

glar) = ay® ai 3y’+y' +af 1+7y> 3Iy' & y*P+3y® Y +yhy L

+ 0,

Qe
NSy
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Avem
gla) =5aly’ 3ai y'+3y" +2a 3y 47y 1l + y? 3y Y
ga1) =20aly® 6a; y'+3y? +2  3y'+7y*+1 ;
g"Ra;) =60aiy® 6 y'+3y* =6y* 10aly y* 3 >0
deoarecey 1sia; y) aly y?si3aly 3 Oetc.

Asadar g°{a;) este strict cres@toare pe [y;1 ), rezula g™a1) g™y) (cu egalitate
da@si numai daa a; = y).

Dar g°y) =20y® 6y® 6y* 4y®+2 > 0, pentruoricey 1, implia g°{a;) > Osi
deci g%ay) este strict cres@toare pe [y;1 ); urmeaa @ gla1) g%y) (cu egalitate numai
daa a; = y).

AN

Ins|

M=y 1) 3y*y> 1+2yy* 1+2y° y* 0 8y L
Rezula g%a;) Osideci g(a;) este cresatoare pe ;1 ); urmeaa @ g(a1)  9(y).
Dar
gy) =¥y 1® y'+y' yP+y+l 0 8y
impli@ g(a:) O pentru orice a; 2 [y;1 ).
Evident @, locuind a; = a, deducem @ g(a) 0, adia (3).
271. S se arate @ pentru orice 2 R are loc inegalitatea

X cosn 74
L, (*D* 720

Robert Sasz
Soluta autorului. Este su cient @8 demonstam inegalitatea pentru 20,2 ]
Obsenam a
% % VA WAYAA _
% = x"u"v"t"e" dxdudvdt =
n=0 (n+1) =05 9 0 o
2217y ! 21717 L
=Re x"u"v"t"e"  dxdudvdt = Re — — __ dxdudvdt =
1 xuvtée
0o oo0oo N0 0000
Z17171 71 1
Xuvt cos
= dxdudvdt: 1
1+ x2u2v2t2  2xuvt cos xduav (@)
0 0 0 O
Este simplu de amtat @ are loc inegalitatea
1 Xxuvt cos 1

;8 2[0;2 Isi 8x;u;v;t 2 (0;1); 2
1+ x2u2v2t2  2xuvt cos 1+ xuvt’ [0:2 Jsi 8xiuvit 2 (0:1); - (2)

cu egalitate daa =
Din (1)si (2) rezula @

2L 7L 71 7L
X cosn 1 X opn 74
—_ ———— dxdudvdt = = :
_(n+1)4 1+ xuvt
n=0 0000

L, (+1F T 720

272. Fie xi 2 R+, i = 1;n, astfel mcat
0 X1 X2 i1 Xp Si X1+ Xo+ i+ Xy = a
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S se determine mulimea maxx; ji = 1;n si & se precizeze valorile pentru care

aceste maxime sunt atinse
Dorin Marghidanu

Soluta autorului. Din condifile din enunt avem ( n 1) X1 X2+ :::+ Xn, Ceea
. . . . a .
ce impli@ nx; Xi+(Xz+ :::+ Xp) = asiapoi x1 o Deci max x; = o atins n cazul
a
Mcare Xy = X2 = 1i:= Xp = —

Pentru variabila x2, avenm (n 2) X2 Xg+ i+ Xp,decixg+(n 1) x2 asi
cum x; 0, rezula @ valoarea maxima a lui X, este N 1si se realizeaza pentru x; =0,
a
n 1
Se continwa apoi raionamentul.
n general, pentru variabila xx avem (n k) Xk  Xks1 + :ii+ Xp, deci

X2 = 111= Xp =

(Xp+ Xa+ i+ X 1)+(n k+1) X¢ X1+ Xo+ i+ Xp=a

si cum 0 X1 X2 T Xk 1 Xk, valoarea maxima a lui xx se obine cand
X1= X2= 1::1=X =0si Xk = —— =X =:::=Xn,k=1In.
1 2 k 1 k n k T 1 k+1 n
Solute dat de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstrucfa S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior\ din R&mnicu-Valcea. Da@ X3 = Xz = ::: = X, 1 = 0, atunci

obtnem Xnmax = a 0.
Th continuare, avem X1 + X2 + 111+ Xn 2+(Xn 1+ Xn) = a
Da@ X1 = Xz = X3 = 11 = Xp 2 =0, atunci ( Xn 1+ Xn)p. = & deci 2, 1
(Xn 1+ Xn)pax = & deundeXn 14 = g.
Analog avem X1 + X2+ iii+ Xn 3+ (Xn 2+ Xn 1+ Xp) = a.
Da@ x1 = X2 = X3 = :::= Xp 3 =0,atunci (Xn 2+ Xn 1+ Xn)pux = aimpgca

AXn 2 (Xn 2+ Xn 1+ Xn)px = @(decarecexn 2 Xn 1 Xn)Sideci Xn 2 = 3

Din aproape " aproape obinem, M cele din urma, Xzmax = ﬁ, Ximax = %.
Urmeaa
- i~ _oa . a a,
A= maxx;ji=1n N1 ,2,8
273. Daa
1 X
e(x) = 1+; ; 8x 2 Ry
si a2 R, , | se calculeze
m
. . x 2 X
lim lim — e(x + ka) ne(x)
n'l x!1 n
k=1
Dumitru M. Batinetu-Giurgiu
Soluta autorului. Demonstam, mai ‘ntai, urnatoarea
Lema. Avem
lim x*(e(x+a) e(x+b) = W; 8a;b2 R.; a>b: Q)
X!
Demonstrate. Apliam teorema lui Lagrange funciei f : [x + b;x+ a ! R,

f (x) = e(x). Prin urmare, exisa ¢(x) 2 (x + b;x+ a) astfel ncat

- 0 _ 1 1 )
f(x+a f(x+b=(a be(cx)=(a b ec(x)) In 1+m FOEE 7 (2)



340 Probleme

1
X+1

1
aceasta deoarec&’(x) = e(x) In 1+ X
Deoarecec(x) 2 (x + b;x+ a) rezula @

X+ b<c(x)<x + a, 1+;b< C(X—X)< 1+ 2,

- . X
atunci, din faptula x!1 rezula @ I|r|r11 C(X—) =1.
X1

fn conformitate cu (2) deducem @

. . 1 1
2 + + = 2 + — ——
XI!|1m X (e(x+a) e(x+b) )!l!rln x“(a b ec(x)) In 1 ) )+ 1
2
_ . X . . 2 1 1 _
=(a b xllllm c(x) xl!llm e(c(x)) c()!l)ﬁ? () n- 1+ c(x) c(x)+1 -
t
In(1+ t)
— ; t+1 .
=(a b 1 e tI!m0 e ;
undet = i Prin urmare,
c(x)
1 1
2
lim (e(x+a) ex+bhb) x> =(a b e lim trl  (t+1)
X1 ro 2t
_(a bpe t+l 1 _(a be .  t_(a b e
-T2 bt ((+D2Z . 2 mi= =7 ®)
Cu aceasta lema este demonstras.
Daa b= 0, atunci avem
lim x? (e(x+a) e(x) = =E @)
x11 2
Prin urmare, | |
. 2. X 2
Ililm e(x+k a n ex) x° = Ililm x° (e(x+k a) eXx) =
X1 K=1 k=1 X!
X X
_ kgezaTe I(=n(n+14) ae: ©)
k=1 k=1
Rezult @ "
i . x 2 X _
Jim xI!llm 5 ex+k a n eXx) =
k=1
L 1 X . 2 L n (n+1) ae_a e,
= r!|!rln kal XI!|1m X“(e(x+k a) ekx) = rwln T

Solute dat de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstrucfa S.A. Bucuresti,

sucursala ,,Olt-Superior\ din Ramnicu-V?Icea. Avem |

x 2 X 1, X ’
5 e(x+ ka) ne(x) = Yl X (e(x + ka) e(x)) =
k=1 k=1 |
10X, '
= 02 x“ (e(x + ka) e(x)) Q)

k=1
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Avand ' vedere modul de obinere a relafilor (4)si (5) de la pag. 152si 153 din
[1], se deduce imediat faptul @ pentru orice x 1, x 2 R, avemsirul de inegaliai

€ < € <e ex)< ¢ <% .8x 1
x+2 o, 1 oy 3 € x+1
6 e 2
de unde rezula @
e e | .
2X+2<e e(x)<m,8x 1 2
N
In plus,
e(x+ ka) e(x)=(e(x+ka) e+(e eXx)): ?3)
Din (2) avem
8 e e
< _ & e . .
2x+2<e e(x)<2x+l,8x 1 .
- < + < - : : .l
X+ ka)+1 e(x+ ka) e 2(x+ka)+2’8x 1, k2N ;a2R
Dum (3) urmeaza &:
1 1 1 1
< +
€ x+2 2(x + ka) +1 elx+ka) e(x)<e 2x+1 2(x+ka)+2 '’

8x 1, k2N ;a2 R,, ceea ce este echivalent cu
2ka 1 2ka+1

© Jx+D@Ex+2karD) ~cXTK) e <e S Fkav)
8x 1, k2N ; a2R, siapoi

x?(2ka 1) x?(2ka + 1) ]
© SrDEx 2kt <x?(e(x+ ka) e(x)) <e S )X+ ka¥ 1)’

8x 1, k2N ;a2R;:
Aplicand teorema ,clestelui\ avem

x2(2ka 1)

< lim x2(e(x + ka) e(x)) <

e M S DEx+2kat D)
im x2(2ka + 1) _
xi1 2(2x +1)(x+ ka+1)’
deci
Iilm x*(e(x + ka) e(x)) = e k?a; 8k2 N sia2R;: 4)
x!
TinAnd cont de relatile (1)si (4) avem
!
. X 2 X _ 1 X . 2 _
XI!llm 5 e(x + ka) ne(x) = 2 XI!llm X (e(x + ka) e(x)) =
k=1 k=1
_ea 1 X _ea 1 nn+l) _ea n+1
T2 n2 T 2 n? 2 4
k=1
adi@a |
lim L X e(x + ka) ne(x) —%Iim n+i _ea
x 11 n T 4 ann n T4

k=1
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274. Fie Rsi  dow numere strict pozitive, iar k un numar natural dat. Consideam
sirul de polinoame (F) de nit prin

n>k
n ky n k X j n j
Fn(X)= X R"X Ixn
1 j n
i6k
1. S se arate @ ecare polinom F, are o uni@a adcira reah pozitia n-
2. S se arate @sirul ( n),,, €ste monotonsi convergent.
Doru Seénescu

Soluta autorului. 1. Polinomul F, are o singua schimbare de semn. Dintr-o
cunoscut teorena a lui Descartes (regula semnelor), reiese @ F, are o singua adcira
pozitia.

2. Consideam d 2 N, d > k. Atunci are loc relaia
Fasa (X)= XFg(X) 97
De aici obinem
Fa1 (a)= a F(a) arl - <o

Conform teoremei lui Cauchy reiese @ numarul 4 este o margine superioaa a mod-
ulelor mdacinilor polinomului  Fg4+1 . Prin urmare, avem

d d+1 pentru orice d > k;

ceea ce arat @sirul ( q)4., €ste cresator.
Pe de ala parte, din teorema ,, R+ \alui Lagrange valorile absolute ale adacinilor

polinomului Fg4 sunt nmarginite superior de R + daa R, respectiv de + R daa
R , care este ('n acest caz) aceeasi margine. Deciq R+ . Asadar
0< ¢ R+ ;

decisirul ( 4)4., €ste narginit.
Cumsirul ( ¢)4,, €stesi monoton, rezulta convergena sa.
Solute data de Nicwsor Minculete , Universitatea Dimitrie Cantemir din Brasov.
. 1.
1. in ecuata F,(x) = 0 facem substitufa x ! ~ si astfel obinem ecuaia
Ixl + R*x* 1=o0:
1j n
j6k

Consideam acum funcia f :[0;+1 )! R dat de

f(x)= Ixh+ R*x* 1
1 n
6k

Cumf (0)= 1si Iign f(x)=+ 1 ,iar f este o funcie continia, deducem @ ecuafa
x!
f (x) = 0 are cel puin o soluie. Dar
f(x) = jIx T+ kR*x* >0 8x> 0
1§ n
6k

deci funcia f este strict cres@toare pe (0;+1 ), asadar f are o singua adcira pozitia,
ceea ce mseamra @ polinomul F, are o singua adcira reah pozitia



Solutile problemelor propuse 343

2. Fie , madicina pozitia a polinomului  F,(x) = 0si 41 Bdcina pozitia a
. . 1. . .
polinomului Fr+1 (X)=0. Vomnota , = =si n+1 = =, N>k, deci avem relatile

n1n1+:::+ k+1k+1+k1k1+:::+Rkk 1=0

Si
n+1n+l+nn+:::+ k+1k+1+klkl+:::+Rkk 1=0:

Din aceste relati obtnem

n+l n+l = n( n n)+ n 1 n 1 n 1 + :::+ k+1 k+1 k+1 +
+k1 k 1 k1+:::+( )+Rk k k: ()
Se obsena tlsor @ 6 , din relaia ( ) (deoarece pentru = , obinem "*! "*1 =g,
fals, iar

> =( E(Gs);
unde E(; ;s ) > 0, pentru orice s 1.

Relata ( ) se rescrie n modul urnator:
n o}

nonr o ) ["E(;;s)+ i+ ]+ RE(; k) ;
ceea ce implia > 0, deoarecep"*? "*! > 0sj expresia dintre acolade este strict
pozitia.
Prin urmare, > ,adi@ n+1 > n, decisirul ( n),,, este strict cresator.
Presupunem prin absurd @ sirul ( n),,, este nenarginit, iar cum el este strict
cresator, rezula a Iirrlll hn=1,adia Iilrln D=1,
n: n:
Cum
n k n k n n_n.
n R, n n iopn o 1, =0;
prin‘mprirea cu " obinem

n "R o L o L o1=0: ()

Prin trecere la limia‘n relaia ( ) deducem @ 1 =0, ceea ce este 0 contradicie.
Asadar, sirul ( n),,, este narginit. Cum acestsir este monoton si marginit, r ezula @
este convergent, din criteriul lui Weierstrss.

Nota redactei. O solufe corech, similaa cu cea de mai sus, a datsi dom nul in-
giner Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstrucia S.A. Bucuresti, sucursala ,, Olt-Superior\
din R&mnicu-Valcea.
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Matematica ™ top ?
Neculai Stanciu

Abstract . The international Company Creators Synetics composed in
October of 2007, the top 100 living geniuses in science, politcs, art and
business. On top are two mathematicians Grigory Perelman (Russia) and
Andrew Wiles (UK).

Keywords: History of Mathematics.

MSC : 01A05.

Compania internaional Creators Synetics a alatuit,” n octombrie 2007, topul celor
100 de geniin viaa din domeniul stiinei, politicii, arteisi din mediul de afaceri.

Primul loc a fost"mprit de inventatorul Internetului , Sir Tim Berners-Lee si chimis-
tul elveian, Albert Hofmann { descoperitorul proprietilor halucinogene ale LSD. P e ul-
timul loc gureaza numele regizorului american Quentin Tarantino . Th total, pe lisa sunt
24 de britanicisi 43 de americani. Doar 15 dintre cele 100 de genii sunt femei. Cele 100 de
genii au fost alese "n funcie de 5 factori { rolul jucatm schimbarea sistemului de viziune
asupra lumii, recunoasterea publi@, fore intelectul ui, succeselesi important culturah.

fh acest top suntsi doi matematicieni, Grigory Perelman (Rusia)si Andrew Wiles
(Marea Britanie). Meritele celor doi sunt demonstrarea a do wa conjecturi celebre. Ter-
menul de conjectur a fost introdus de David Hilbert 2, M formularea celor 23 de probleme
supuse spre rezolvare comunitii internaionale a mat ematicienilor la al Il-lea ,,Congres
internatonal al matematicienilor\ din 1900 de la Paris. h mod obsnuit, prin conjectua
se ‘nelege orice explicaie presupusa a unui fenomen (eveniment) constituia fa certitu-
dine si m afara ori@rei dovezi (probe) plecand de la ap arene sau presupuneri. fn acord
cu Hilbert (autorul termenului de conjectun) se ‘nelege prin con jectua acea problema
deschisa care poate furniza arhitectura unei teorii’/n ma temati@ (sau o direcie nowa) sau
avansarea unui nou domeniu.

Pierre Fermat (parintele teoriei numerelor) a produs 48 conjecturi (tre i s-au dovedit
false) care au reprezentat probleme de cercetare pentru mut matematicieni ( Gauss®,

D profesor, <. George Emil Paladesi &. nr. 6, Buau, stanciuneculai@yahoo.com

2 Nascut la 23 inuarie 1862 la Kenigsberg, M Prusia (acum Kal iningrad, Rusia) { de-
cedat la 14 februarie 1943, a fost un matematician german. Prin profunzimea ideilor si
a modului de exprimare, ,Bazele geometriei \ a lui Hilbert a devenit cartea de temelie a
matematicilor moderne si metoda axiomatiarii’n sensul lui Hilbert ; ea a fost generalizag
pentru toate ramurile noi ale matematicii. Totusi, pentru  wsurarea melegerii geometriei
a nesi euclidiene, ashzi se adopt o constructe a geo metriei cu ajutorul unei automatiari
bazate pe algebra liniaa. Acest fapt este 'n concordanta cu schimtarile determinate de
noul curriculum, de noul sistem de evaluare si de noile manuale. (N.A.)

3) Carl Friedrich Gauss, latinizat Carlo Friderico Gauss (n. 30 aprilie 1777, Braun-
schweig { d. 23 februarie 1855 Gaettingen) a fost un matematic ian, zician si astronom
german celebru. (N.A.)
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Cauchy, Riemann? etc). Ultima conjectur a lui Fermat (cunoscus ca Marea teorena
a lui Fermat) a fost @ ecuata x" + y" = z", pentru n 3, nu are solufi™m Z nf0g.

Pierre de Fermat % Vs, Sir Andrew John Wiles ¥
(n.17 august 1601, Montauban, (n. 11 aprilie 1953, Cambridge,

Frang - d.12 ianuarie 1665, . . .
Castres, Frana) England, Residence United Kingdom)

Marea teorenma a lui Fermat a fost enunbh de Pierre de Fermat ™ anul 1637,
iar demonstraia completn a fost gasit de-abia 357 de a ni mai tYziu, n 1994, de atre
matematicianul englez Andrew Wiles.

Pentru n = 2, enunul nu este adewarat. Exist triplete de numere nat urale (X;y;z)
cu care se pot forma laturile unui triunghi dreptunghic; de a ici, conform teoremei lui
Pitagora, avem x? + y? = z2. De exemplu (3;4;5) sau (5;12; 13). Exisa chiar o in nitate
de astfel de triplete, forma lor generah ind x =2uv,y = u®> V2 z= u?+ v2, unde usi
Vv sunt numere naturale oarecare.

Pentru n > 2, doar cazul n = 4 admite o demonstrafe elementan, schiat de
Fermat mswsi. Chiarsi pentru cazul n = 3 demonstraia depseste nivelul manualelor de

Y Augustin Louis Cauchy (n. 21 august 1789 { d. 23 mai 1857) a fost unul dintre
cei mai importani matematicieni francezi. A demarat un pr oiect important de reformu-
lare si demonstrare riguroas a teoremelor de algeba, a fost unul dintre pionierii analizei
matematice si a adus o serie de contributisi’n domeniu | zicii. Datoriti perspicacitfi
si riguroziafi metodelor sale, Cauchy a avut o in uerd extraordinaa asupra contempo-
ranilor si succesorilor si. Catolic si roialist ferven t, manifesa o prezers sociah actia.
(N.A)

2) Georg Friedrich Bernhard Riemann (n.17 septembrie 1826 { d.20 iulie 1866) a fost
un matematician german cu importante contribufi m anal iza matemati@ si geometria
diferentiad, unele dintre ele deschizand drumul ulter ior spre teoria relativiaii generalizate.
(N.A)

3) A fost un matematician francez, precursor al calculului dif erenfal, geometriei analitice
si calculului probabiliaflor. Lui/y este atribuit * ntr-o masua mai mi@ calculul modern,
N special, pentru munca sa referitoare la tangente si pun ct staionar. El este considerat
cateodat ,parinte\ al calculului diferenfalsi al teoriei numerelor. A avut contributisin
geometria analiti@si probabilitate. S-a rascut’n or aul Beaumont-de-Lomagne. Taal lui
era un bogat negustor de piei. Sub presiunea familiei, Fermat s-a ndreptat spre o cariea
M administrafa civih. T 1631 a fost numit consilier la Departamentul de Solicia ri din
Toulouse. Th 1652 a fost afectat de o forna a ciumei, care bantuia Euro pa acelor ani. A
ntreinut o vask coresponderd cu  Digby, Wallis, Mersenne. (N.A.)

4 Profesor de matemati@ la Princeton University (U.S.A.), a obinut premii notabile:
Fermat Prize (1995), Wolf Prize (1995/6), Royal Medal (1996 ), IMU Silver Plaque (1998),
Shaw Prize (2005).
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liceu; primul care s-a ocupat de cazul n = 3 a fost matematicianul Leonhard Euler? M
1753.

T 1825, francezii Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet? si Adrien-Marie Le-
gendre® trarseaz cazul n =5, demonstrata avand ca punct de plecare o idee mai veche
a lui Marie-Sophie Germain®.

Duma céiva ani, este nalizah demonstraia pentru n = 7,de atre francezul Pere
de Gabriel leon Jean Baptiste Lane . La mijlocul secolului XIX, Academia Francez
instituie un premiu de 3000 franci (0 suma enorna atunci) p entru o demonstrate complea
a teoremei.

Demonstraii pentru numere prime mai mici ca 100 au fost dat e aproximativ n
aceeasi perioad, de @tre matematicianul german Ernst Eduard Kummer © .

fh 1908, magnatul german Paul Wolfskehl alo@ uriasa suma de 100.000 de marci
celui ce va demonstra teorema (,,oferta\ ind valabia p& ra’n 2007). Dum apariia calcu-
latoarelor electronice, au fost abordate cazuri particula re pentru valori tot mai mari ale lui
n; prin anii 1980, erau elucidate toate cazurile m care n < 4:000.000.

fn ultimii ani de dinaintea gsirii demonstraiei comple te pentru orice n > 2, mate-
maticienii erau convirsi @ prin metode elementare nu se ma i poate aduce nimic nou.

fn anul 1983, matematicianul german Gerd Faltings”. a demonstrat @ exist cel
mult o mulime nit de contra-exemple la marea teorena a | ui Fermat.

fn septembrie 1994, matematicianul englez Andrew Wiles a dat demonstrata com-
pled a teoremei, dum ce, n 1993, propusese o ala demo nstraie, care se dovedise a
gresia.

fn anul 2000, Institutul matematic Clay (U.S.A.) a lansat” n cadrul unei Conferine
aniversare a centenarului congresului internaional al m atematicienilor din 1900, un nurrar
de 7 probleme (numite problemele mileniului trei ®) spre rezolvare: ecare problerma este co-
tat cu un premiu de 1000000 de dolari. Printre acestesapt e probleme se aasi Conjectura
Poincae .

Y (n. 15 aprilie 1707, Basel, Elveia { d. 18 septembrie 1783, Sankt Petersburg, Rusia)
a fost un matematiciansi zician elvefan.  Leonhard Euler este considerat a fost fore
dominant a matematicii secolului al 18-leasi unul dintr e cei mai remarcabili matematicieni
si savani multilaterali ai omenirii. Abturi de in uen B considerabia pe care a exercitat-
0 asupra matematicii si matematizarii stiinelor stau atat calitatea si profunzimea, cat
si proli citatea extraordinaa a scrierilor sale, opera s a exhausia (da@a ar publicad
vreodat) putand cu wsurird umple 70 { 80 de volume de di mensiuni standard. (N.A.)

2(n. 13 februarie 1805 { d. 5 mai 1859) a fost matematician german, celebru prin
contribufile valoroase n analiza matemati@si teor ia numerelor. (N.A.)

3 (n. 18 septembrie 1752 - d. 10 ianuarie 1833) a fost matematidan francez, cunoscut
pentru contribufile sale m domeniile: statisti@, te oria numerelor, algebea abstrach si
analiza matematia. (N.A.)

“(n. 1 aprilie 1776 { d. 27 iunie 1831) a fost 0 matematiciara f rancez cu contribufi
importante "n geometria diferentah si teoria numere lor. (N.A))

) (n. 22 iulie 1795 { d.1 mai 1870) a fost un matematician francez. (N.A.)

8 (n.29 ianuarie 1810 { d.14 mai 1893) a fost un matematician german. (N.A.)

) Gerd Faltings { n. 28 iulie 1954 M Gelsenkirchen-Buer, Germania { este un mat ema-
tician german (N.A.)

8 Cele sapte probleme ale Mileniului stabilite de Clay Insti tute din Cambrige, Mas-
sachussetts sunt urnatoarele: P versus NP, Conjectura lui Hodge Ipoteza Riemann,
Existentn ,,golului de masa\ Yang-Mills, Problema de existerea Navier-Stokes, Conjectura
lui Birch-Sinnerton-Dyer , Conjectura lui Poincae { singura rezolvag. (N.A.)
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Jules Henri Poincae vs. Grigori Perelman 2
(n.29 aprilie 1854 { d.17 iulie 1912) (n.13 iunie 1966, Sankt Petersburg, Rusia)

fh 1904, Poincae enuna faimoasa sa conjectun. Enunul ei,n cazul cel mai general,
este urnatorul:

O varietate simplu conexa din spatiul cu n + 1 dimensiuni este homeomor& cu o
sfea n-dimensiona& .

Pentru cazul mai general, pentru n > 4, demonstraia a fost realizag de atre
Zeman(1962), Stallings ¥ (1960)si Smale ¥ (1960), iar pentru cazul n = 4 demonstraia
a fost rewsib de atre Freedman ‘n 1982. Ramasese de demonstrat cazul n care n = 3,
adia varianta, aparent, cea mai simpé.

William Thurston %, un matematician de la Princeton, a propus, pe la “nceputul
anilor 1970, o clasi care a varietilor 3-dimensionale . El considera @ atat timp céat va-
riedile 3-dimensionale pot avea diferite forme, ele nu vor ,prefera\ o anumith geometrie,
Mtocmai ca o estua din natase care va lua forma mane chinului pe care este ssezah.
El a armat @ ecare dintre varietile 3-dimensionale poate descompusam unul pana
la opt componente, inclusiv una de tip sferic, n sensul topologic al cuvantului. Avem
acum de-a face cu o nowa conjectum, ,, Conjectura geometriarii \, care este o generalizare
a Conjecturii lui Poincae

DA fost considerat un matematician universal cu contibuii n toate domeniile mate-
maticii. (N.A.)

2 Talentat la matemati@, urmeaz cursurile unui prestigi  os liceu leningadean renumit
pentru specializarea sa’n ziasi matemati@. Rezult atele sale nu se las asteptate si,
1982, devine membru al lotului sovietic pentru Olimpiada Inter nafonah de Matematiasi
obine medalia de aur cu scorul maxim posibil: 42 de puncte.

A refuzat Medalia Fields (2006)si premiul de 1.000.000 de dolari oferit de Clay Mathe-
matics Institute. (N.A.)

%) John Stallings (n. 22 iulie 1935 { d. 24 noiembrie 2008 " Berkeley) a fost un matem-
atician american. A primit Medalia Fields m 1966. (N.A.)

4) Stephen Smale(n. 15 iulie 1930) { este un matematician american. A primit M edalia
Fields n 1966.(N.A.)

SYWilliam Paul Thurston (n. 30 octombrie 1946) este un matematician american. A
primit Medalia Fields m 1982. (N.A.)
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fn 1982, anulm care Thurston primea Medalia Fields?, un alt matematician, Richard
Hamilton 2, de la Universitatea Cornell, propunea un program de demonstrare a Conjecturii
geometriarii. El pleaa de la ssa-numita Curgere Ricci. Hamilton %i propune s arate @
o suprafaa simplu conexa poate deformata continuu ast fel ncat oricare punct al ei
| ajun@ pe suprafad unei sfere (sfera n sensul larg, topologic). Problema era @ pe
nasur ce se aplica deformarea, n timp, se‘ntAmpla s a apaa zone cu singulariai. Aceste
singulariaf Y ‘mpiedicau pe Hamilton s realizeze deformarea contina pe care o dorea.
Aici intervine articolul genial al lui Perelman din 2002, care are 39 de pagini. T, The
entropy formula for the Ricci ow and its geometric applicat ions\ Perelman indica o cale
prin care singularigfle pot fcute s dispaa. El a pli@ un procedeu prin care marimile
care intervin 'n deformare sunt ,,netezite\.

Lucrarea lui Perelman nu a reprezentat demonstrarea complef a conjecturii Poin-
cae, ci numai realizarea unui schelet de demonstrate. Dum m ai multe dezvolari, demon-
strata complet a fost realiza de @tre  Huai-Dong Cao ¥ si Xi-Ping Zhu . Demonstraia
se ntinde pe 328 de pagini. Terence Tao®, profesor de matemati@ la Universitatea din
California, spune @ realizarea lui Perelman este ,,cea mai frumoasa demonstraie pe care
a \azut-o n ultimii zece ani".

fhainte de a muri, Hilbert a fost mtrebat, da@ ar Mvia dup 500 de ani, ce Mtreba re
ar pune, si el a mspuns: da@ a fost rezolvag ipoteza lu i Riemann ©.

Tn ceea ce priveste topul universigtlor (2007), exist a un clasament realizat de Times
Higher Education Supplement (THES)si rma Quacquarelli Symo nds (QS) (Universitatea
din Bucuresti este singura universitate din Roménia care a intrat’n topul primelor 500 din
lume, pe locul 472)si un clasament realizat de Universitat ea Jiao Tong din Shanghai 6i ™

1 Medalia Fields este cea mai importang distincie din lum ea matematicii, ind cunos-
cut ca un fel de Premiu Nobel pentru matemati@a. Medalia e ste datoran matemati-
cianului John Charles Fields (1863-1932), care a propus n 1932, n cadrul unui congres
internatonal al matematicienilor care a avut loc la Toront 0, n infarea unei distincii care
| recompenseze realiarile majore din matemati@a. La m oartea sa, n 1932, a hsat drept
mcstenire toate bunurile pentru a nant medalia care ave a s i poarte numele. Spre
deosebire de Premiul Nobel, care se acordh anual, Medalia Felds este atribuifi la ecare 4
ani, n cadrul unui congres internatonal de matemati@a . De menfonat @ medaliaii Fields
trebuie @ aita o varsa mai mia de 40 de ani. (N.A.)

2 Richard Streit Hamilton (n.1943) { este un matematician american. A fost ales mem-
brum National Academy of Sciences ™ 1999si™m America n Academy of Arts and Sciences
M 2003. A primit premiul AMS Leroy P. Steele Prize m 2009. (N.A.)

%) Matematician de origine chinea { activeaz la Departame ntul de Matemati@ al Uni-
versiaii, Lehigh, S.U.A. (N.A.)

4 Matematician de origine chinea { activeaz la Departame ntul de Matemati@ al Uni-
versiaii Zhongshan, Guangzhou, China (N.A.)

5 Terence Chi-Shen Tao (n. 17 iulie 1975, Adelaide, South Australia) este un matem-
atician australian (supranumit ,Mozart\’n matemati@ ). fn august 2006 a primit Medalia
Fields, iar o lura mai tarziu a primit premiul MacArthur Fe  llowship. A fost ales la Fellow
of the Royal Society pe 18 mai 2007 si ‘/n 2009 devine member of American Academy of
Arts and Sciences. Cel mai tarar profesor de matemati@a ( 24 de ani). (N.A.)

A 1 . .
8 |poteza lui Riemann { Funcia  (s) = o unde s 2 C, are zerourile m C situate

n=1

pe drepte cus = % + bi, cu b2 R. Aceash conjectua reprezin cea mai importang si

di cid problema a matematicii contemporane. (N.A.)
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anul acesta topul este ‘mpénzit de universiaile amer icane, primele 10 pozifi ale topului,
8 sunt din Statele Unite, iar 2 din Marea Britanie). Cele mai m ulte universiai din topul
Shanghai sunt americane (159), urmate ca nunar de cele britanice (42), germane (40),
japoneze (31)si de cele canadiene (21). Cu ocazia congredui matematicienilor romani,
Institutul de Matemati@ ,,Simion Stoilow\ al Academiei R omane a redactat un raport
n care precizeaa: ,Toate universiaile de top din A merica au cel puin un profesor de
matemati@ romansi peste 300 de profesori romani de mat emati@ predau la universitile
din Statele Unite, Franf, Noua Zeelandh, Marea Britanie , Germania, Italia".

Statistica elaborat de Institutul de Matemati@, arat a“n continuare: ,,fn domeniul
matematicii sunt mai puin de 500 de absolveni de studii s uperioare anual, din care 10-
20 inta 'n cercetarea matemati@a. De ani buni se manifes & o migraie aproape totah
a ,,supercreierelor\ din domeniu spre universiaile di n S.U.A.si Europa de Vest ma din
primii ani de dum facultate sau chiar dum liceu.\

Un astfel de matematician roman (dum unii specialsti ¢ el mai bine cotat tarar
matematician roman) este Daniel Tataru Y. Matematicianul a fost un pretendent roman
la ,,Nobelul matematicii\. Chiar da@ |-a ratat, Tataru &améne un candidat serios la
recunoasterea mondiak. Th 2002 a primit prestigiosul Premiu Bocher, distincie ac ordag
la fel de greu, o dat la trei ani, 'n acelssi timp cu Terence Tao, cel cu care a &cut echi@
n cercetare la Princeton mtre 1995si 1997.

Bibliografie
[1] M. Oprea, Ce este o conjectum si ce ‘nseamra 0 conjectun ?, Rev. Axioma,
Nr.8/2001.
[2] Wikipedia, enciclopedia libeg.

lon lonescu (Bize) (1870 { 1946)

Mircea Trifu 2

»A fost odat ca niciodat un inginer strasnic, lon lonescu,
stAn@ de granit, inina de aur, om de trealasi om de ispr awa"
Gh. Tieica

Peste viagsi activitatea lui  lon lonescu, vestit inginer al Scolii Natonale de Podurisi
Sosele din Bucurestisi ,stélp\ al Gazetei Matematice, s-a asternut, cu nedreptate, uitarea...

S-a rascut la 22 noiembrie 1870 " @tunul Stoienoaia, co muna Creat-Lesile (astzi,
comuna Petachioaia) din judeul lifov, unde tatl s, Nicolae lonescu, @satorit cu Maria-
Atina, rascud  Diamandescu, ica unui podgorean din Valea Gilugreas@, era admini  stra-
torul masiei din localitate a fraflor  losif si Constantin Darvaris . Scoala primaa o cepe
n comuna natak, ,,... cu mari greuait din cauza schimtarii ‘nedtorilor . Pentru clasa a
Il-a am fost adus la Bucuresti, la scoala de la Clemeng, stdind la o gazd de la care am
fugit la BR, @ci parasi alimentele ce mi se aduceau de a cas le chdea la o ceat de @aei,
din mrul @rora &i ficea ciorapi contra reumatismulu  i. Cu modul acesta am pierdut anul
acela\ Va ncheia ciclul primar la Soala nr. 1 de Rosu din Bucu  resti.

Pasiunea pentru matemati@ se formeaz acum. fn clasa a IV-a citeste o carte
despre logaritmisi este fascinat de uluitoarea facilitat e pe care acestia o ofereau calculului

Y(n. 6 mai 1967, Piatra Neam). La Princeton, unde Daniel Tataru a efectuat studiile
postdoctorale, lucreaz englezul Andrew Wiles si a lucrat’ncepand din 1993si rusul Grigori
Perelman. (N.A.)

2) profesor, Secretar general al S.S.M.R.
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cu numere mari. ,...Am aruncat tot haiducii si toate povestile pe care le aveam si am

@utat & u mai aproape de matematici \ va marturisi el mai tarziu. o
Urmeaza Soala comercial din Bulevardul Domnitei

(azi, Bd. Hristo Botev ), avand burs “n tot anii de studi  u.
T timpul verii ficea practia de contabil, ca s strang  a bani
pentru anulscolar urnator.

Dum absolvire, devine contabil al masiei Stoienoaia.
larna, ind mai puin ocupat, se pregteste singur pentr u
admiterea ™ anul preparator si apoi, ca elev la Scoala de
Podurisi Sosele din Bucuresti , ,,... la trigonometrie, dum
cartea lui Gh. Constantinescu, fost profesor la Craiova\. La
examenul de admitere din 1889 este primul ,Ja clasi cate \si
va absolviscoala’m 1894, casef de promoie, cu media 18,42
(punctajul maxim ind 20), cea mai mare medie obinuta
para atunci.

»,Ca elev era unul din cei mai disciplinai, din cei
mai inteligent, de o saruira fia seanan \ &i va aminti,
peste ani, fostul sau profesor, Anghel Saligny. A fost ser-
gentul Geful) clasei, dar si cel care va redacta cursuril e de
»Mecanica rafonab\ a lui G. Kirilov si de ,Rezistent mate-
rialelor\ a lui C. Manescu si va traduce ,, Tratatul de poduri\

) ~_alui Winker. - ] )
Este angajat ca inginer la Serviciul pentru construcia @ ii ferate i a podului) de

la Fetesti-Cernavodh. Podul este inaugurat de atre Reg ele Carol I, m uralele mulimii, la
14 septembrie 1895. A doua zi, la 15 septembrie 1895, va aea primul nunar al Gazetei
Matematice.

Podul de la Cernavoda a fost 0 mare realizare a inginerilor r omani, ind, la vremea
aceea, cea mai mare construcfe de acest fel din Europa. lon lonescu a fostsef de santier
la primul tronson al podului, cel dinspre Fetesti, peste br aul Borcea.

Ca inginer, lon lonescu este autorul unor constructi, studiisi proiecte, unele de-
osebite. A elaborat, de exemplu, proiectul pentrusantieru | naval din Turnu Severin, este
autorul unui studiu privind transformarea Prutului ntr-u  n canal navigabil mtre Galai si
Issi, a executat cu mare profesionalism harta hidrogra @ a bazinului Durarii. A construit
podul de la Bobolia, pe valea Prahovei, iar m 1905 a construit primul pod n unghi pe plan
orizontal din lume, care se numeste Podul Bizetsi este 'n@ 'n folosird.

A obinut cel mai alt grad ingineresc, inginer inspecto r general, a avut functi
importante n Comisia Centraé pentru despagubiri de r azboi, n Consiliul Permanent al
Instrucfunii Publice. A fost chematsi la Primaria Bucu restilor, ca specialist tehnic, dar
intransigent sa proverbiah a produs nephceri, ssa ¢ a a fost nevoit s 8i dea demisia.

Ingineria n-a fost pentru lon lonescu o cale de a ajunge la o situaie materiah bura,
a avut o situaie materiah modest. Cu ocazia pensiorar ii va marturisi @ ,,.... m anul’n
care am iesit inginer am locuit 'n dow odhie mici din st rada Galwsei, si ashzi, dum 42
de ani de practi@ inginereas@, locuiesc tot acolo, m doua camere ceva mai mici.\ Este
strdmtorat nanciar si spre tatranee, pe volumul ,P  ovestiri tehnice\ { face urmatoarea
dedicate unui fost elev, care |-a ajutat la tiprirea @r i, mulumindu-i pentru sprijin:
~Scumpului meu elev, Emil Prager, n amintirea edierii a 200 de exemplare din aceast
carte, al @arei venit mi-a fost de ajutor pentru @utarea b oalei mele din 1943- 1945.

A tait modestsi sobru. ,... Pe mama mea am avut-o ca exemplu de mun@si de
corstiird la ndeplinirea datoriei, de la ea am luat spirit  ul de corectitudine, de economie,
de trai modest\. Nusi-a permis extravagant, doar scurte ,iesiri\ cu p rietenii, la via sa de
la Valea Gilugreasa sau la bearia ,La Gapitanul\ d  in apropierea Universitii.
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A adunat @arf, multesi bune. Coleciasade @ridea ritmeti@ era cea mai complet
si uni@am Romania.

T anul 1897 %" mcepe cariera didacti@, ind profes or de matematici la Scoala de
Telegra e din Bucuresti. fh anul urmator este numit suplinitor la Catedra de mecanic a
aplican si rezistenta materialelor la Scoala de Podur isi Sosele. fn perioada 1909 { 1914
a fost profesor (suplinitor) la Catedra de Luceri Graces i Rezistena materialelor. fn
anul 1914 Anghel Saligny solicii retragerea de la catedasi Y recomandh ca su ccesor pe
lon lonescu. Va améne profesor la Catedra de Poduri para la 1 octomb rie 1938, cand se
pensioneaa.

Pe lang funcia didacti@, lon lonescu a ndeplinit si alte functii: presedinte al
Seciei de Matematia a Societafi Romane de Siint e (M anul 1910 a fost chiar presedinte
al acestei Socieaf), membru la Mathematical Society din Anglia .

La Societatea Politehni@ a fost timp de 13 ani secretar, ti mp de 9 ani vicepresedinte,
iar m perioada 1932 { 1934, a fost presedinte.

fn anul 1938 a fost numit, prin decret regal, presedinte al C olegiului Inginerilor,
funcie 'n care a stat para’n 1941, cand s-a‘mbolra vit.

fn anul 1919 a fost ales membru corespondent al Academiei Ronéne.

A avut chemare pentru ‘maamant, a avut vocaie de dasc al. La tabh explica
simplu, Aa emfaz, convingtor, cu o logi@ impecabi &, pasionat, antren&nd elevii
entuziasmele lui reinute, dar comunicative. Desena cu o uimitoare ndeménare. Sia &
‘nhture, cu puine cuvinte, di culaile de mele gere.

Din partea elevilor, cerea mula mun@si o disciplira de  er. Nu accepta, sub nici o
forma, chiululsi abaterea de la norme odag stabilite.

A dat 36 de serii de ingineri, dar nu se cunoaste cazul vreunui fost elev care @ nu
recunoscut mai tarziu, n decursul carierei, cat de pro tabib, cat de salutaa a fost trecerea
prin mainile lui.

Marea lui severitate, proverbiala lui exigerd, au fost so cotite ca exagerate. El msa
nu a cedat, a amas integru si drept, ‘ncreator pe convin gerile lui, vesnic /n minoritate,
dar cerand s i se consemneze mrerea’n scris, pentru vremea cand o opozite dezinteresat
va mai folositoare decat un reptilism cu tending \.

A fost, dum aprecierea elevilor i, cel mai autorizat pro fesor de morah si cinste
profesionah.

La Gazeta Matemati@ contribufa lui lon lonescu a fost covasitoare. A fcut parte
din cei cinci ingineri, ntemeietorii, ( Victor Balaban , Vasile Cristescu, Andrei loachimescu,
lon lonescu si loan Zottu ) care, la 4 octombrie 1894, 'n casa din strada Manea Brutaru
(ashzi, strada General C. Budsteanu), au hoarat m infarea unei reviste ,,... de care |
pro te elevii liceelor noastre \.

A fost, vreme de 44 de ani, redactor activ. A scris 154 note matematice, 198 de
bibliogra i, a propus 626 probleme, cele mai multe de aritme ti@. ,, Problemele lui se re-
cunosc, dintr-o privire \ { noteaza un fost elev { ,, coninm enunto parte de mister, nu se
rezoha numai aplicand succesiv teoreme, ci solicia mijloa ce proprii, de unde si emotasi
phcerea descoperirii \. Problema 1364 ne cere @ re@sim, numai cu compasul, diametrul
unei bare cilindrice rupte neregulat; problema 597 ne cere a aam, &a logaritmi, prima
cifa a numarului 5100. fn anul 1907, cand se voteaz legea carciumilor, lon lonescu pro-
pune problema 1297, care cerea | se a e ntinderea maxima a unui sat pentru ca’m el @
nu e posibia deschiderea unei carciumi, atunci cand se limiteaza distantle dintre aceasta
siscoah, prinarie, biseri@a. 9 exemplele pot conti nua....

Lui i se datoresc rubricile Gazetei: Note matematice, Diverse, Cereri, Suplimentele
cu recreatuni .
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fn anul 1901 publi@™ Biblioteca Gazetei Matematice celebra culegere de exerciiisi
probleme de aritmeti@, algeba, geometriesi trigonom etrie, scri®n colaborare cu Tieica
loachimescu si Cristescu (ITIC), care va avea 4 edifi (ar folositor | se reedite ze si
asazi ).

lon lonescu a fost, ani de zile, suplinitorul lui Anghel Saligny la Catedra de poduri,
dar a refuzat sistematic @1 primeas@ bani pentru aceast a muna ,,. .. trucat legea cumu-
lului nu permite ca cineva s aila o funciunesi dowa cate dresi ceea ce nu este permis a se
face pe fad, nu este bine | se fa@ oricat de bine deghi zat\. Propune Societtiin infrea,
cu acesti bani (aproximativ 13750 lei), a Fondului Anghel Saligny si a Bibliotecii tehnice
a Gazetei. Tot el va scrie prima carte din colecie, Beton armat, care va avea un frumos
succes de libarie.

Este inifatorul Concursului Gazetei Matematice, ™ anul 1902. Cand acesta se
va destsura pe centre, lon lonescu este trimis la Béarlad, unde nu gseste prea mula
buravoird. El riposteaza cu calm, imperturbabil ,  Ministerul mi-a pus la dispozite o sah
si am delegate de la Gazeta Matemati@ s stau patru ore 'n  aceast sah si voi sta patru
ore n aceash sah \. Concursul s-a fnut, para la urna ...

Rigiditatea caracterului sau si severitatea cu care jude ca lucarile elevilor nu ex-
cludeau buratatea su eteas@ si 0 mare generozitate. Pr in testamentul sau, redactat cu
o lura mainte de moarte, va sa mastenire Societti Gazeta Matemati@a biblioteca sa
matemati@, de peste 900 de volumesi casa sa din strada Rasuri nr. 25, pentru a se’n infa
o Cas de citire pentru elevii de liceu. Casa chiar a funcionat, param 1 950, cénd a fost
trecut, N mod abuziv, ' proprietatea statului. A fost r ecuperat de atre S.S.M.R.n
anul 1997, dar estesin prezent plira de chirissi.

Sartatorirea iesirii la pensie a profesorului, M anul 1938, s-a &cut " marele am-
teatru al Politehnicii. Cu acest prilej, Gheorghe Tieica , din partea Academiei Romane,
se adreseaa srtatoritului cu cuvintele: ,, Ai fostsi esti ceea ce se cheana, de obicei, un

om dintr-o bucag, om ‘ntreg, dar nu ca un numar mtreg oa recare, ci ca un nunar prim,
care nu se imparte decat cu el msusi

si cu unitatea. Prin munca Dumi-
tale, prin caracterul Dumitale, prin
linia dreapt a vieti Dumitale, vei
amane legendar \.

Tot atunci, cele 36 serii
de ingineri, @arora le-a fost pro-
fesor de Poduri, hoamsc ca sala
A.lL1. din vechea chdire a Po-
litehnicii bucurestene s poarte nu-
mele lon lonescu. Pe un perete al
slii a fost prina o plaa de bronz,
cu gura m basorelief a marelui
profesor, realizag de I. Jalea. fn
prezent, placa se gseste la muzeul

din aceessi chdire.
Opera lui, risipie M mai mult de 200 de luceri { aproximat iv 4000 de pagini {

merif @ e cunoscul pentru valoarea sastiini @ , educativa, moralizatoare. Ea asteapt
s e clasi caasi structurat dum, eventual, natur a subiectelor si publicag din nou,
ntregime.

Cum este asteptatisi realizarea bustului ausi ampla sarea lui, n septembrie 2010,
la Valea Galugareas@, acolo unde s-a inutsedina de constituire a Socieati Gazeta Mate-
matia .
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La moartea lui lon lonescu, mtdmplag la 17 septembrie 1946, nu s-au inut discur -
suri. Unul dintre colaboratori i-a pus " sicriu ultimul nu nar al Gazetei, ca pentru a se
amesteca ’n eternitate arana omului cu cea a revistei. .

Pentru @ lon lonescu a fost nu numai un ,stalp\ al Gazetei Matematice, a fostsi
su etul ei.

»S-a staduit \ { scria atunci Octav Onicescu { ,, & "ndrume tineretul prin disciplina
aspa astiinei, folosind matematica drept instrument d e lucru... S-a “mplinit destinul ...
A Bmas pentru noi o gua uni@, de ziditor temeinic al un  ei lumi tehnice care Mmfruna
orice greutate.\

Bibliografie

[1] C. Mateesculon lonescu, Editura Siini @, Bucuresti, 1966.
[2] Gazeta Matemati@, 1895-1935, Istoric-Imaaminte  (Volum jubiliar).

RECENZII

EDUARD D ANCIL A, IGAN D ANCIL A, Thvat geometrie cu ...
mainile tale, Editura ERC PRESS, Bucuresti, 2009

La nele anului 2009, n prestigioasa colecie ,Bibliot eca Societii de Siine Mate-
matice din Romania\, a amrut lucrarea cu incitantul titt  u: fhvad geometrie cu ... mainile
tale, avand ca autori pe E. Dancih si |. Dancih , nume cunoscute si recunoscute " lite-
ratura matemati@ romaneas@ de nivel preuniversitar.  Tradifonal mainile sunt folosite
n studiul matematicii pentru a manevra creionul (creta)s i instrumentele geometrice. De
data aceasta, cei doi autori ne arat posibilitatea de a uti liza méinile chiar la a construi
corpuri geometrice pe baza a 22 demodele ingenios concepute, cu ajutorul @rora putem
s rezoham probleme mai di cile din  geometria m spatu .

Lucrarea este alatuit din dow marf. Prima parte se refea la o introducere M
studiul corpurilor geometrice unde sunt trecute /n revist a principalele proprieti ale aces-
tora pe parcursul a 9 capitole.

Fiecare capitol se cheie cu exercifi si probleme bine alese si a @ror rezolvare de
multe ori apeleaa la construirea unui model.

Sunt’n total 163 de probleme.

Partea a doua o constituie colecia de 22 plarse (dess uari de corpuri geometrice)
care dau posibilitatea de a se construi diverse corpurisi secfuni n ele. Alatuirea acestor
plarse de @atre cei doi autori, reprezinh 'n eserd 0 riginalitatea si ineditul lucarii,
literatura romaneas@ de matemati@.

Lucrarea se deschide cu o scrisoare-apel atre elev, 'n cag autorii i marturisesc
scopulsi forma alatuirii @rfi.

Consider aceast lucrare ca o premiea n metodica ‘ma arii geometriei n spafu
atat la nivel individual catsi la nivel de clas, autorii demonstrand @ se poate ‘mag
matemati@ (geometrie) si cu mainile, construind corpuri, sectuni  corpuri, unghiuri,
distant etc.

Lucrarea este binevenit si oportura n ‘maaman  tul matematic preuniversitar si
folosirea ei la clasa va aduce o revigorare a interesului pertru matematia@ a elevilor. Felicit
cei doi autori pentru efortul si ingeniozitatea al@tuir ii modelelor precum si pentru gama
atat de bogat si variat de lucari pe care le-au elabo rat/n ultimii 15 ani pentru a wsura
si trezi interesul elevilor pentru studiul matematicii.

Miron Oprea
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CORINA PIPOS ION TODOR, Tnamantul matematic romanesc
Mscolile Blajului de laminare para la Marea Unir e
Editura Academiei Roméne, 2009

La Editura Academiei Romane a agrut, de pufra vreme vol umul fimeamantul
matematic romanesc ‘nscolile Blajului de la’n infare pAn  a la Marea Unire , autori Corina
Pipas si lon Todor, aceiasi care, n urma cu caiva ani, au scris 0 excelenta lucrare despre
Aritmetica lui Sncai din 1785.

Cartea &i propune 1 e { dorird narturisia a auto rilor m prefaa { un modest
omagiu adus acelor, mulf nestiuf, "neatori si p rofesori, care au @pat la con uenta
Tarnavelor acele ,fantani ale darurilor\ cum sunt numi te, cu recunotra scolile Blajului.

Autorii au cercetat un imens material documentar de arhiva, de la manuscrise si
ti@rituri vechi si noi la scrisori o ciale si particula re, anuare scolare si sematisme cla-
sice a ate 'n Biblioteca Academiei Roméane de la Bucurest isi Cluj-Napoca, "n Biblioteca
»Timotei Cipariu\ de la Blajsi Biblioteca ,,Astra\ de la S  ibiusin multe alte locuri.

Cartea este structuraf pe 13 capitole la care se adaugn Glosar, Postfad si Anexe.
Se ncepe cu o ,punere ' tenma), prezentandu-se situatia roméanilor din Transilvania
secolul al XVIlI-lea, condifile n care s-a Acut ,,Uni rea cu Roma\ de la 1700 a unei fari a
bisericii ortodoxe, lupta politi@ natonah dus prin arta cuvantuluisi a scrisului de alt
preotsi oameni de cultua, cepand cu ,epicurul ma rti\ loan Inochente Micu Klein si
continuat. de reprezentanii Solii Ardelene si, mai d eparte, de Timotei Cipariu, Simion
Barnutu si de muli alii.

Sunt prezentate structura sisi organizarea scolilor Bl ajului n perioada 1754-1918,
cepand cu scoala dintai deschisa la 11 octombrie 1754 de Petru Pavel Aron, scoah care
»...Va a tuturor, de toat varsta, ...nicio plaa de la ucenici  asteptandu-se\, spre de-
osebire de scoala de la ,,Sf. Sava\ din Bucuresti, deschiga " anul 1776, " al @rui hrisov
domnesc care o legitimeaz se prevede @ cei care frecverdu trebuie & e ,, nobili, adia i
de boieri samtat sau chiar @raci, nu masi ii d e atenisidrani .\

n capitolul 3 sunt prezentat 47 de profesori care au preda t matematica lascolile din
Blaj" perioada 1800-1918, "n marea lor majoritate absolvent de studii teologice. Amintim
caiva dintre ei: lon Fekete Negruiu, loan Micu Moldovan (,Moldowanut, primul preot
din Blaj care a fost ,,uns\ prelat papal, membru al Academiei Roméne), Emil Viciu (,rar
profesor care @ avut atata autoritate “naintea elevilor \), Valeriu Sucu, Traian Gherman .

Din capitolul ,,Programa de matemati@a\ aam @, potrivit Normei Regia , lege care
reglementa nunarul disciplinelor predate " scolile di n imperiu, din cele 25 (mai tarziu
18), iar pe sapamara, la gimnaziu,matematicii doar 2 o re erau atribuite matematicii. S
Cu toate acestea, n anii premergatori revoluiei de la 1 848, nscolile bhjene se preda, la
aritmeti@si algeba, despre cele patru operati, rid icarea la puteresi extragerea adcinii
atratesi cubice, ecuatisi sisteme de ecuati, rapo artesi proporti, logaritmi, progresii ar-
itmeticesi geometrice, serii, iar la geometrie se preda longimetria, planimetria, solidometria
si trigonometria.

Deosebit de interesante sunt capitolele dedicate primelor manuale folosite n scolile
din Ardeal, precumsi celor folosite “ntre anii 1800-1918 , un loc aparte ocupandu-l prezen-
tarea Aritmeticii lui Sncai, tiparia la Blajm anul 1789.

Alte capitole cum sunt: ,Gari de metodi@), ,Tipogra a bhjeara\, ,Bibliotecile
Blajului\, ,Preocumari de matemati@ " presa bhjea )\, ‘ntregesc informaiile despre
preocuparile dasalilor bhjeni pentru realizarea une i activiafscolare susinute cu valene
educative pe nasug.

Ultimul capitol trateaz despre legislaiascolam, p  rivind organizarea "meamantului
transilvan, prezentdndu-se legi importante ca Ratio educationis si Norma regiae (1781),
obligatorii pe tot cuprinsul Imperiului Austro-Ungar.
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scolare din Ardeal para’m 1918, iar “n altul, termenii
Cu respect pentru adewarul istoric, autorii s-au staduit

fntr-un Glosar sunt trecut termenii matematici iesit din uz, folosit

i N manualele
care s-au mstrat para asazi.
su a evite patetismul scri-

iturii, @ tempereze avantul condeiului, chiar da@ uneo ri au fost uimii de munca aa

pregetsi spiritul de jerth care i-a animat pe mulf dint

didacticasi pedagogia romaneasa@.
Cartea profesorilor Corina Pipes si lon Todor reprezint o contribuie important la

capitolul de istorie a matematicii romanesti legt de peri oada cand se scriau primele manuale
scolare si se puneau bazele terminologiei stiini ce s peci ce.
Scri| cu priceperesi cu dragoste, cartea se citeste cu pacere, cu interessi, mai ales,

re acei deschiatori de drumurim

cu folos.
Mircea Trifu
TABLA DE MATERII
Vol. XXVII (CVI) 2009
I. Articolestiint cesi de informare stiint @
1. Magdalena Unele inegaliat privind funcia [0 I 2135
Banescu
2. Alexandru Bobe Cli ord chain for equal ellipses ..................... 1 32
Wiladimir Bosko
3. Daniela Teste de primalitate si de factorizare. Aplicaii ...... 1 37
Chendrea,
Cristina Flaut
Mihai Polceanu
4. C. Corduneanu What can Sine Function do for us?, ................ 4 269
5. C. Constantinescu Cateva ganduri despre matemati@si
matematicieni ........... . 2103
6. Marian Cucoanes O demonstrafe simph pentru inegaliaile lui
Blundon ... ..o 4 313
7.J. L. Diaz-Barrero, Inequalities Derived Using Telescopic Sums, ........... 4 295
J. Gibergans-
Baguena
8. Dorel Duca Proprieti ale punctului intermediar din teorema
de mediealuiLagrange...........ooviiiiiiiiiian.. 4284
9. Alexandru Gica Arround Brocard's Problem ........................ 2 126
10. C. Manescu- On the formulae of stirling and Wallis .............. 2130
Avram
11. C. P. Niculescu Open problems in elementary geometry ........... 2122
12. Liviu Nicolaescu O introducere " teoria mecanismelor .............. 1 1
13. Marius Olteanu Asupra ra rarii unor inegaligf n tetraedru ....... 3195
14. Vasile Pop Metoda etichetrii binare " probleme de
combinatori@ ... 3173
15. Dumitru Popa Asupra procedeului de evaluare asimptoti@a a lui
De Bruijin ... 1 20
16. Adrian Reisner Asupra teoremei lui Beatty, sirurilor lui Wytho
si cuvantului lui Fibonacci.................... .. .. . 3182
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17. Alina Smanarian

18. Claudia Zaharia

Approximations for a generalization of Euler's
constant
Asupra teoremelor lui Aokisi Rassias de stabilitate
pentru ecuatfi functonale.........................

Il. Note matematice, articole metodice

1
2

. Aurelia Cipu
. Galin Ghinea

. L. Homentcovski,

C. Homentcovski

. P. hanescu,

Florin Nichita

. Radu Gologan,

Cezar Lupu

. Examenesi concursuri

T leqatum cu problema 247
A note on some limit connected with Euler

CONSEANT ..t
Dreapta lui Eulersi cercul celor 9 puncte.

Generali@ari ...
Inegaliaisi elemente de teoriasirurilor

An Olympiad problem: Zeroes of funcions in the
image of Volterra operator

. Vasile Chiriac,

Bogdan Chiriac

. Andrei Halanay
. Vasile Pop

. Sorin Radulescu,

. V. Maftei

. Didactica matematicii

Solutile problemelor date la examenul de titularizare
din 16 iulie 2008..... ...
Concursul Traian Lalescu, 2009
Concursul internaional de matemati@ al studenilor

din sud-estul Europei, Ediia a lll-a,

Agros-Cipru, 2009 . ... e
Concursul Natonal de ocupare a posturilor didactice
din municipiul Bucuresti, 15 martie 2009...............

. C. Costara,

Viviana Ene

. George Dina
. Neculai Stanciu

Scurt prezentare a programului masteral de
Matemati@ Didacti@ ..................coovivinn...

Noi re ecti asupra domeniului meu de entuziasm......
Metode active 'n didactica matematicii

V. fn sprijinul cursurilor optonale

1.

VL.

Dan Giurgiu

Puncte de vedere

1.
VII.

Laurentiu Modan
Istoria matematicii

Propunere: Curs opfonal de matematia la clasa
a Vlll-a. Relafi metrice...............coooiivinn

Starea actuah a ‘memantului superior romanesc.

. Marioara

Cosachescu

. C. Constantinescu
. Constantin Rusu,

Neculai Stanciu

. Neculai Stanciu
. Mircea Trifu

. Mircea Trifu
. Andrei Vernescu

Centenar pentru matematicienii romani

George Isac (1940-2009)
Aspecte dinistoria O.IL.M. ...,

Matematica n top ?
Dum o sut de ani, La Valea Gilugareasa

(Societatea ,,Gazeta Matemati@\ la centenar) .........
lon lonescu (Bize) (1870 { 1946) ............cccvvvnnn..
Acei mari dasa@li pe care nu trebuie sa-i uiam
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VIII. Manifeséristiint ce

1. Romeo Zamr, Elevi din Romania la EUROMATH 2009 .............. 2 169

Vasile Berinde
IX. Din viad Sociesti
1. Mircea Trifu A Xll-a Conferirdh Anuah a Societii de Siine
Matematice din Romania, Baau,

16-18 octombrie 2008 ... 2171
2. Soaladevaade laBuwsteni ....................... ... 3260
3. Lista cursanflorde laBuwsteni.................... ..... 3263
4, Prima sesiune de comuniarisi referate metodico-
stiinf ce organizaa de S.S.M.R cu ocazia
Solidevaade laBwteni......................... ... 3264
X. Recenzii
1. M. lvan Vasile Pop, Geometrie pentru gimnaziu, liceusi
concursuri, Editura MEDIAMIRA, Cluj, 2007 ............. 1 98
2. R. Miculescu Liliana Niculescu, Metoda reducerii la absurd,
Editura GIL, Zalu, 2006. . ... ... 1 87
3. R. Miculescu Bogdan Enescuy Arii, Editura GIL, Zahu, 2006............ 1 88

4. R. Miculescu Nicwsor Minculete , Teoremesi probleme speci ce de
geometrie, Editura EUROCARPATICA,
Sf. Gheorghe, 2007 ... ..o 1
5. R. Miculescu Dan Schwarz, Gabriel Popa, Probleme de nunarare,
Editura GIL, Zahu, 2006 .............cccoiiiiiiinn.. L. 2
6. R. Miculescu Virgil Nicula , Cosmin Pohoa , Diviziune armoni@,
Editura GIL, Zabhu, 2007 ..........coiiiiiiii i L 2
7. R. Miculescu lurie Boreico , Marinel Teleu@ , Invarianisi jocuri
Editura GIL, Zablu, 2007.........ccvvviiiiieiiiannnn, v 2
8. M. Oprea Eduard Dancid , loan Dancia , Thvaa geometrie
cu ... mainile tale, Editura ERC PRESS,
Bucuresti, 2009. ... ... e 4
9. D. Radu lon Nedelcu, Anca Tukescu, Lucian Tuescu , Probleme
de matemati@ pentru concursuri, Editura
REPROGRAPH, Craiova, 2007 .........c.ooiineiaanannn 1
10. D. Radu Bogdan Enescy Polinoame, Editura GIL, Zahu, 2007 ..... 1
11.D. Radu Maria Elena Panaitopol , | Laureniu Panaitopol |,
Probleme de geometrie plara, soluii trigonometrice,
Editura GIL, Zabhu, 2006 ...........c.cviiiiiiiiinnn. o1
12.D. Radu lon Cucurezeanu, Ratrate si cuburi de numere tregi,
Editura GIL, Zahu, 2007............ccoviiiiiiian v 2
13.D. Radu Pantelimon George Popescy loan V. Maftei , Jo® Luis
Daz Barrero , Marian Din@ , Inegaliaf matematice,
Editura Didacti@asi Pedagogi@, Bucuresti, 2007 .... ..... 2
14.D. Radu Gheorghe Caciun si colaboratorii, Duelul matematic,
Editura TIPARG, Pitesti, 2007 ............cccovvinnnn. L2
15. D. Radu Eduard Dancid , loan Dancid , Ghidul "nadtorului,
Editura IULIAN, Bucuresti, 2008...................... ... 3
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16. D. Radu

17. M. Trifu

18. A. Vernescu

19. A. Vernescu

20. A. Vernescu

XI.

Probleme propuse { rubri@ permanené redactad de Ra

Eduard Dancid , loan Dancia , Matematica serveste!,
Editura ERCPRES, Bucuresti, 2007 ..................... .
Corina Pipss , lon Todor, fmaamantul matematic romanesc
Mnscolile Blajului de lan inere para la Marea Unir e,

Editura Academiei Roméane, 2009 ............c.cccvvvvven ..

Dorel |. Duca, Eugenia Duca, Exerciiisi probleme

de Analiza matemati@, vol. |, Editura

CASA CARTI DE STIINT A, Cluj, 2007 .................
Dumitru Popa , Exercifi de Analiza matematia,

Biblioteca Societti de Siine Matematice din

Roméania, Editura MIRA, Bucuresti, 2007 ...............
Rolf Nevanlinna, Veikko Paatero, Introduction to

Complex Analysis, Second Edition, AMS CHELSEA
PUBLISHING, Providence, Rhode Island, 2007............

31 285

du Gologan

. Mihai Dicu (282)

N o oA WON P

. Dumitru Batineti-Giurgiu (283) 8. Tudorel Lupu (287, 293)

. Marius Cavachi (278) 9. Marius Olteanu (284, 294)
. Adrian Corduneanu (289) 10. Dumitru Popa (279)

. Jo® Luis Daz-Barrero (275) 11. Dan Schwarz (291)

12. Pobert Sasz (277, 281 )

. Radu Gologan (285, 290) 13. Marian Tetiva (276,280,286,292)
. Cezar Lupu (287, 293) 14. Adrian Troie (288)

XIl. Solutile problemelor propuse { rubri@a permanent a redactah de

Dan Radu

253 (Dan Radu, Marian Tetiva, Marius Olteanu), 254 (Marian Tetiva),
255 (Marius Olteanu, loan Gha, Nicwsor Minculete), 256 (Nicuwsor Min-

culete),

257 (Mikaly Bencze, loan Ghi, Nicusor Minculete), 258 (Andrei

Vernescu, Nicwsor Minculete, loan Gha, Marian Tetiva) — ....................
259 (Dan Radu), 260 (Marius Olteanu), 261 (Dumitru Batineu-

Giurgiu, Nicwsor Minculete, Marius Olteanu), 262 (Marian Tetiva,

Marius Olteanu), 263 (Nicusor Minculete) .............c.coviiiiinannn..
264 (Dan Radu), 265 (George Stoica, Marian Tetiva), 266 (Marian

Tetiva, llie Bulacu, Marius Olteanu), 267 (Gheorghe Szlsy),

268 (Daniel Va@reu, Marian Tetiva) ...........ooiiiiis i
269 (Radu Gologan), 270 (Marian Tetiva, Marius Olteanu), 271 (Fobert
Sasz, Marius Olteanu), 272 (Dorin Marghidanu, Marius Olteanu),

273 (Dumitru Batineu-Giurgiu, Marius Olteanu), 274 (Doru

Sefinescu, Marius Olteanu, Nicwtsor Minculete) ....... ... ... oot

)A se vedea pct. 1 al eratei de la nele prezentului numar. (N.R.)
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ERAT A

1. Dintr-o regretabib eroare a redaciei, problema 277 din nr. 1/2009, a fost
reluatsi’™ nr. 2/2009 sub numarul 281. Totodag, facem observaia @ sub prima
integrah din enuntse va citi ,,e "®)\'n loc de ,,e"(9\n cadrul problemei 277si, 4\
M loc de ,, 24\ ’n cadrul problemei 281. Nu vom modi ca totusi humerotarea
problemelor pentru a nu crea disfuncii n evident auto rilor si rezolvitorilor.

2. La pag. 99 aliniatul 5, randul 7 se va citi ,profesorul\’n loc de ,,profesoru\.

3. La pag. 99 aliniatul 6, randul 2 se va citi ,/h amintirea cdor 2 ani cat a
fost das@l\n loc de ,/n amintirea celui care i-a fost dasal\.

4. La pag. 99 aliniatul 6, randul 8 se va citi ,Formator Magister. fh 13\
loc de ,Formator Magister m 13\,

5. La pag. 100, primul aliniat, randul 10 se va citi ,,Risoprint din Cluj, Gil din
Zahu, G. Casbuc din Bistri, Altipsi Star Soft din Alba  -lulia\’n loc de ,,Risoprint
Cluj, Gil zahu,\.

6. La pag. 100 aliniatul 2, randul 1 se va citi ,conferine\~n loc de ,,conferire\.

7. La pag. 100 aliniatul 3, randul 3 se va citi ,,noului drum al Faculaii de
Matemati@si informati@\ n loc de ,la de nirea info rmati@\.

8. La pag. 100 aliniatul 4, randul 3 se va citi ,Universitatea Tehnia din Cluj\
M loc de ,,Universitatea din Cluj\.

9. La pag. 100 aliniatul 4, randul 4 se va citi ,,Faculaii\ " loc de ,Facultu
afi\.

10. La pag. 106 randul 17 de sus se va citi ,,2002\‘m loc de ,,2@0.

Redacta



