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Cateva ganduri despre matematica si matematicieni
CORNELIU CONSTANTINESCUY 2)

1. Intuitie si rigurozitate

Majoritatea matematicienilor nu mai considera astazi matematica ca
pe o stiinta a naturii, ci ca pe un limbaj al acestor stiinte, dar un limbaj
care participa la procesul de cercetare sgi care ajuta si la crearea intuitiilor
din domeniile respective. Si o anumita reciproca este, in parte, adevarata:
multe intuitii si multe probleme din matematica provin din celelate stiinte.
Intuitiile matematice sunt de fapt imagini din domenii ce ne sunt familiare i
care au o oarecare analogie cu anumite concepte matematice, asa ca le putem
utiliza, pana la un anumit punct in gandirea noastra, in locul lor. Asta poate
fi, de altfel, gi sursa unor anumite erori. Alexander Grothendieck (1928-20..)
povesteste in memoriile lui ,,Récoltes et semaille®, ca i s-a intdmplat adesea,
sa caute un rezultat pe baza unei intuitii, pentru ca in final s dea peste
un contraexemplu. ,,Ma simteam un pic idiot“ — martuiseste Grothendieck
— ,dar n-am regretat niciodata asta, caci prin aceasta metoda am Invatat
foarte mult“. Ceva mai complicata este situatia cand este vorba de o intuitie
gresitd la nivelul unei intregi societati. Un contraexemplu intr-o astfel de
situatie poate fi punctul de plecare al unei intregi teorii matematice. Cele
mai multe intuitii provin din alte domenii matematice, in special exemplele
sunt foarte mult utilizate. Practic vorbind, fara intuitii nu se poate face
cercetare, dar fara ele nu se poate nici macar intelege ce au facut altii. Ele
sunt personale, cel mult raspandite intr-o anumita societate la un anumit
moment dat. Ele formeaza in acest caz un fel de dialect, care usureaza trans-
miterea ideilor in interiorul grupului respectiv, dar care nu prea este inteles
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de persoanele straine. Mi-a fost dat sa intalnesc discutii intre matemati-
cieni, In care, la un moment dat, unul spune: ,Care sunt intuitiile tale?*
Si dupa ce cel intrebat raspunde, i se imputa: ,,De ce n-ai spus asta de la
bun inceput, asi fi inteles totul mult mai repede si mai bine“. Se povesteste
ca la un curs tinut de Claude Chevalley (1909-1984), acesta s-a impotmolit
intr-o demonstratie, dupa care s-a retras intr-un colt al tablei, unde a facut
un desen misterios si a scris nigte semne indescifrabile, apoi s-a luminat la
fatd si a dus demonstratia la bun sfargit. Studentii l-au criticat, pentru ca
le-a oferit la curs numai demonstratia formald, fara sa le dea o indicatie
asupra intuitiilor lui. Nemultumirea studentilor este desigur justificata, dar
critica lor este cam indoielnica. Transmiterea intuitiilor este de obicei mult
mai complicatd decat demonstratia formala. Cel mai bun lucru pe care il
poate face un matematician, cand i se comunica o demonstratie, este de a
incerca sa ,,inteleaga“ demonstratia, adica sa o traduca in limbajul intuitiilor
lui si, eventual, sa o verifice pe exemple simple. O atitudine de cumparator
suspicios, care verifica toate detaliile, ca sa se convinga cd n-a fost tras pe
sfoard, nu pare a fi prea folositoare si costa gi mult timp, dar eventual poate
duce, totusi, la o intelegere mai buna a legaturilor dintre diversele concepte
ce apar in timpul demonstratiei, cu conditia, insa, de a urmari in mod lucid
aceste legaturi. Dar am intalnit de mai multe ori in viata si cazuri diametral
opuse, in care unul incearca sa explice o idee folosind un limbaj intuitiv, ca sa
i se reprogeze: ,,Nu inteleg nimic din tot ce spui, nu poti sa explici lucrurile
intr-un limbaj matematic clar?“. Acest limbaj matematic clar este de fapt o
limba straind pentru cam toti matematicienii. Ei nu o utilizeaza in nici un
caz cand gandesc si nici atunci cand vorbesc cu colegii apropiati. El are rolul
pe care il avea limba latina pe vremuri: era limba in care se faceau comu-
nicarile, ca sa fie intelese de toata lumea, dar numai putini o stapaneau bine
si In niciun caz nu o utilizau in gandirea lor de toate zilele sau in conversatiile
cu cei apropiati. Adaug ca, in limbajul intuitiilor, demonstratiile joacd un
rol subordonat: legaturile dintre concepte se ,,vad“ si nu trebuie justificate.

Cu totul diferit stau lucrurile in matematica formala. Aici totul trebuie
sa fie riguros, iar demostratiile joaca un rol fundamental. Tabloul obignuit
este: axiome, definitii, teoreme, demonstratii. Axiomele sunt, in majoritate,
fixate pentru domenii intregi si, In mare parte, acelagi lucru este valabil gi
pentru cea mai mare parte a definitiilor. Teoremele au o structura precisa:
se dau ipotezele teoremei si se formuleaza apoi concluziile. Functia lor este
clara: daca intalnim in practica o situtie in care ipotezele sunt indeplinite,
atunci putem utiliza concluziile, fara a mai face o demonstratie, este suficient
sa citam teorema respectiva. Oamenii nu au capacitatea de a deduce spontan
concluziile din ipotezele date. Evolutia lor nu i-a pregatit pentru o astfel de
abilitate. Ei erau obligati sa se orienteze in teren, sa cunoasca anumite plante
si animale, sa aibe anumite informatii meteorologice si aga mai departe. De
relatii logice aveau nevoie numai la un nivel foarte elementar. In acest sens
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matematica este un fel de proteza psihica, care ofera un anumit serviciu,
inlocuind lipsa unei calitati naturale. In loc s& demonstrim la fata locului
problemele intalnite, recurgem la memorizarea teoremelor, un fel de pastile
cu o intrare si cu o iegire. E adevarat ca multe teoreme raspund mai mult
unei pure curiozitati intelectuale gi nu urmaresc un scop util, dar adesea si
aceste ,teoreme inutile“ se dovedesc foarte utile (acesta este, de obicei, cazul
cand e vorba de curiozitati intelectuale justificate; ca sa nu adaug ca drumul
parcurs pentru demonstrarea unei astfel de teoreme poate deveni o teorie
matematica importanta).

Ce calitati trebuie sa aibe teoremele pentru a fi utile? In primul rand ele
trebuie sa fie ugsor de memorat, sa fie utilizabile in cat mai multe situatii si sa
inlocuiasca rationamente complicate (pe care nu le putem produce spontan).
Henri Poincaré (1854-1912) remarca intr-unul din articolele lui filozofice, cu
oarecare surprindere, ca marile teoreme matematice sunt, de obicei, simple.
In perspectiva utilitarista descrisa mai sus, implicatiile par sa mearga intr-un
sens oarecum opus: simplitatea este o conditie necesara pentru ca o teorma
sa fie considerata mare. Un exemplu grotesc in aceasta directie l-ar putea
constitui o teorema ale carei ipoteze ar necesita cateva miliarde de pagini
pentru scrierea lor. O astfel de teoreméa este complet inutild, caci nimeni
nu poate memora (i nici macar citi) aceaste ipoteze (eventual, computerele
viitorului!). Ceva similar este valabil pentru intregi teorii matematice. Cand
aceste teorii ating o faza baroca, cu un numar prea mare de notiuni si rezul-
tate marunte, pe care nu le mai putem memora in mod normal, ele devin
inutile si matematicienii incep sa le evite. Atle Selberg (1917-2007) si-a ex-
primat parerea ca ideile simple sunt exact acelea care vor supravietui. Dar
exista si teorii matematice care, desi nu au supravietuit, au fost, totusi, foarte
utile, prin aceea ca au inspirat gi au condus la aparitia unor teorii matematice
foarte importante. Ca sa nu adaug ca anumite rezultate matematice, care nu
mai sunt utilizate in matematica pura, formeaza painea cea de toate zilele in
anumite domenii de aplicatii ale matematicii. Capacitatea de a supravietui
in matematica purd nu poate fi, deci, ridicata la rangul de criteriu absolut in
judecarea valorii unei teorii matematice. In lumea matematici actuald este
destul de raspandita mentalitatea ca o teorema, care are o demonstratie di-
ficila si care a fost demonstrata dupa o perioada destul de lunga de incercari
nereusite, la care au participat matematicieni renumiti, trebuie sa fie con-
siderata ca o teorema importanta. Evident, aici e vorba in mod tacit de o
definitie arbitrara a unei notiuni, aceea de teorema importanta, dar nu avem
voie sa concludem de aici ca o astfel de teorema este in mod necesar si utila.

In prezentarea rezultatelor lor publicului, matematicienii pot fi mai rigu-
rosi sau mai putin rigurosi. Giuseppe Peano (1858-1932) si Edmund Landau
(1877-1938) sunt exemple de matematicieni care, spre sfarsitul vietii lor, au
impins rigurozitatea textelor lor pana la absurd. Se si povestesc diferite
anecdote pe seama exagerarilor lor. Henri Poincré este un exemplu opus, el
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prezentand anumite teorii matematice (de exemplu topologia) aproape fara
demonstratii. Recent s-a discutat mult in comunitatea matematica cazul
publicatiilor cu demonstatii insuficiente, dar cu pretentia de a fi riguroase.
Aceste texte obliga pe alti matematicieni sa facad munca ingratéa, de a prezenta
demonstratii riguroase pentru un rezultat, care nu va fi considerat ca obtinut
de ei. Prezentarea conjecturilor cum ar fi, de exemplu, textul lui Bernhard
Riemann (1826-1866) referitor la cele sase proprietati ale functiei zeta (pu-
blicat fara demonstratii; primele cinci au fost demonstrate intre timp, ultima
rezista si, sub denumirea de ipoteza lui Riemann, este considerata de foarte
multi matematicieni ca cea mai importanta problema si cea mai mare sfidare
matematica actuald), sau textul lui André Weil (1906-1998) referitor la cele-
brele sale patru conjecturi (demonstrate intre timp de Grothendieck si Pierre
Deligne (1944-20..) ), este, din contra, foarte apreciata, caci autorul expune
publicului intuitiile lui, fara sa pretinda ca a produs vre-o demonstratie.
Matematicianul care produce o demonstratie pentru o astfel de conjectura,
devine celebru peste noapte. Recent, asta s-a intamplat cu conjectura lui
Eugéne Charles Catalan (1814-1894) din anul 1844, demonstrata in 2006 de
catre Preda Mihdilescu (1955-20..).

Foarte dramatica este problema rigurozitatii in invatamant. Un curs,
in care rigurozitatea este exagerata, are darul de a face materia arida, de a
pune accentul pe un fenomen totusi secundar si de a nu favoriza intelegerea si
gandirea intuitiva a studentilor. Extrema cealalta, un curs fara demonstratii
si, In special, fara definitii riguroase, educa pe studenti in ideea ca aga este
matematica, demonstratiile riguroase nu sunt necesare, matematica este, prin
natura ei, o stiinta confuza. In special, lipsa definitiilor precise poate duce la
dificultati de intelegere. Din fericire, studentii sunt confruntati cu cursuri de
cele mai diferite tipuri, aga ca daunele se mentin in anumite limite tolerabile.
In orice caz, exagerarile, Intr-o directie sau alta, sunt nocive. Aici se aplica
un vechi proverb arab: ,,Dumnezeu nu iubeste pe cei ce exagereaza“.

Imi permit sa relatez aici o traire dramatica, pe care am avut-o ca stu-
dent, cu ocazia unei conferinte tinuta de Gheorghe Galburda (1916-2007) in
cadrul unui seminar al cursului de Geometrie, predat de Gheorghe Vranceanu
(1900-1979). Scopul conferintei era de a verifica o noud demonstratie a teo-
remei lui Gauss-Bonnet, descoperita de Galburd. Era vorba de o schimbare
de variabila intr-o integrald pe o varietate, iar Galburd nu era sigur daca
aceasta schimbare de variabila este permisa. In sald s-a asternut o tacere
adanca care, pentru mine, a durat o vesnicie, in care am transpirat sange.
Imi dideam seama c& pot gandi un veac intreg la aceasta intrebare, fara sa
am cea mai mica sansa de a o rezolva, si asta pentru simplul motiv ca nu
cunosteam definitia varietatilor si a integralelor pe aceste varietati. In plus,
eram convins ca astfel de defintii nici macar nu exista si ca intreaga teorie
se face exclusiv la nivel intuitiv. Bietul Galburd, ma gandeam eu, a facut,
poate, o descoperire importanta, dar nu o poate publica, pentru ca nu este



C. CONSTANTINESCU, GANDURI DESPRE MATEMATICA $I MATEMATICIENT 107

sigur ca demonstratia lui este corecta si nici n-are cum sa afle asta. Refuz sa
fac o astfel de matematica, urla un protest disperat in creierul meu.

Docentii, la randul lor, sunt confruntati cu grupe de studenti de foarte
diferite nivele si cu viziuni foarte diferite despre matematica si trebuie sa-si
adapteze cursul acestei grupe. Dar cum sa faca asta? Daca tin un curs la
un nivel prea ridicat, nu vor putea fi urmariti de studetii mai slabi. Daca
vor sa se faca intelegi de toti studentii, riscd sa nu poata avansa prea mult.
Gustave Choquet (1915-2006) povesteste cum, in tineretea lui, fiind in S.U.A.,
a participat la un curs care il interesa foarte mult gi in care docentul ficea
eforturi vizibile de a se face inteles de tot publicul. Rezultatul a fost ca el nu a
putut avansa prea mult. ,,La acest curs n-am invatat nimic“, conclude, acru,
Choquet. Ceva similar s-a petrecut si cu cursul lui Paul Bernays (1888-1977)
de teoria multimilor, tinut in Ziirich, dar Bernays nu si-a pierdut simpatia
studentilor lui, care il iubeau foarte mult.

In ceea ce mi priveste, am avut parte de tot felul de studenti. Am avut
fericirea de a avea cativa studenti exceptionali. La examenele orale finale
dadeam, de obicei, studentilor o tema matematica, care trebuia prezentata
liber de catre ei. Si mi s-a Intamplat, de mai multe ori, ca studentul sa tina,
cu aceasta ocazie, un fel de conferinta, care ma uluia, cu atdt mai mult cu cat
studentul nu gtia ce tema 1i voi da si era astfel obligat sa pregateasca intreaga
materie. Trebuia sd recunosc, in sinea mea, ca eu, in locul lui, n-ag fi tinut o
conferinta atat de frumoasa. Dar am fost confruntat si cu cazuri disperate, in
care studentii mei aveau dificultati de intelegere in domenii care nici macar
nu-mi treceau prin minte. Un student vine, de exemplu, la mine cu o carte
de matematica, in care autorul trata mediile ponderate. In aceast carte se
lua un sir finit de ponderi, toate diferite de zero. In loc s& spuni asta, din
motive neclare pentru mine, autorul cere ca produsul ponderilor sa fie diferit
de zero, ceea ce este, de fapt, acelasi lucru. Studentul ma intreaba, iritat,
cum de are voie autorul sa inmulteasca ponderile. Stupefiat de intrebare, il
intreb, la randul meu, de ce sa n-aiba voie. Pai, zice studentul, sunt doar
ponderi. Si ce daca sunt ponderi, intreb eu, cam derutat. Pai, zice iar stu-
dentul, ponderile se masoara in kilograme si nu se pot Inmulti kilograme cu
kilograme. Contrar la ceea ce m-as fi asteptat, studentii nu au dificultati cu
demonstratiile complicate; dificultatile apar in zone mult mai triviale si com-
plet neasteptate. Unii studenti sunt nemultumiti de faptul ca demostratiile
nu sunt suficient de riguroase, altii, din contra, protesteaza ca nu li se dez-
volta bine bazele intuitive, ca nu sunt invatati sa faca cercetare, ca nu li se
prezinta destule informatii istorice in legatura cu teoriile matematice prezen-
tate, cd materia este prea complicatd (cea mai uzuald plangere) si aga mai
departe. Ei au tot felul de dorinti, pretentii si agteptari diferite, care se ex-
clud reciproc. Evident, marea calitate a unui docent este aceea de a-gi putea
entuziasma auditorul. Daca-i reuseste acest lucru, totul merge oarecum de la
sine, aproape nimic nu mai conteaza. Studentii invata Innebuniti, apeleaza
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la diferite carti, se gandesc la subiectul respectiv si discuta despre el intre ei.
In timpul cursului ei pun tot felul de intrebari, de care profita intreaga clasa
si care fac cursul vioi (,cine pune o intrebare, este prost pentru un minut,
cine nu intreaba este prost pentru intreaga sa viata“, cum spune un vechi
proverb chinez).

2. Imaginatie si inteligenta

Pentru a obtine rezultate matematice importante un matematician tre-
buie sa posede anumite calitati intelectuale si morale. Dintre calitatile in-
telectuale, doua mi se par a fi cele mai importante: imaginatie bogata si
rapiditate de intelegere. Ultima este evidenta, caci noi dispunem numai de
un timp limitat. Un matematician, care are o viteza de intelegere mai mica
decat viteza cu care se dezvolta domeniul in care lucreaza, nu va ajunge nicio-
data in frontul de lupta al domeniului respectiv si va trebui sa se multumeasca
cu munci de consolidare si de organizare in spatele frontului. Dar unii refuza
un astfel de rol, ei vor sa ajunga direct pe front. In acest caz ei vor alerga
nebunegte, trecand in mare viteza (si eventual superficial) prin teoriile pe
care trebuie sa le invete. Nu pot condamna o astfel de strategie (care, une-
ori, poate avea chiar succes), caci nu exista un canon care sa fixeze modul in
care un matematician trebuie sa invete, fiecare trebuie sa-si gaseasca metoda
proprie, adaptata posibilitatilor si inclinatiilor lui. Dar cel care invata in
viteza gi nu revine asupra celor invatate (repetitio est mater studiorum),
risca sa esueze in sterilitate. Ideile ne vin, de obicei, numai in domenii pe
care le posedam la perfectie, ca un fel de limba materna. Matematicianul care
m-a impresionat cel mai mult pentru rapiditatea intelegerii a fost Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716). Tanar fiind, ajunge la Paris intr-o misiune
diplomatica, unde 1l intalneste pe Christiaan Huygens (1629-1695), un om
de stiinta renumit la acea data, cu aproape douazeci de ani mai in varsta
decat el. Acesta 1i explicd anumite lucruri despre serii, un concept relativ
nou, despre care Letbniz nu auzise nimic pana atunci. La numai cateva
zile de la intrevederea lor ei se reintalnesc si, cu aceasta ocazie, Letbniz ii
prezinta lui Huygens un numar impresionant de rezultate, cu totul noi in
acest domeniu. Huygens marturiseste ca n-a mai intalnit aga ceva in viata
lui. As propune ca unitatea de masura pentru aceasta calitate intelectuala sa
fie numita ,,Leibniz“, urmand, bineinteles, ca iIn mod obignuit sa-1 utilizam
pe ,deci-Leibniz“. André Weil si John (Johann) von Neumann (1903-1957)
sunt matematicieni mai apropiati de noi, celebri pentru rapiditatea cu care
isi insugeau noile cunogtinte matematice.

Importanta imaginatiei se poate vedea din urmatoarea poveste despre
David Hilbert (1862-1943). Intrebat odata despre soarta unui fost elev de al
sau, Hilbert raspunde, ca acesta a abandonat matematica si a devenit un scri-
itor cu mare succes public; pentru matematica nu era bun, precizeaza Hilbert
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in continuare: 1i lipsea imaginatia. Imaginatia bogata este legata de posibi-
litatea de a produce usor intuitii si de a pune probleme. Si in acest domeniu
exista un matematician exceptional si anume Riemann, ceea ce ma face ca
sa propun ca unitate de masura pentru aceasta abilitate pe ,,Riemann“ si, ca
mai sus, unitatea uzuala urméand sa fie ,,deci-Riemann“. Matematicienii care
poseda aceasta calitate sunt un fel de profeti. Ei explica celorlalti matema-
ticieni cum arata universul matematic, iar acegtia din urma asculta, uluiti,
minunandu-se, cum de vede profetul toate astea. Ai impresia ca te gasesti
intr-o societate de nevazatori, care exploreaza terenul prin mijoace tactile, si
care nici macar nu-gi pot inchipui ce sunt ochii, iar pentru profet, care vede,
e oarecum de neinteles de ce ceilalti nu vad lucruri atat de clare. O alta
metafora posibila ar fi aceea a unui culegator, care se plimba pe tarmul unui
ocean gi care culege fara efort darurile acestui ocean generos, in fond pro-
priul sdu subconstient. Richard Dedekind (1831-1916), prietenul intim al lui
Riemann, povestegte cum acesta avea obiceiul de a tine adevarate prelegeri in
cercurile de prieteni matematicieni, povestindu-le viziunile sale matematice.
Daca cineva din cei prezenti il intrerupea, intrebandu-1 cum se pot vedea
cele afirmate de el, Riemann tacea, incurcat. Fie ca el n-a avut niciodata
o demonstratie pentru afirmatia facutd — comenteaza Dedekind — fie ca a
avut-o, dar a uitat-o, intrucat nu-i acorda o prea mare importanta. Riemann
este marele profet al secolului 19 si prototipul profetului care vede lucrurile
ascunse celorlalti muritori. Teoriile dezvoltate de el acum un secol si jumatate
fac gi astazi obiectul unor studii intensive. Alexander Grothendieck este con-
siderat ca fiind marele profet al generatiei mele. Intr-o viziune cu adevirat
profetica, el a unificat geometria algebrica cu aritmetica si cu topologia.
Matematica a fost la inceputul ei o stiinta cantitativa, mai tarziu a dez-
voltat si o latura calitativa. , Pe mine nu m-a interesat in matematica nici
cantitatea, nici calitatea® — scrie Grothendieck in memoriile lui — ,,ceea ce
m-a interesat, a fost forma“. Exista teoreme matematice din domenii foarte
diferite ale caror demonstratii au, totusi, ceva In comun. Aceasta este pro-
babil forma la care se refera Grothendieck. Teoria categoriilor unifica multe
astfel de teoreme in largul cadru pe care ea il ofera.

Marii matematicieni poseda ambele calitati: ei au o imaginatie bogata
si o mare rapiditate de intelegere. Printre matematicienii obignuiti sunt doua
cazuri extreme: sunt matematicieni cu o imaginatie bogata, dar la care inte-
lectul lucreaza greoi si sunt matematicieni cu o inteligenta sclipitoare, dar
cu un subcongtient sarac. Acegtia din urma sunt oameni care se plictisesc.
Ei au la dispozitie, In capul lor, un computer cu mari performante, care nu
are ce lucra. Matematicienii din aceasta categorie circula foarte mult, par-
ticipa la tot felul de intruniri matematice, duc o viata sociala intensa, fiind
membri in tot felul de foruri, in care fac munca voluntara foarte utila, si
sunt, in general, oameni simpatici, caci, mai mult sau mai putin congtient,
ei sunt recunoscatori matematicienilor pe care 1i intalnesc, pentru ca 1i ajuta
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sa-si treaca timpul si sa le combata plictiseala. Ei profita, in plus, de toate
aceste intalniri, caci prind ideile din zbor, chiar si pe acelea prost fomulate,
si le traduc, eventual, in lucrari matematice. Ei fac parte din categoria celor
ce sunt acuzati de a fura ideile altora, cum, de altfel, i s-a si intamplat lui
Leibniz de mai multe ori in viata lui. Matematicienii cu un subconstient
bogat, dar cu dificultati de a-si formula ideile si de a le intelege usor pe ale
celorlalti matematicieni, sunt, in general, oameni inchigi, nemultumiti, even-
tual suparaciogi. Lucrul este ugor de inteles. Ei sunt congtienti de faptul ca
poseda o comoara nestemata in sufletul lor, dar nu sunt capabili sa o valori-
fice. Sunt in permanenta criza de timp, lucreaza mult gi, pana la un punct,
evita societatea. Li se poate intampla, de exemplu, sa participe la o reuniune
matematicd, unde sa tina o conferinta. In general, va fi o conferinta lipsita
de sclipiri retorice, eventual confuza, in care ideile nu sunt clar prezentate,
poate pentru ca nu-i sunt clare nici macar conferentiarului. Dar In sala se
poate gasi un matematician din categoria opusa, care pricepe pe loc, despre
ce e vorba si care, dupa ce se intoarce acasa, se instaleaza la masa lui de
lucru, redacteaza dintr-un condei lucrarea, scrisa elegant si clar. Lucrarea
se publica imediat, caci matematicianul nostru nu duce lipsa de contacte
sociale de toate felurile. Cel care a avut, de fapt, ideea, mai sta un timp
pana-si poate publica lucrarea, caci 1i este clar si lui ca inca nu a gasit for-
mularea perfecta. Intr-o bung zi descopera, mai mult intamplator, ca idea
lui a fost publicatd sub un alt nume. Si, daca e cinstit sufleteste, trebuie
sa recunoasca, ca este stralucit scrisa, mai bine decat ar fi putut-o face el.
Eventual, trebuie chiar sa recunoasca, ca abia acuma si-a inteles bine ideea.
Dar e, totusi, un furt, daca autorul nu mentioneaza, macar intr-o fraza co-
laterala, ca ideea i-a venit din conferinta respectiva. Se poate chiar intampla
ca hotul sa nu fie nici macar congtient de furtul facut. Ideeile matematice
vin din tot felul de directii si matematicienii nu sunt intotdeauna constienti
de sursa ideii. Din partea pagubasului sunt diverse reactii posibile. Intre
altele, el igi poate jura sa nu mai puna piciorul la o intrunire matematica,
unde misuna rechinii, care fura ideile altora. O astfel de optiune nu este prea
dureroasa pentru el, caci, oricum, este in mare criza de timp. In plus, ce-i
poate aduce participarea la o astfel de intrunire? Noi idei? De astea are el in
masa, timpul 1i lipseste, pentru a le pune pe hartie. Se poate chiar intampla
ca matematicianul nostru sa aiba dificultati in a pricepe ce spun ceilalti in
conferintele lor. Cu asta el igi va agrava, insa, izolarea, cu consecinte even-
tual catastrofale, si va deveni si mai mult un mizantrop. De ce consecinte
catastrofale? In matematicd este valabil principiul ca oamenii sunt produsul
ereditatii si al mediului. O cantitate imensa de informatii de tot felul o luam
din mediul inconjurator printr-un fel de osmoza, de cele mai multe ori fara ca
sa fim macar constienti de asta. intreruperea legaturii cu societatea matema-
tica inseamna Intreruperea osmozei matematice, deci piederea unei surse de
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informatii deosebit de importante. Asa se si explica, partial, de ce matema-
tica se face, In cea mai mare parte, in centre matematice mari. Se vorbeste,
uneori, chiar de masa critica, necesara unei explozii matematice. E adevarat
ca mijloacele de comunicatie actuale pot atenua, intr-o oarecare masura, izo-
larea matematica, evident, numai daca aceste mijloace sunt efectiv utilizate.
Doctoranzii pot fi de asemenea utilizati In astfel de situatii, intrucat li se pot
da ideile, iar ei trebuie sa le realizeze. De alfel, matematica nu este numai o
aventura personala, ci este, in primul rand, o aventura colectiva. Dar sa nu
ne ingelam, o societate stralucita nu poate inlocui lipsa talentului. In plus,
viata sociala costa timp si exista si cazuri, in care o intreaga colectivitate
matematica o poate lua razna, mergand pe un drum steril. Un caz istoric
de matematician cu un subcongtient bogat, dar cu dificultati de a pune pe
hartie ceea ce avea In minte, il poate constitui matematicianul elvetian Jakob
Steiner (1796-1863), care a avut parte de o viata tristd din punct de vedere
matematic. Situatia se agrava, In cazul lui, prin aceea ca era un autodidact si
nu stapanea bine limba formala a matematicii. Anumite calitati morale (cum
ar fi, de exemplu, o mare capacitate de munca, o buna organizare a lucru-
lui, o buna capacitate de concentrare, tenacitatea, rabdarea, trairea intensa
a matematicii etc.) pot atenua deficientele produse de lipsa rapiditatii de
intelegere. Desigur ca sunt si alte trasaturi psihice (ca, de exemplu, ambitia,
obsesia, egoismul, neglijarea unor datorii morale), care actioneaza cam in
aceeasi directie gi care ne suna mai putin placut in ureche.

Si la marii matematicieni se poate vedea care din aceste doua calitati
domina. Unii sunt rezolvitori de probleme, altii sunt creatori de noi teorii.
Grothendieck este un mare creator de teorii, iar Terence Tao (1975-20..)
poate servi ca exemplu recent, impresionant, de rezolvitor de probleme. Am-
bele activitati sunt necesare, dar marele public rasfata, in primul rand, pe
cei ce rezova problemele puse. Dar, pentru stiinta, creatorii de teorii sunt,
probabil, cei mai utili. E oarecum ca in astronautica, in care meritul prin-
cipal nu revine celui care a pus primul piciorul pe luna, desi el este marele
sarbatorit, ci acest merit revine in primul rand constructorilor de rachete.
Nici rezolvarea de probleme celebre si nici macar formularea listelor de astfel
de probleme — cum a fost, de exemplu, vestita lista de 23 de probleme formu-
lata de Hilbert in 1900 — nu joaca rolul principal in avansarea matematicii,
afirma Yuri Manin (1937-20..), ci acest rol este indeplint de crearea de noi
teorii matematice gi de programe, ce duc la crearea de astfel de teorii. Ca
exemple de formulatori de astfel de programe Manin mentioneaza pe Nicolas
Bourbaki, Robert Langlands (1936-20..) si Georg Cantor (1845-1918). Nu-i
mai putin adevarat, insa, ca in timpul constructiei unei teorii matematice tre-
buie rezolvate, In permanenta, tot felul de probleme, fara de care constructia
nu poate avansa. Constructia unei teorii matematice este, agadar, si o sursa
de noi probleme matematice. Dar si rezolvarea unei probleme matematice
importante contine adesa germenii unei teorii, care este scoasa la iveala mai
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tarziu. Intr-un articol recent aparut, Freeman Dyson (1923-20..) numeste
pe rezolvitorii de probleme ,,frogs®, iar pe creatorii de teorii ,,birds“ gi da ca
exemple de ,frogs“ pe Francis Bacon (1561-1626), Abram Besicovitch (1891-
1970) si Mary Cartwright (1900-1998), iar ca exemple de ,birds“ pe René
Descartes (1596-1650), Hermann Weyl (1885-1955), Chen Ning Yang (1922-
20..), Yuri Manin si John von Neumann.

Teoriile matematice sunt instrumentele necesare, utilizate in rezolvarea
problemelor de matematica. Personal, am trait acest fapt aproape dramatic,
ca elev de liceu, cand am fost confruntat cu o problema matematica, la care
nu aveam nici cea mai mica idee cum s-o atac. Un an mai tarziu am invatat la
scoala o noua teorie matematica si, cu noile instrumente, problema a devenit
aproape triviala. Este exact ceea ce cerea Grothendieck: teoriile sa fie atat de
mult dezvoltate, Incit toate teoremele sa fie triviale; o teorema care nu satis-
face aceasta conditie este, in viziunea lui Grothendieck, o teorema pe care nu
o intelegem inca bine. Tubitorii de teorii matematice sunt oameni care au, in
general, o buna memorie matematica si care au in plus, sau o mare capacitate
de lucru, sau o anumita usurintd de a invata (de preferinta ambele). Gerd
Faltings (1954-20..) remarca, intr-un interviu dat dupa obtinerea medaliei
Fields, ca succesele lui matematice (demonstrarea, in 1983, a conjecturii lui
Louis Mordell (1888-1972) din 1922) s-au datorat, in mare parte, faptului
ca a utilizat teoriile create de Grothendieck. Acest lucru trebuie subliniat in
special la noi iIn Germania, 1si continua el afirmatiile, intrucat la noi domnegte
mentalitatea, ca, pentru a invata aceste teorii, trebuie investit un timp imens,
dupa care nu-ti mai ramane prea mult timp ca sa le aplici. Din pacate, acest
lucru este adevarat — continua el — dar problemele din teoria numerelor nu pot
fi rezolvate pornind numai de la exemple: alituri de exemple este necesara
si teoria. intrebat, daca el invata mai repede decat ceilalti matematicieni,
raspunde, ca, intr-adevar, acesta este cazul. Se povestegte ca cei care doresc
sa-gi faca doctoratul cu Faltings, primesc de la acesta, de la bun inceput — ca
urare de bun venit — un vraf de carti in brate, spunandu-li-se sa se prezinte
din nou la el abia dupa ce si-au insusit bine teoriile din aceste carti. Nu-i de
mirare ca o mare parte din solicitanti abandoneaza in timpul aceastei probe.

3. Talentul, varsta, moda

Ca in toate domeniile de activitate umana, gi in matematica abilitatile
matematice cresc la inceput cu varsta, se atinge un maximum, dupa care
urmeaza o lunga descrestere a acestor abilitati, care tind, apoi, oarecum
asimptotic catre zero. Jean Dieudonné (1906-1992) remarca, in una din
cartile lui de istoria matematicii, cA nu se cunoaste nicio teorema impor-
tanta de matematica, care sa fi fost demonstrata de o persoana in varsta de
peste 70 de ani. Spre deosebire de celelalte stiinte, in matematica pura max-
imul este insa atins foarte timpuriu (dar, totusi, mai tarziu decat in sport).
De aceea se si observa la matematicieni, incepand cu o anumitd varsta, o
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migratie catre matematica aplicata, catre alte stiinte, catre istoria matema-
ticii si catre alte domenii de activitate. In afara cauzelor pur biologice, care
sunt evidente, sunt, probabil, si alte cauze care duc la acest fenomen, si s-au
si propus diferite explicatii in aceasta directie. Una din ele pune accentul pe
trairile afective legate de activitatea matematica. Conform acestei explicatii,
un matematician tanar este puternic fascinat de frumusetea unei noi teorii
matematice, cu care vine in contact. Rutina face, ca la varste mai Inaintate
fascinatia asta sa diminueze, este ceva din domeniul ,déja vu“. Si emotiile
igi pierd, de altfel, din intensitate cu varsta. Fascinatia fixeaza mai bine
informatiile gi impinge, in plus, pe tanarul matematician ca sa se gandeasca
— voluntar gi, in special, involuntar — aproape permanent la teoria care il
preocupa, megand pana acolo, incat isi neglijeaza, uneori, nu numai unele
necesitati vitale, ci chiar si anumite obligatii morale. Imi vine in minte o
analogie. Cand intram intr-o camera Intunecoasa, in primul moment nu dis-
tingem aproape nimic. Cu trecerea timpului incepem sa identificam tot felul
de obiecte si, in final, vedem totul cu destula claritate, minunandu-ne, even-
tual, ca n-am vazut toate astea de la bun inceput. Ceva similar se Intampla
si In matematica, cu conditia, insa, de a tine ochii mintii deschisi, adica
de a ne gandi Intensiv la subiectul respectiv. Cu cit ne gandim mai mult,
chiar in mod nesistematic si fara formulari precise, cu atat intelegem lucrurile
mai bine; este suficienta convietuirea intensa cu subiectul respectiv. Andrew
Wiles (1953-20..) propune o metafora similard in legdtura cu demonstratia
data de el pentru celebra conjectura a lui Fermat (1601-1665). ,,Cand intri
intr-o camera intunecoasa“ — spune el — ,in primul rand nu distingi nimic, cu
timpul, bajbaind, incepi sa identifici diferite obiecte si te poti descurca oare-
cum 1n mediul inconjurator, iar la un moment dat descoperi saltarul electric,
aprinzi lumina si totul devine clar”. Se povesteste, ca in cadrul unei discutii,
cineva a amintit batranului Carl Friedrich Gauss (1777-1855), ca a facut
multe descoperiri in viata lui. ,Pentru ca am gandit mult“ a raspuns Gauss.
»,Daca altii ar fi gandit tot asa de mult ca si mine, ar fi descoperit si ei tot asa
de mult”. A doua propozitie a lui Gauss este evident falsd si trebuie consi-
derata ca un gest de modestie din partea lui. Dar prima este sigur adevarata.
In perioada studentiei, el facea excursii lungi impreuna cu prietenul si colegul
lui, Farkas Bolyai (1775-1856) — tatal lui Janos Bolyai (1802-1860) — in care
timp cei doi nu schimbau niciun cuvant, fiecare din ei fiind adéancit in propri-
ile ganduri. Rolf Nevanlinna (1895-1980) spune, ca talentul nu este altceva
decat intensitatea interesului. Chiar dacad aceasta afirmatie nu este total
adevarata — continua Nevanlinna — ea se gaseste mult mai aproape de suta
la suta, decat se crede in general. Aceastd afirmatie rimeaza, de altfel, cu
celebra zicala a lui Thomas Edison (1847-1931), ca geniul este 1% inspiratie
si 99% transpiratie. In orice caz, Nevanlinna are dreptate in sensul urmator:
independent de talentul pe care il are un matematician, productivitatea lui
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matematica cade la zero in lipsa interesului pentru matematica, fapt confir-
mat de istorie de nenumarate ori, in diferite cazuri celebre. Productivitatea
matematica a unui matematician de-a lungul vietii lui pare a varia oarecum
proportional cu interesul lui pentru matematica.

Tinerii matematicieni nu par sa sufere, afland ca talentul lor se va ofili cu
timpul. Asta oricum se va intampla intr-un timp, care pare foarte indepartat
la aceasta varsta (iar unii spera, in plus, ca ei vor face exceptie de la aceasta
reguld), asa ca ei igi duc viata in mod normal: se bucura de frumusetea
matematicii, participa uneori la ea intr-un spirit de competitivitate sportiva si
se gandesc la cariera lor. Unii simt o bucurie ascunsa, ca natura 1i favorizeaza
si ca ei sunt, din acasta cauza, mai grozavi decat profesorii lor, gasiti pe panta
descendenta a vietii. Dar exista gi cazuri, in care aceasta bucurie penibila
nu ramane de fel ascunsa, ci este trambitata pe toate drumurile, probabil
un mod nu prea onorabil al tanarului de a-gi da importanta. Dupa trecerea
unui anumit timp ei pot deveni ingrijorati, constatand declinul abilitatilor
lor matematice. Daca la asta se adauga si o ingrijorare legata de cariera lor,
care nu evolueaza bine, ei pot deveni stresati, cu toate consecintele negative
cunoscute in acest caz. Una din aceste consecinte ar putea consta in pierderea
bucuriei de a face matematica, ceea ce le agraveaza situatia si ei pot intra
intr-un fel de cerc vicios primejdios. Cei puternici, adica cei ce nu se prabusesc
rapid sub loviturile soartei si sub loviturile primite dela ceilalti oameni si
nu — aga cum se crede — cei care pot da lovituri puternice altor oameni,
supravietuiesc din punct de vedere matematic si isi revin cu timpul.

»Matematica nu se face la ore fixe“, spunea Grigore Moisil (1906-1973)
studentilor sai din Bucuresti. ,,Cand te scoli, te gandesti la matematica®,
isi continua el locutiunea, ,,cand te speli, te gandesti la matematica, daca te
speli ..., daca nu te speli, te gandesti la matematica, cand nu te speli®. Imi
amintesc ca am repetat odata acest sfat studentilor mei din Ziirich. Dar nu
numai ca nu am avut niciun succes, reactia a fost total negativa. Pentru ca, la
acea data si in acel loc, moda — suprema forta sociala, dar strict localizata la
un segment social dintr-un anumit loc si la un anumit timp (un amestec cam
nefast intre spirit de turma si spirit de haita) — infiera concentrarea pe teme
stiintifice, ca o tradare a obligatiilor sociale si morale, care erau definite ad-
hoc intr-un mod foarte tendentios. In fata studentilor apaream, deci, ca un
batran cu mentalitatile eronate ale unui trecut din fericire apus, mentalitati
care ,nu se mai poarta“ (aici aveau dreptate), strain de marile revelatii ale
prezentului, care — aga cred toti cei inglodati intr-o moda — sunt adevaruri
si viziuni cu totul noi gi eterne. Ca sa nu adaug, ca sfatul lui Moisil contine
in mod tacit o componenta elitistd si contrazicea astfel frontal postulatul
egalitarist — toti oamenii trebuie sa fie (facuti) egali — al modei respective
(e vorba de moda 68-istilor). Astazi in Elvetia cuvantul ,elita“ circula pe
toate drumurile: spitale de elita, scoli gi universitati de elita, profesori de
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elita, elevi si studenti de elita si asa mai departe. Se creeaza pe banda ru-
lanta tot felul de rating-uri (mai mult sau mai putin inteligente, mai mult sau
mai putin tendentioase), ca sa se poata masura ,,in mod obiectiv* gradul de
apartenenta la elita respectiva (cum s-ar putea face altfel?), unii producatori
de astfel de rating-uri profitind de ocazie, pentru a-si trage spuza pe turta
lor. Pur si simplu, moda s-a schimbat (si se va schimba din nou), nimic nou
sub soare (considerand perpetua devenire ca o permanentd). Dar ceea ce
ma izbeste, este faptul ca, printre cei urcati sus pe baricadele luptei pentu
favorizarea elitelor gi care lupta in prima linie a frontului sub drapelul elitist,
se gasesc persoane care, cu ani in urma, nu au indraznit nici macar sa ia
in gurd acest cuvant infamant, fie pentru ca era considerat in acea vreme
in societate, ca politic, incorect, fie pentru ca ei credeau cu adevarat ca e
vorba de ceva imoral gi ei luptau pe baricadele opuse. Sa vezi si sa nu crezi!
Dar, de fapt, nici asta nu ar trebui s& ma mire, e doar ceva uzual, la mintea
cocogului, ci mai vartos ar trebui sa ma mire cd aga ceva ma mird. Asa
sunt oamenii — ca gi cum n-asi fi stiut asta pana acum — pe astia ii avem, cu
agtia defilam. Omul — asta se gtie — este cea mai mareata creatie sublunara
a divinitatii. Dar — gi asta se vede de la o posta — la creatia lui a partici-
pat, In mod esential, gi cu mare succes, diavolul in mod personal, fapt tinut
intr-un secret total atat in Biblie cat si in Coran. Modele au un fel de tiranie
specifica, careia oamenii i se supun, in parte de buna voie, in parte de frica, si
participa astfel la intarirea ei. Conform vechiului proverb roméanesc, care-ti
recomanda sa urli ca un lup, daca viata te-a plasat la un moment dat, din
intamplare, intr-o haita de lupi. Numai ca, daca urli prea tare si prea mult,
te poti chiar transforma intr-un lup. Si se poate, de asemenea, intampla ca
in final, sa constati, ca nici macar nu te-ai gasit intr-o haita de lupi, ci intr-o
haita de oameni, care urlau unul mai tare decat altul, fiecare crezand despre
ceilalti, ca sunt lupi adevarati. Calatoria in timp, obligatorie pentru toti
oamenii, la care se poate adduga, eventual, si o calatorie in spatiu, duce (sau
nu!!) la o atenuare a fanatismului asociat cu moda respectiva, de obicei prin
preluarea unei noi mode. Dar mode exista si in cercetarea matematica, in
Invatamantul matematic, in modul cum sunt redactate lucrarile matematice,
in modul cum se face cercetarea matematica, in domeniile abordate si asa
mai departe. Moda e ,,stapana fara margini peste marginile lumii”, dar nu i
se poate contesta gi o anumita utilitate, de exemplu ca antidot al imobilitatii.
Este posibil ca ea sa fie un program atavic legat de conflictul dintre generatii
si de solidaritatea de grup. Totul e sa gtim ca ea nu este nici absolut noua
si ca este trecatoare. Dar o moda, care stie ca nu e cu totul noua si ca e
trecatoare, igi cam pierde ceva din elan si inceteaza, pana la un punct, de a
mai fi o moda, cel putin in sensul agresiv al cuvantului. Mihail Eminescu
(1850-1889) ne atrage atentia, in nenumarate versuri, despre perenitatea mo-
delor: ,,Ce-un secol ne zice, ceilalti o dezic“; ,,Vad vise-ntrupate gonind dupa
vise, pan’ dau in morminte ce-asteapta deschise®; ,,Ei numai doar dureaza-n
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vant degerte idealuri — cand valuri afld un mormant, rasar in urma valuri®;
sau profeticele lui versuri din Glosa: ,,Nu te prinde lor tovaras, ce e val, ca
valul trece“. Si in ceea ce priveste noutatea modei, Eminescu remarca: ,,/Tot
ce-a fost sau o sa fie, In prezent le-avem pe toate“. Modele au o componenta
emotionala si una ideologica. De obicei, componenta emotionala este mai
puternica, dar dureaza mai putin. Modele care au o incarcatura ideologica
mai mare, dureaza de obicei mai mult.

Marea majoritate a matematicienilor, ca de altfel a tuturor oamenilor,
nu-si prea cultiva amintirile, ei au alte preocupari, si-si cam pierd, din cauza
asta, unitatea fiintei lor morale. Daca li se Intamplad sa fie confruntati cu
afirmatii, atitudini, ganduri sau sentimente avute cu ani sau cu decenii in
urma, ei sunt, in primul moment, stupefiati: ceva nu este in ordine, nu poate
fi adevarat! Daca isi reamintesc, insa, bine faptele, ei pot rade de prostanacul
care au fost ei candva, cu marea satisfactie, ca Intre timp au devenit destepti.
Ideea, ca, peste catva timp, vor categorisi si noile desteptaciuni tot drept
prostii, nu pare sa li se prezinte spiritului lor prea des. Ceva mai penibila
poate deveni situatia, daca ei 1gi bat joc de ,prostii“, care cred in tot felul
de ineptii, fara sa-gi asume raspunderea, ca ei sunt, eventual, cei care le-au
bagat pe gat ,,prostilor“ ineptiile incriminate. Se pare ca, si in acest domeniu
— exact ca In justitie — exista un fel de termen de prescriptie, dupa care
congtiinta umana nu mai sanctioneaza faptele rele facute cu un anumit timp
in urma, fie datorita uitarii, fie datorita unei anumite autotolerante. Dar
acest termen de prescriptie din domeniul moralului variaza de la persoana la
persoana si este, in unele cazuri extrem de scurt.

4. Specializarea

Matematicieni universali, care sa stapaneasca, deci, intreaga matema-
tica a timpului lor, nu mai exista in timpurile noastre. Prea mare a devenit
corpul matematicii, ca s& mai poata fi cuprins de o singura persoana, si asta
in pofida nenumaratelor schematizari, cum ar fi structurile sau categoriile.
Cei mai multi matematicieni lucreaza toata viata lor intr-un singur domeniu.
De obicei, ei igi aleg acest domeniu cu ocazia tezei de doctorat. De fapt
alegerea lor nu este chiar complet libera. Ei aleg din domeniile care le-au
fost prezentate la diversele cursuri, simpatiile si antipatiile pentru profesorii
respectivi jucand un rol important cu aceasta ocazie. O viziune generala a
matematicii lipsegte total la acest nivel, aga ca nu poate fi vorba de o alegere in
adevaratul sens al cuvantului. Cei care au norocul de a se gasi, intr-un astfel
de moment, Intr-un centru matematic important sunt masiv favorizati. Dupa
terminarea tezei incepe, pentru cei decisi sa activeze in cercetare, lupta pen-
tru obtinerea unui post permanent. In aceasti perioada ei trebuie sa produca
diferite rezultate si sa se faca cunoscuti celor mai vechi din domeniul respec-
tiv. O schimbare de directie in aceasta perioada poate fi fatala pentru cariera
inceputa. Cu trecerea anilor, ei stapanesc relativ bine domeniul de lucru si
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gi-au creat si tot felul de relatii in acest domeniu. O schimbare de specialitate
Inseamna sa se ageze din nou in bancile studentesti, s porneasca oarecum de
la zero si, pana la un punct, sa rupa legaturile cu prietenii stiintifici, care-i
pot chiar acuza de un fel de tradare sau, eventual, de denigrarea domeniului
respectiv. Daca au devenit intre timp profesori, pentru o anumita perioada
de timp, ei nu vor mai putea conduce lucrari de doctorat. In niciun caz nu
se recomanda trecerea la un nou domeniu pe baza unei simple toane. Dar
sunt situatii, in care un matematician trebuie sa faca acest pas foarte dificil,
de exemplu in momentul in care isi da seama ca domeniul lui de cercetare da
semne de epuizare. Exista, insa, gi cazuri in care un domeniu aparent epuizat
renagte, ca urmare a unei noi idei. Matematicenii care au o intelegere rapida
(multi deci-Leibniz!) pot face aceste salturi cu mai mici sacrificii, pentru
ceilalti matematicieni operatia poate fi catastrofala, ceea ce implica faptul
ca alegerea tezei de doctorat se poate dovedi catastrofala pentru anumiti
matematicieni. Dar schimbarea de domeniu poate fi foarte benefica in anu-
mite situatii si anume cand cunostintele sau viziunile din vechiul domeniu
pot fi transferate in noul domeniu. Intrucat specializarile sunt foarte intense,
o astfel de transferare este mana cereascd pentru noul domeniu. Matemati-
cienii incalecati pe mai multe domenii aduc, in felul acesta, un mare serviciu
stiintei prin acest transfer de idei. Trecerea de la matematica pura la un
domeniu aplicat este mult mai ugoara, caci in acest domeniu matematicanul
va putea utiliza cunostintele lui, care in mare parte lipsesc celorlalti. Ecla-
tant a fost asta in cazul lui Henri Poincaré, care, spre sfarsitul vietii lui, a
revolutionat astronomia si unele capitole din fizica.

5. Rigurozitatea matematica de-a lungul secolelor

Matematica din Grecia antica a fost riguroasa. Teoremele demonstrate
in acea vreme, impreuna cu demonstratiile lor, sunt acceptate pana astazi.
Spre deosebire de celelalte stiinte, in care pare sa domneasca principiul lui
Eminescu ,,ce-un secol ne zice, ceilalti o dezic“, adevarurile matematice sunt
eterne. Dar au existat si perioade in care rigurozitatea a lasat de dorit.
Asta s-a Intamplat cand, pe baze mai mult intuitive, matematica a facut
mari progrese, iar justificarile riguroase ale acestor progrese au aparut abia
dupa trecerea unui anumit timp. O prima situatie de acest tip s-a datorat
introducerii numerelor complexe. Normal ar fi fost ca aceste numere sd apara
cu ocazia rezolvarii ecuatiilor de gradul 2. Dar asta nu s-a intamplat, mate-
maticenii acceptand faptul ca o astfel de ecuatie poate avea doua solutii, sau
numai una, sau niciuna. Ca sa fiu mai aproape de realitatea istorica adaug ca
pe acea vreme, matematicienii nu acceptau nici macar numerele negative, iar,
pentru o lungé perioada de timp, nici macar numerele irationale (numerele
reale si pozitive erau, pe acea vreme, in realitate marimi fizice, ca de exemplu
lungimi, arii, greutati etc. sau rapoarte de astfel de marimi; numerele reale
au fost definite abia in a doua jumatate a secolului 19). In celebra sa carte
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»Ars Magna (1545)“, Gerolamo Cardano (1501-1576) se ocupa de rezolvarea
ecuatiilor de gradul 3 si 4. Pentru rezolvarea ecuatiilor de gradul 3, Cardano
utilizeaza metoda, propusa independent de Scipione del Ferro (1465-1526) si
de Niccolo Tartaglia (15007-1557), care consta in a rezolva mai intai o ecuatie
ajutatoare de gradul 2 si de a utiliza apoi solutiile ei pentru a rezolva ecuatia
de gradul 3 datda. Se poate, insa, intampla ca ecuatia ajutatoare de gradul
2 sa nu aiba nicio solutie reala, iar ecuatia data de ordinul 3 sa aibe trei
solutii reale. Istoria se repeta in aceasta carte cu ocazia rezolvarii ecuatiilor
de gradul 4. Aici Cardano utilizeaza metoda elevului sau, Lodovico Ferrari
(1522-1565), care constd in a construi o ecuatie ajutatoare de gradul 3 si
de a-i utiliza solutiile pentru a descoperi solutiile ecuatiei date de ordinul
4. Pentru a evita situatia neplacuta, cand ecuatiile ajutatoare nu au solutii
reale, Rafael Bombelli (1526-1572) utilizeaza numerele complexe in carte sa
,L’algebra ... (1572)“ (de fapt, primul volum al unei carti planificata pentru
trei volume, dar — ca urmare a decesului lui Bombelli — ultimele doua n-au
mai aparut), care a avut un mare succes de librarie, fara sa precizeze bine
ce sunt aceste numere complexe. Asta s-a facut abia la Inceputul secolului
19. Dar problema s-a pus din nou, cu mult mai mare acuitate, in momentul
in care numerele complexe au inceput sa fie utilizate In analiza. Procedeul
era de a se demonstra anumite formule pentru numerele reale si de a aplica
apoi aceste formule fara demonstratii la numerele complexe. Marele maestru
in acest domeniu a fost, farii indoiald, Leonhard Euler (1707-1783). Intrebat
intr-o scrisoare de catre un matematician, daca un astfel de procedeu poate fi
admis, Fuler 1i raspunde foarte pragmatic, dar neconvingator, ca daca n-am
face asa ceva, atunci o mare parte din analiza matematica de pe acea vreme
n-ar mai exista. Ca procedeul este justificat a fost demonstrat abia in se-
colul 19 pentru cazul in care functiile care apar in formulele respective sunt
analitice, ceea ce a fost intotdeauna cazul cu formulele utilizate de Fuler.

A doua mare etapa de nerigurozitate in matematica a fost provocata
de descoperirea calculului infinitezimal (inclusiv definitia functiilor) si a seri-
ilor. Integrala a fost introdusa de Bonaventura Cavalieri (15987-1647) (un
elev al lui Galileo Galilei (1564-1642), care, probabil, ca l-a gi inspirat in
aceasta directie in cartea sa ,,Geometria indivisibilibus ... (1635)“. Istoricul
francez Mazimilien Marie (1819-1891) scrie despre aceasta carte, ca ar merita
marele premiu pentru confuzie, daca un astfel de premiu ar exista; nu se
intelege nimic, in fiecare loc trebuie sa ghicesti ce vrea autorul sa spuna.
,Rigurozitatea e problema filozofilor, nu a geometrilor“ le arunca Cava-
lier: criticilor lui contemporani in cap. Derivata a fost introdusa de Blaise
Pascal (1623-1662) si de Pierre de Fermat (1601-1665), tot in mod nerigu-
ros. Adevarata explozie a calculului infinitezimal a Inceput insa dupa des-
coperirea legaturii dintre integrald gi derivata, facuta, independent, de catre
Isaac Newton (1643-1727) si Leibniz. Este vorba de una din cele mai im-
portante descoperiri matematice ale tuturor timpurilor. Ceea ce a urmat a
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fost o perioada de inflorire a matematicii si a aplicatiilor ei la fizica, nemai-
cunoscuta pana atunci. Dar rigurozitatea a fost sacrificata pe altarul acestei
dezvoltari furtunoase. Au fost si matematicieni (ca, de exemplu, Huygens),
care, din pacate, nu au participat la aceata imensa constructie, exact din
motivul ca lipsa de rigurozitate 1i deranja. In cartea sa ., The analyst“ din
1734 episcopul si filozoful englez George Berkeley (1685-1753) scrie, in mod
sarcastic, ca misterele Sfintei Treimi sunt triviale in raport cu marile mistere
ale calcului infinitezimal. S-a ajuns, totugi, la un moment in care constructia
nu mai putea avansa, fara ca fundamentele ei sa fie asigurate. Procesul de
revenire la rigurozitate a debutat pe la inceputul secolului 19 gi a durat cam
pana catre sfarsitul acestui secol. El a fost inceput de citre Gauss, care a
dat prima demonstartie riguroasa a teoremei fundamentale a algebrei (pen-
tru orice polinom cu coeficienti numere complexe, exista un numar complex
pentru care acest polinom se anuleaza). A urmat Bernard Bolzano (1781-
1848), care a definit pentru prima data riguros notiunea de functie continua
si a demonstrat, ca pentru o functie reala gi continua, definita pe un segment
inchis al axei reale si care ia in punctele extreme ale acestui segment valori cu
semne diferite, exista un punct intermediar, in care aceasta functie se anu-
leaza. Augustin Cauchy (1789-1857) si Peter Lejeune-Dirichlet (1805-1859)
au dat, pentru prima oara, o definitie a integralei unei functii continue pe
un inteval inchis al axei reale. Tot Dirichlet este cel care a definit conceptul
general de functie (definita pe axa reala si cu valori reale). Cauchy, Riemann
si Karl Weierstrass (1815-1897) au clarificat bazele teoriei functiilor analitice
de o variabila complexa, justificand in modul acesta partile corespunzatoare
din imensa opera a lui Fuler. Karl Weierstrass a definit in cursurile lui, cele-
bre in toata Europa pentru rigurozitatea lor, numerele reale si a demostrat
tot felul de proprietati ale acestor numere si ale functiilor reale. Din pacate,
definitia data de el nu este eleganta, iar Weierstrass nu si-a publicat cursurile.
Dar asta a fost facut de alti matematicieni, in mare parte elevi de-ai lui. Cu
aceasta analiza infinitezimala a atins din nou rigurozitatea Grecilor antici.
Dar, exact in acest moment, Cantor a inceput impresionanta sa constructie
a teoriei multimilor infinite. Pana in acel moment, in matematica nu se ac-
ceptau multimile actual infinite, c¢i numai cele potential infinite, distinctie
cunoscuta Inca de catre vechii greci. Din aceasta cauza noua teorie era, in
mod obligatoriu, neriguroasa, caci nu se vedea nici macar in principiu cum ar
putea fi justificata existenta multimilor infinite cu ajutorul unei demonstratii
riguroase, care, prin insagi definitia notiunii de demonstratie riguroasa, nu
avea voie sa apeleze decat la multimi finite. Noua teorie a starnit o violenta
dezbatere in lumea matematica, impartita in doua tabere opuse, dezbatere
la care au participat nenumarate celebritati ale timpului. In favoarea teoriei
multimilor gi-a ridicat Hilbert puternicul sau glas, formulandu-gi punctul de
vedere intr-o fraza celebra, care aduce a lozinca politica: ,,Nimeni gi nimic
nu ne vor putea izgoni din acest paradis, pe care Cantor l-a creat pentru
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noi“. Restabilirea rigurozitatii in acest nou domeniu s-a facut utilizand axi-
omatizarea, cu ajutorul careia s-a atins, in intreaga matematica, un grad de
rigurozitate nemaiintalnit pana atunci. Fapt este ca matematicienii utilizau
un numar important de concepte bazate exclusiv pe intuitii, care, oricum,
difera de la om la om si nu prea sunt transmisibile. Acesta era, de exemplu,
cazul cu numerele naturale, cu conceptele de punct, dreapta si plan din ge-
ometrie, cu notiunea de multime (finitd) si cu elementele de baza ale logicii,
cum ar fi de exemplu 1%, ,,sau”, ,nu*, ,adevarat®, .fals®“, ,demonstratie“ i
aga mai departe. In Grecia anticd, cuvantul de axiomi se utiliza pentru un
adevar evident, care nu are nevoie de demonstratie. Catre sfarsitul secolului
19 sensul cuvantului de axioma a fost schimbat, devenind un element al unei
definitii. Notiunea matematica este vidata de continutul ei intuitiv, iar axio-
mele 1i descriu pur si simplu proprietatile. In loc si spunem, de exemplu, ci
faptul ca doua puncte determiné in mod unic o dreaptad este un adevar evi-
dent, care nu are nevoie de o demonstratie, ca este, deci, o axioma in vechiul
sens al cuvantului, se introduc notiuni nedefinite, care corespund conceptelor
de ,punct®, ,dreapta“ si ,a fi situat pe“, axiomele precizand modul cum
pot fi manipulate conceptele introduse. Prima axiomatizare in acest sens
a fost facuta de Peano, care a axiomatizat conceptul de numar natural. A
urmat Hilbert, care a axiomatizat geometria gi Ernst Zermelo (1871-1953),
care a axiomatizat conceptul de multime. Dar marea revolutie a venit din
partea lui Hilbert, prin introducerea sistemelor formale in 1917 (realizand
astfel un vechi vis al lui Leibniz), in care se axiomatizeaza si ultimul bastion
al intuitiei: logica. Probabil involuntar, aceste sisteme formale au deschis
marea poartd pentru computere. Dar in visul lui Leibniz amintit mai sus
apar si maginile de calculat. El insusi a construit o astfel de magina (care,
de altfel, n-a functionat!) si pentru care a fost admis ca membru al ,,Royal
Academy“ din Anglia. Computerele nu au intuitii (cel putin asa se pare) si
nu pot lucra decat cu semne si cu reguli bine precizate pentru manipularea
lor. E adevarat, ca sistemele formale au limitarile lor interne (in fond, din
cauza prapastiei de netrecut care exista intre multimile finite si cele infinite)
aga cum a aratat Kurt Géodel (1906-1978) in 1931, dar fapt este ca, practic,
toatda matematica actuald se poate prezenta cu ajutorul acestor sisteme for-
male. In felul acesta s-a atins un nivel de rigurozitate absoluta, un computer
putand, in principiu, verifica daca in cursul unei demonstratii codul clar fixat
de Hilbert in acest sens a fost sau nu respectat.

6. Generalizarile

Generalizarile sunt foarte raspandite in matematica si sunt o cale foarte
eficienta de utilizare a intuitiilor din domeniile matematice mai simple, pentru
a crea rezultate in domenii matematice mai complicate. Se ia, de exemplu,
un rezultat matematic demonstrat intr-un anumit cadru si se demonstreaza
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0 noua teorema intr-un cadru mai general, vechiul rezultat devenind even-
tual un corolar al noului rezultat. Un exemplu de astfel de generalizare il
poate constitui teorema lui Camille Jordan (1838-1922), de descompunere a
unei masuri reale In mod unic in diferenta a doud masuri pozitive. Aceasta
teorema a fost generalizata de Grothendieck la cazul unei functionale con-
tinue gi autoadjuncte pe o algebra C-stelatd. Dar se pot generaliza intregi
teorii matematice. Un astfel de exemplu ar putea fi K-teoria introdusa de
Grothendieck pentru categoria spatiilor local compacte si care a fost gene-
ralizata intre timp la categoria mai larga a algebrelor C-stelate. Un alt
exemplu l-ar putea constitui teoria probabilitatilor libere, introduse de Dan
Voiculescu (1949-20..), care generalizeaza teoria clasica a probabilitatilor la
cazul algebrelor W-stelate.

Nu se poate, insa, vorbi despre generalizarile din matematica fara a se
aminti de generalizarile de dragul generalizarilor. In aceste cazuri, genera-
lizérile sunt facute fara a se urmaéri un scop precis, ele se fac pentru simplul
motiv, ca se pot face. Metoda fiind simpl4, ele se fac in masa. Nu e de mirare,
ca majoritatea acestor generlizari raman sterile. Dar, nu se stie niciodata de
unde sare iepurele si se poate intampla ca o generalizare de dragul genera-
lizarii sa devina totusi utild, eventual intr-un sens neanticipat de autor. Ca
exemplu celebru de o astfel de situatie poate servi teoria categoriilor, intro-
duse de Samuel Filenberg (1913-1998) si Saunders MacLane (1909-2005), ca
o generalizare de dragul generalizarii (la inceput, in discutiile dintre ei, ea
era numita, ironic, teoria nonsensului).

7. In loc de concluzii

Matematica este o stiinta vie, care se dezvolta in prezent cu o rapiditate
nemaicunoscuta in istorie. Sfaturi de comportament si de organizare sunt,
probabil, binevenite. Dar norme rigide, care sa ne indice cum sa invatam,
cum sa cercetam si cum sa predam matematica, sunt de evitat. Mult prea
complexa este matematica, mult prea complexa este societatea matematicie-
nilor, ca sa nu mai vorbim de complexitatea oamenilor angajati in matema-
tica. Sa lasam matematica sa se dezvolte In mod liber, ea se gaseste astazi
pe drumul cel bun.
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Open problems in elementary geometry

CONSTANTIN P. NicuLescub

Abstract. Analytical connections of Poncelet’s closing theorem are con-
sidered and some open problems are considered.

Keywords: Poncelet’s closing theorem, covex set, recurrence
MSC : Primary 51M04, 51; Secondary 37B20, SIMIG6.

Since ancient times Geometry was a big source of deep results. Most of
them are easy to state but difficult to prove. Here we illustrate how simple
facts may lead o to unexpected connections and to new open problems.

As well known, every triangle AABC admits a circumscribed circle
C(O, R) and an inscribed circle C(I, ).

Letting 2s the perimeter of the given triangle, it is easy to express s, R
and r in terms of the length sides a, b, ¢ of the triangle:

1
s:g(a—f—b—f—c);

(s—a)(s—b)(s— c)‘
= . :
n_ abc '
4y/s(s —a)(s —b)(s — ¢)
It is natural to ask the question of the invertibility of this nonlinear
system in a, b, c.
Problem 1. Determine necessary and sufficient conditions under which
a triplet (s, R,r) of positve numbers represents respectively the semiperimeter,
the radius of the circuscribed and the radius of the inscribed circle.
These conditions are known and easy to derive. The starting point is
to notice the formulae

a+b+c=2s,
ab+be+ ca = s* +r? + 4Rr,
abc = 4Rrs,

and then to make the following change of variables:
r=s—a, y=s—b and z=s-—c

Then a, b, ¢ (and their permutations) verify the triangle inequality if
and only if x, y, z are positive numbers. The system under attention becomes

T+y+z=s,
xy+yz+zx =r(dR+r1);
ryz = sr’

1)University of Craiova, Center for Nonlinear Analysis and its Applications,
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and we are led to the question when all roots of the polynomial
X3 —sX? 4 r(4R+7)X — 512

are real; in our case this forces the positivity of the roots. The answer is
provided by its discriminant,

D=(z—y)*y—2)>*z—-1),

to be nonnegative. Or

1 1 1 1z 2?
D = det T Yy =z 1y y? =
x? oy 22 1 z =z

3 Zx Zx2
= det Zw Z:c2 Zw3 =
PIED LD IS

— 4R(R —2r)® — (s> — 2R*> — 10Rr + r%)°.

This yields the fundamental inequality in a triangle, first noticed by
Sondat in 1891 (see [1]): A triangle with s, R, r prescribed exists if and only
if they satisfy the inequality

(S) (s —2R? —10Rr + %)% < 4R(R — 2r)>.

Clearly, (S) provides a full answer to Problem 1.

Euler’s inequality, R > 2r, is a consequence of (S), so it is natural to
search for the role played by this inequality in the existence of a triangle with
R aud r prescribed.

Problem 2. Given two circles C(O, R) and C(I,), is there any triangle
inscribed in C(O, R) and circumscribed to C(I,r) ?

The answer is YES if and only if Fuler’s identity

OI? = R(R — 2r)

holds. We shall detail here only the suf-
ficiency part. Since R > 2r, the cir-
cle C(1,r) is interior to the disc D(O, R).
Choose an arbitrary point A of C(O, R)
and denote by B and C' the other inter-
sections with C(O, R) of the two tangents
from A to the circle C(I,r). Since Al
is the bisector of ¥BAG, the fact that Figure 1: Ponncelet’s closing
C(I,r) is the inscribed circle in the trian- theorem illustrated by the

gle ABC is equivalent with the property
of BI of being the bisector of xABC. We
shall prove that indeed </ BC = <IBA.

circumscribed circle and the
inscribed cirele of a triangle.
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For, denote by D the other intersection with C(O, R) of the line through
A and I. We have
IA-ID = R*—OI* = 2Rr
2Rr JBAC

d thus ID = —-
an us A

JIBD, that is,

= 2Rsin( > = BD. This yields <BID =

%<IBAC’ + JIBA = %<IBAC + sIBC,

from which we conclude that </BA = <IBC.

The proof of Problem 2 reveals an interesting fact. If a triangle exists,
its shape can be continuously changed so to rotate around inside circle. See
Figure 1.

Suppose now that C(O1, R;) is a circle interior to the disc D(O2, R2)
and consider on C(Os, Ry) the standard orientation. The discussion above
suggests us to consider the mapping

P C(OQ, RQ) — C(OQ, Rg).

which associates to a point A € C(O2,R3) the other intersection with
C(O2, R2) of the right hand tangent from A to the interior circle. The right

hand tangent is that for which the length of the oriented arc AP(A) is the
smallest.

Given A, what can be said about the asymptotic behavior of its orbit,
that is, of the sequence A, P(A), P2(A), ...?

The answer to this question is a nontrivial piece of higher mathematics,
discovered by Jean-Victor Poncelet in 1813-1814, while a prisoner of war in
Russia (and published later in 1822). It asserts that either there exists a
natural number n > 1 such that P"(A) = A for every A (that is, all orbits
are periodic, of the same period n), or every orbit is dense. Actually, much
more is true:

Theorem 1. (Poncelet’s closing thorem [8]). Consider a pair of ellipses
C and &, such that & is interior to C and to each point A € C attach a new
point P(A), which is the other intersection with C of the right hand tangent
from A to the inferior ellipse. Then either there exists a natural number n
such all orbits are periodic, of period n (and thus a circumscribed n-gon can
rotated arround £ changing continuously its size), ar every orbit of P is dense
into C.

A nice proof, based on elements of ergodic theory, was given by J. L.
King [5]. See also [2], [6]. The idea is to exhibit a homeomorphism 7 : C — S1
and a rotation mapping

R@ . 81 N 81, R9 (eQWit) — e?ﬂi(t-ﬁ-@)
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such that the diagram

P
c — ¢C
r| lr
R
st gl

commutes. This transfers the dynamics of Ry to P. Or, a well known result
due to Kronecker, asserts that a rotation is either periodic or all its orbits
are dense (depending on whether 6 is rational or not). See [3] or [4].

The existence of the homeomorphism 7 (and also the proof of Theorem
1) is obvious in the case of concentric circles (that is, when O; = Os). In the
general case, this is done via a measure which is invariant under the action
of the Poncelet mapping P.

How special is Poncelet’s closing theorem? Surprisingly, very little is
known in this respect. Among the many open problems in this area we
mention here the following one:

Open Problem 1. Suppose that € is the boundary of a convex compact
domain in the plane. Given any circle C surrounding £, a Poncelet type
mapping P : C — C can be defined by attaching to each point A € C the second
intersection with C of the right hand support line from A to £. Suppose that
always P is either periodic or all its orbits are dense.

Is € necessarily an ellipse?

The 3-dimensional analogue of triangles are the tetrahedrons. It is well
known that every tetrahedron 7' admits an inscribed sphere S(I,r) and a
circumscribed sphere S(O, R). Despite the lack of an analogue of the Poncelet
mapping, the following question arises naturally:

Open Problem 2. Under the above circumstances, is any point of
S(0, R) the vertex of a tetrahedron inscribed in S(O, R) and circumscribed
to S(I,r)?

If YES, what about the case of n-simplices?

Any triangle AABC, admits a circumscribed ellipse C’ and an inscribed
ellipse £. According to Theorem 1, the Poncelet mapping P : C — C (at-
tached to the pair (C, &) is periodic, of period 3. Consequently, the triangle
AABC can be rotated around £, changing continuously its shape.

Open Problem 3. Find the loci of the distinguished points of the
triangle

AXP(X)P?(X)
(such as the center of gravity, the orthocenter, the center of the circumscribed
circle, the center of the inscribed circle etc.) as X describes C.

Determine the bounds of variation of the perimeter and of the area of
this triangle.

When the two ellipses are circles, the bounds of variation of the perime-
ter are given by the fundamental inequality in a triangle. It turns out that
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the triangle with maximum (minimum) perimeter are the same with those
with maximum (minimum) area. As noticed M. Radi [9], they can be de-
termined by elementary means. The general case seems to be considerably
more difficult and a solution might be suggested by physical arguments like
those developed by M. Levi [7].

1]
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Arround Brocard’s Problem
ALEXANDRU GIcAY
Abstract. In this paper we present some results concerning the open
problem of Brocard: the only solutions of the equation n! + 1 = m? are
n=4,5,T7.

Keywords: Ramanujan-Brocard equation, prime factors, cubic Brocard
problem.

MSC : Primary: 11D41; Secondary: 11A07, 11D25.

1. Introduction
In 1876 H. Brocard asked if the equation

nl+1=m?

has only three solutions in positive integers: (n,m) = (4,5), (5,11),(7,71).
The problem was raised also by Ramanujan in 1913 (this is the reason why
some authors called this conjecture as the Brocard-Ramanujan problem).

b University of Bucharest, Faculty of Mathematics, Str. Academiei 14, Bucharest 1,
Romania RO-010014, E-mail address: alexgica@yahoo.com
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Until now, nobody was able to solve the problem of Brocard. In 2000, Berndt
and Galway showed that the above equation has no other solutions (n,m)
with n < 10? than the above indicated numbers n = 4,5, 7.

As in the case of other problems in number theory, the question of
Brocard can be partially answered under the assumption that the following
statement is true.

Conjecture. (The abc conjecture of Szpiro). There exists a number
s > 0 such that for all coprime positive integers a, b, ¢, if

at+b=c

we have abc < Ny(abc)®. For any positive integer n, No(n) stands for the
product of the distinct prime factors of n.

In 1993, M. Owverholt [9] proved that the equation (1) has only finitely
many solutions, provided that the above conjecture of Szpiro holds. Under
the same assumption, A. Dabrowski proved in [3] that for every positive
integer A the equation

n!+ A =m?
has only finitely many solutions as well. The result of Overholt was extended
further by several authors [5], [6], [8]. Together with L. Panaitopol we were
able to show in [6] the following.

Theorem 1.1. Let 0 < e < 1, and let P be a polynomial with integer
coefficients, having degree 2. Then the equation

n(n—1)..(n — k) = P(m),

where m, n and k are positive integers and n > k > en, has only finitely
many solutions, provided that Szpiro’s Conjecture holds.

In [5] we showed the above result for polynomials P with degree at
least 2 but assuming that a stronger form of abe Conjecture holds (the form
proposed by Masser and Oesterle).

2. An elementary approach

When trying to show that a positive integer a is not a perfect square, the

most elementary approach is to find a prime number p such that g —1.
p
For example, in showing that the number 2009! + 1 is not a square, it is
2009! +1
enough to exhibit a prime p such that Ehln il —1. Choosing a prime
p
2009! + 1 1
p < 2009, we obviouslyhave 2009! = 0(mod p) and 0+l =(-]=1.

p p
So p must be greater than 2009. The first prime p which fulfil this condition
is 2011. By Wilson’s theorem 2010! = —1 (mod 2011) and therefore 2009! =
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= 1(mod 2011). We thus get

2009 +1\ [/ 2\ )
2011 - \2011/)

The last equality holds since 2011 = 3 (mod 8)., which finishes the
proof that 2009! + 1 is not a square. In fact the above simple exercise can be
easily generalized as follows.

Theorem 2.1. If p is a prime such that p =8k +3 or p =8k +5, then
(p—2)'+1 and (p — 3)! + 1 are not squares.

Proof. By Wilson’s theorem, we have (p —2)! = 1 (mod p) and there-

(4 ()-

The last equality holds since p = 3,5 (mod 8). As for the second state-
ment of the theorem, let us suppose that (p — 3)! + 1 = m?, where m is a
positive integer. Multiplying the last equality with p — 2 and taking into
account that (p —2)! =1 (mod p), then

(p—2)m?>=(p—2)+p—2=—1 (mod p).

Therefore 2m? = 1(mod p) and it follows that 2 is a quadratic residue
modulo p (since (2m)? = 2 (mod p)). Since for p = 3,5 (mod 8), 2 is a
quadratic non-residue modulo p, we arrived to a contradiction.

fore

These results can be found in [7], page 50. Let us consider now the
number 237! + 1. How can we show that this number is not a square? 239 is
a prime but Theorem 2.1 does not work in this case since 239 = 7 (mod 8).
Let us try to use the prime number 241. Suppose that 237! +1 = m?, for a
positive integer m. Multiplying by 238239 = (—3)-(—2) =6 (mod 241) we
obtain 239! + 6 = 6m? (mod 241). Using Wilson’s theorem again, we infer
that 7 = 6m? (mod 241) and (6m)? = 42 (mod 241). Thus 42 must be a
quadratic residue modulo 241, in contradiction with

() - 5v) (o)~ () ()~ ()

where the quadratic reciprocity law and elementary properties of the
Legendre symbol were used.
The following result was proved in [4].

Theorem 2.2. Ifp is a prime such that p = +a (mod 168) where
a € {5,23,31,37,43,55,59, 65, 67, 71, 73, 83}

then (p — 4)! 4+ 1 is not a square.

Proof. We will prove only the case p = 73 (mod 168) by showing that
in fact this a generalization of the above situation (241 = 73 (mod 241)).
Let us suppose that (p —4)! +1 = m? for a positive integer m. We multiply
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this equality with (p —3) - (p —2) = (—3) - (—2) = 6 (mod p) and we obtain
that (p — 2)! + 6 = 6m? (mod p). Using again Wilson’s theorem, we infer
that 7 = 6m? (mod p) and (6m)? = 42 (mod p). We obtained that 42 is a
quadratic residue modulo p. But this is in contradiction with

)G -G®-()-

We used the quadratic reciprocity, the properties of Legendre’s symbol and
the residues p = 1 (mod 8),p =1 (mod 3),p = 3 (mod 7). The last condi-
tions follows from the fact that p = 73 (mod 168).

3. The cubic problem

It is very natural to consider the analogue of Brocard’s problem in the
cubic case: there exists a positive integer n such that n! 4+ 1 is a cube? It
seems that the answer to this question is also negative, but as we can guess by
taking into account the introduction section, this seems to be a very difficult
problem. How to show, for example, that 17! + 1 is not a cube? Let us
suppose that 17! 4+ 1 = m3. Using Wilson’s theorem, we deduce that m? = 2
(mod 19). But a simple computation shows that

m?=0,1,7,8,11,12,18 (mod 19)
and we obtained a contradiction. In a similar way we can prove the following.

Theorem 3.1. Let p be a prime such that p =1 (mod 3) and p could
not be written as p = x> + 27y% for any integers x,y. Then the numbers
(p—2)'+1 and (p — 3)! + 1 are not cubes.

Proof. Let us suppose that (p —2)! +1 = m3. By Wilson’s theorem,
we deduce that m3 = 2 (mod p). This means that 2 is a cubic residue
modulo p. Since p =1 (mod 3) and 2 is a cubic residue modulo p, a classical
result in number theory ensures us that p = x? + 27y?, where = and y are
integers (we have to mention that the proof of this classical result uses the
famous cubic reciprocity law of Gauss). The latter is in contradiction with
the hypothesis. As for the second statement of the theorem, let us suppose
that (p — 3)! + 1 = m3, where m is a positive integer. Multiplying the last
equality with p — 2 and taking into account that (p —2)! =1 (mod p), then

p—2)m*=(p—-2)'4+p—2=—-1 (mod p).
Therefore 2m® = 1 (mod p) and it follows that 2 is a cubic residue modulo
p. We obtained again a contradiction.
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On the formulae of stirling and Wallis

CORNELIU MANESCU-AVRAM?)

Abstract. We give a generalization of the Stirling’s formula for a class of
real functions. A strong connection with the Wallis formula is established
in terms of semigroups.

Keywords: Stirling’s formula, monotonic functions, convexity, mappings
of semigroups.
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This note gives generalizations of the formulae of Stirling and Wallis.
We remind a form of the Stirling’s formula ([1]):

nl = (ﬁ)n\/ﬁ[1+i+o(l)} (1)

e 12n  n?
and a form of the Wallis formula ([1]) :
92n (n')2

VT @
The start point is the following result:
Theorem 1. ([2]). Let g be a decreasing function of the real variable

t, defined for t > 0, for which g(t) >0, if t > 1. Then
X

> gtm) = [ gttt + 4+ O(g(x))
1

1<n<X

where n € N*, X > 1 and A is a constant, depending only of g.
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Corollary 2 ([2]). There exists a constant ~y (the Euler constant) such

1 1
— =log X —= .
Z - og —I—’y—i-O(X)

1<n<X

that

Corollary 3. ([2]). There exists a constant B such that

D

2<n<X

Corollary 4. Let f : Ry — R be a function such that log f is de-
creasing and f(t) > 1 fort > 1. Then

I fm

1<n<X

1
—loglogX—l—B—l—O< )

nlogn Xlog X

f log f(t)dt4+O(log f(X))

Proof : We take g = log f in Theorem 1.
From this corollary we cannot obtain the Stirling’s formula, since if we
take f(t) = t, then logt is not a decreasing function of ¢, while if we take
1
ft) = o then we don’t have f(t) > 1 for t > 1. But this result shows us

that we can obtain the desired generalization by using more refined methods.
We need some preliminary results.

Lemma 5. Let a, b be real numbers (a <b) and f : [a,b] — R a convex
function. Then

(b—a)f <a+b> /f )dz < (b—a) - f()+f()

(Hermite - Hadamard).
Proof: From the inequality

b a+b
1t ) ()
f<a—|—b>< 2 2 ,Vxe[o,b_a]

2 2

we obtain by integration

(b—a)f<a—2|_b> :2'b;af<a—2|—b> :20/f(a;b>dx§
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If we consider the inequality
F(1=ta+ ) < (1—Df(@) +tfF),  te[01]
and integrate it on the interval [0, 1] with respect to t, we obtain
b b 1
/f(x)dx:(b—a)-bia/f( )dz = (b— a) /f (1 —=t)a+tb)dt <
a 0

a

1

b
<0-a) [10-05@ + 150l = 0 - /2T IO,
0
Lemma 6. Let f: R} — R be a function such that logf is concave.
Then

k+1
2) / log f(x)dz > log f(k) +120gf(k+ 1)’ ke N

:+§
b) / log f(z)dx <log f(k), k& N*.

-

Proof : Apply lemma 5 to the function — log f.
Lemma 7. Let f : R} — R be a function such that log f is concave
and increasing. Then the sequence with general term

an = /log f(z)dx—log f(1)—log f(2)—...—log f(n—l)—%log f(n), neN*
1

is convergent.
Proof: The sequence is increasing:

n+1
1 1 1
pi1 — Ap = / log f(z)dx — og f(n) + 20gf(n +1) >0, VneN*

n

by Lemma 6, a).
The sequence is bounded: in the inequality a) from Lemma 6, k takes
successively the values 1,2,...,n — 1. Adding these inequalities we obtain

/log flx)dz > log f(1) —12—logf(n) +log f(2)+...+log f(n—1),

1

n

whence it follows
0, > _10g§(1).
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In the inequality b) from Lemma 6, k takes successively the values
2,3,...,n — 1. Adding these inequalities we obtain

log f(z)dx = [ log f(z)dx + [ log f(z)dx + ...+ log f(x)dz+
S i
+ / log f(z)dz < /log f(z)dz+log f(2)+...+log f(n—1)+ / log f(z)dx <
2n—1 1 2n—1

< i [logf (g) - 310gf(1>} +log f(1) + ... + +log f(n — 1) + %logf(”)’
whence it follows
log f (;) —3log f(1)

4
The sequence (a,,) is increasing and bounded, so that it is convergent.
We are now able to give generalizations of the Stirling’s and Wallis
formulae:
Theorem 8. In the conditions of Lemma 7, the sequence with general

an <

term
SA)fQ)...f(n)
Sp = =
[ log f(z)dz
Vf(n)er
18 convergent.
Proof: We take in lemma 7, a), a,, = —log¢,. Since (a,) is a conver-

gent sequence, it follows that (¢,) is a convergent sequence, too.
Theorem 9. In the conditions of Lemma 7, the sequence with general
term

f(l)f(Q) . f(n _ 1) . e?logf(ac)dac—?flogf(ac)dac
fin+ D) fn+2)... f(2n—1)\/f(2n)

is convergent and has the same limit as the sequence (sy).

s
Proof: It suffices to observe that w, = —, which proves that (wy,) is
52
a convergent sequence. "

lim s2 52
If s= lim s,, w= lim w,, thenw=12"2— =" =3.
N0 n—00 lim so, s
— 00

n
In the next result we study the structure of the set for which these
constructions are possible.
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Theorem 10. Define
M ={f:RiR — R} |log f is concave and increasing} .
Then
1) M is a multiplicative semigroup;
2) M is positive, i.e. f € M implies % ¢ M,

3) Sn, s, wy, are morphisms of semigroups from M to RY.
Proof: 1) log fg = log f+1og g and the sum of two concave (increasing)
functions is concave (increasing).

1
2) If log f is concave and increasing, then log ? = —log f is convex and

1
decreasing, therefore — ¢ M.
3) We have s,(fg) = sn(f)sn(g), so that

2 _ 2P
wn(fg) - 82n(fg) - Sgn(f)52n(g)

Passing to the limit in the first equality, we obtain also s(fg) = s(f)s(g).

Let us calculate now some values of the morphism s. As usual, ¢, x, €*
etc. denote the corresponding functions.

Theorem 11. The following equalities hold:

= wn(f)wn(g)'

Vor

1) s(c) = /¢, ¢ > 0 is a real constant; 2) s(x) = ;

3)s(e") =ver 4 (eﬁ) =e7; ’

_ 1 ) e
5) s (e (x+1)1°g(x+1)> = 123" where B is the constant from Corollary 3.
o

Proof: 1) We have

c-Cc-...-C
————

sn(c) = # =,

for every natural number n, so that s(c) = /c.

1
2) This is the classical Stirling’s formula (1), multiplied by —. Indeed,
e

n
n n
/logmd:c = (rlogz — )| =nlogn —n+1 and e"o8" "+l —¢. (ﬁ> )
1 e

61'82~...-e" M_"Q-Fn—l
2

3) sn(e") = ———3 =€ T2 =/e,

ver-e 2
for every natural number n. It follows that

s(e”) = e.

1
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1 1 1
1 e~ (I+3+3+-+1)
4) s, (e x) = - — e 7,
e 2n . e—logn

for n — oo, by Corollary 2.

1 1 1
67(210g2+310g3+"'+ (n+1) log(n+1)> e*B

1
5) sn (e’ <z+1+log<z+1>>> = - - ,
¢ 3T ioa(nTT) . ¢~ loglog(n+1)+loglog2  log2

V2
Remark. The equality w(z) = " is the classical Wallis formula
e

for n — oo, by Corollary 3.

2
(2), multiplied by \/——
e
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Unele inegalitati privind functia 7 (x)

MAGDALENA BANEScU?)

Abstract. Some inequalities concerning the numerical function 7 (z) are
discussed.

Keywords: prime numbers, number of primes.

MSC : Primary: 11N05,11N37; Secondary: 11N64.

Pentru x > 0 notam cu 7 (z) numarul numerelor prime ce nu depasesc
x. In [4] J. Rosser si L. Schoenfeld demonstreaza inegalitatile:

— " <nlr) < —, (RS)

lnx—§ lnx—§

inegalitatea din stanga avand loc pentru x > 67, iar cea din dreapta pentru
T >e3 4,481
In [2] G. Mincu si L. Panaitopol, utilizand o rafinare a inegalititii (RS),
data de P. Dusart si verificind cu calculatorul ,,cazurile ramase“, demon-
streaza inegalitatea
m(ab) > w(a)mw(b), (MP)

pentru orice a > V33 ~ 7,28 81 b > V/53.

1)Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti.



136 ARTICOLE

In [1] C. Karanikolov demonstreazi inegalitatea
m(ax) < an(z), (K)

pentru orice a > el ~ 1,284 i x > 364.
In [3] L. Panaitopol stabileste o inegalitate mai tare de acelasi tip si
anume
m(ax) < am(x), (P)
4
pentrua > 1sgi z > elna

In aceastd lucrare vom stabili doud inegalititi privind functiile m(x),
prima dintre ele fiind chiar (MP), dar probata cu ajutorul inegalitatii (RS),
iar a doua dintre ele fiind oarecum de tipul inegalitatilor (K) si (P).

Vom da, de asemenea, cateva consecinte si vom face unele observatii.

o 54++/14 . 54++/14 .
Teorema 1. Dacd a >e 2 =~79,109 st b>e 2 , atunci

m(ab) > w(a)m(b).

)2

. Ciy C Ay 5+vId 5+V/14
Demonstratie. Aritam mai intai cad pentrua >e 2 gib>e 2

are loc inegalitatea:

In(ab) — % < <lna - %) (mb - %) . (1)

Intr-adevir, diferenta dintre mebrul drept si cel stang este:

3 3 1 ) 11
(lna— 5) (lnb— 5) — In(ab) +3 =Inalnb— E(lna—l—lnb)—l—z =

2
5 5 14 5++v14 5 14
(lna 2> (lnb 2> 12 ( 5 2) 1 0

Atunci, folosind inegalitatile (RS) si (1), putem scrie:

b b
m(ab) > — 2 > - =
ln(ab)—l lna—§ lnb—§
2 2 2
b
-2 _. > m(a)m(b).
Ina — § Inb— §
2 2

b
Teorema 2. Dacda > 67 $ib > a sunt astfel incat raportul — depaseste
a

un anumit prag, atunci:

a b
§7T(b) < m(ab) < §7r(a),



M. BANESCU, UNELE INEGALITATI PRIVIND FUNCTIA 7(zx) 137

. . . . . b . .
inegalitatea din stanga avand loc pentru — > 3 ~ 12,182, iar cea din dreapta
a
b
pentru — > e% ~ 1,648.
a
b
Demonstratie. Aratam mai intai ca pentru — > e existi inegalitatea:
a

1
In(ab) — 3 <2Inb-3, (2),

. b Lo .
iar pentru — > e2 exista inegalitatea:
a

3
2lna—1 gln(ab)—i. (3)
R 25
Intr-adevar, (2) este echivalenta cu ln—b > 3 deci cu presupunerea
a
b 5 . . o ab 1 .
— > e2, in timp ce (3) este echivalenta cu In — > 3’ deci cu presupunerea
a a
b 1
— > ez,
¢ b
Atunci, pentru — > e3, folosind inegalitatile (RS) si (2), avem:
a
ab ab a b a
b > =—- —m(b).
et > n(ab) — = 2Ib=3 2, 3 i
2 2
b
De asemenea, pentru — > e%, folosind inegalitatile (RS) si (3), avem:
a
b b a a b
hd =b- > b).
p™@) >3 e L 2na 1= o3 > m(ab)
2 2
V14
Consecinta 1. Pentru ay,as,...,ay > ™5 14, n > 2, existd ine-
galiatile:
m(araz - ... ap) >m(ar)w(az) ... m(ay).

Demonstratie. Pentru n = 2 inegalitatea ceruta este cea din teorema
1, dupa care rationam prin inductie dupa n .

. 5+v14 C o .
Consecinta 2. Pentrua >e 2 sin € N, n > 2, exista inegalitatea:
7 (a") > m(a)".
Demonstratie. Aplicam consecinta 1 in care a1 = as = ... = a, = a.

5+v14

Consecinta 3. Pentrune N, n>2gsia>e 2

Ym(a) > m (Va).

T existd inegalitatea
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. . N . 5+vI4
Demonstratie. In consecinta 2 se inlocuieste a cu {/a > e~ 2  si se

obtine 7(a) > 7 ({/a)", de unde ¥/7(a) > 7w (Va).

b
Consecinta 4. Daca a > 67 si — > eg, exista inegalitatea:
a

n(b) _w(a)
B ST

N | O

Demonstratie. Intr-adevir, din teorema 2 rezulti 27r(b) < —n(a),

o ab . mw(b)  7(a)
care prin Impartire cu 5 devine —= < —=.

b a

Observatia 1. In ipoteza mai restrictiva a > 67 gi — > e3 teorema 1

ISERS

este o consecinta a teoremei 2.

Intr-adevir, intrucat m(a) < —, folosind inegalitatea din stanga a teo-

|

remei 2, putem scrie
m(ab) > gw(b) > n(a)m(b).

Observatia 2. Inegalitatea din dreapta a teoremei 2 este de tipul
inegalitatilor (K) si (P), dar ipoteza este de altd natura.
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NOTE MATEMATICE SI METODICE

In legiturd cu problema 247

AURELIA CrpuY
Domnul profesor Ovidiu Pop a propus urmatoarea problema, publicata
cu numarul 247 intr-un numaér recent din Gazeta Matematica seria A:
Fie numerele reale strict pozitive a, b, ¢ cu proprietatea ca existd o
permutare a lor x, y, z astfel incat z <y < x < 8z gi 8y < 27z. Sa se arate

D Grupul Scolar Transporturi C.F., Bucuresti
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Va-Vb[,

3

max {

Solutia autorului [1], este elementara in sensul ca nu depégeste nivelul
de cunogtinte al unui elev de liceu, dar nu este simpla, necesitand studierea
monotoniei mai multor functii, si nici scurta, depagind doua pagini. Dintr-o
nota a redactiei aflam ca ,,0 solutie la fel de calculatorie ca si cea a autorului
a dat domnul inginer Marius Olteanu .

In aceastd nota prezentam o solutie alternativa, care nu are inconve-
nientele semnalate, ramanand complet accesibila elevilor din invatamantul
obligatoriu. Un atu demn de subliniat al acestei solutii este ca rationamentul
ramane valabil in conditii mai generale decat cele cerute in enuntul problemei
247.

Propozitia 1. Pentru numere reale a, b, ¢ satisfacand

17a
8 9

N I T e e

0<a<b<c<L

este valabila inegalitatea:
3(c— a)3 <a®+ b+ ¢ — 3abe.
Demonstratie. Daca a = 0, atunci toate numerele sunt nule si relatia
de demonstrat este satisfacuta cu egalitate.

b
Fiea>0g - =14y, - =1+a2 Atunci 0 <y <z < 2, iar
a a

| ©

inegalitatea de dovedit se exprima, in functie de noile variabile:
323 <1+ (1+3x+3x2+x3) + (1—1—3y—|—3y2—|—y3) -31l+y+az+azy) =
=3 (ac2 + yQ) + 23 + 3% — 32y, sau, echivalent:

2x3 — 3x? + 3zry — 3y2 — y3 <0.

. 9
Intrucat z < 3’ expresia din membrul stang al ultimei relatii nu depa-
geste
9 3
170 =8 Bey = 3y” — g’ = (e - 2)" = 3y” -y,
care, evident, nu ia decat valori negative pentru y pozitiv.
Egalitatea se atinge pentru x = 2y si y = 0, adica pentru a = b = c.

Ideile continute in demonstratia tocmai incheiata sunt folosite pentru
a demonstra o minorare pentru diferenta dintre media aritmetica si cea geo-
metrica a patru numere reale supuse aceluiasi gen de restrictii.

Propozitia 2. Pentru numere reale a, b, ¢, d satisfacand

64a
0<a<b<e<d< —
Sax0xCc> = o7
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este valabila inegalitatea:
4(d — a)* < a* + b + * + d* — dabed.
Demonstratie. Daca a = 0, atunci toate numerele sunt nule si relatia

de demonstrat este satisfiacuta cu egalitate.

b d
Fiea>0sgi — =1+2, € _ 14y, — = 14=z. Noile variabile sunt supuse
a a a
37
restrictiilor 0 < z <y <z < 77 Inegalitatea de dovedit se reformuleaza

4ot <14 (1+42 4627 +42° +2) + (1 + 4y + 6y° + 49> + ) +
—|—(1+4x—|—6x2—|—4x3—|—x4) —4(l+z4+y+x+zy+ze+ay+ayz) =
=6 (ac2 + 92 +z:2) +4 (:c3 + 93 +z3) +at oyt 42t — A(xy +yz 2+ 2y2).

Avand in vedere inegalitatea mediilor pentru numerele pozitive 23, y3,
2% §i binecunoscuta inegalitate zy + yz + xz < 22 + 9% + 22, este suficient sa
aratam 8
3zt < 2(x2+y2+22) —1—5 (x3+y3+z3) + oyt + 24,
adica
93:4—8&63—6&02§6(y2—|—32)+8(y3+23)+3(y4+z4). (1)

Studiind semnul trinomului de gradul doi 922 — 8z — 6, se vede ca este

44 +/70
9

. . e R 1
strict negativ pentru 0 < x < zg := . Se verifica imediat ca o7 <z,

37
astfel ca membrul stang din relatia (1) este strict negativ pentru 0 < z < o7

in vreme ce membrul drept este evident pozitiv pentru y si z ambele pozitive.
Egalitatea se atinge pentru x =y = z = 0, adica pentrua =b=c=d.

BIBLIOGRAFIE
[1] O. Pop, Solutia problemei 247, G. M. A, 26 (105)(2008), 262-264.



V. Popr, SEEMUS-2009 141

EXAMENE SI CONCURSURI

Concursul international de matematica al studentilor din
sud-estul Europei,

Editia a III-a, Agros-Cipru, 2009

VASILE Popb)

In luna martie 2009 s-a desfagurat la Agras-Cipru, editia a treia a con-
cursului international de matematica pentru studentii universitatilor din sud-
estul Europei, cu participare internationala. La aceasta editie au participat
66 de studenti de la 15 universitati din 6 tari: Romania, Grecia, Cipru,
Bulgaria, Israel si Columbia.

Juriul competitiei, format din profesorii de la toate universitatile par-
ticipante a ales cele patru probleme date in concurs din peste 30 de probleme
propuse anterior si selectate de organizatori. Nivelul de dificultate al proble-
melor a fost putin mai sciazut decat la celelalte editii, nici una din problemele
date nefiind extrem de dificile. Cele mai bune rezultate au fost obtinute
de studentii din Roméania (5 din cele 6 medalii de aur au fost obtinute de
romani). Primul loc, cu 38 de puncte din 40 posibile, a fost obtinut de
studentul Ciprian Oprisan, de la Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca.

Prezentam in continuare enunturile si solutiile problemelor date in con-
curs.

Problema 1. a) Sa se determine limita

1
2 1'
lim n—l— / (1—x) ”kd:c
0

n—oo

unde k € N.
b) Sa se determine limita:
: 1
2 1
1irn n + / f(x)dz,
n—oo
0

unde f :]0,1] — R este o functie continud.
Solutie. a) Integrand prin parti obtinem:

1 1
/ (1 - 2))"akde /xn% )y = R
2n+k+1)!
0 0

1) Profesor, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, E-mail: vasile.pop@math.utcluj.ro
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1
/(:c(l —z))"dz = m
0
Avem

Lo @Dl (4R (1+1> (1+3>...

n—oco  (n1)2  (2n+Ek+1) n n

<1+%> (2n)* <1+%> <1+%>...<1+k;1> :2%.

b) Fie

(2n+1)!

1
L) = St / (2(1 - 2))" f(z)dz.
0

Pentru orice polinom P, din rezultatul de la a) rezulta
1
lim L,(P)=P <—> .
n—oo 2

Folosind teorema lui Weierstrass (de aproximare uniforma a unei functii
continue cu polinoame) avem: pentru orice € > 0, exista un polinom P astfel
ca

[f(z) = P(z)| <&, Vael0,1]
si din liniaritatea operatorului L,, rezulta
| Ln(f) = Ln(P)| < Ln(|f = P[) < Ln(e) = ¢.
Pe de alta parte, deoarece
1
lim L,(P)=P (—> ,
n—oo 2

exista ng € N astfel ca

In concluzie:

Ln($) = f <%>' < |Ln(f) = La(P)| + | Lu(P) = P <%>'

)+

Comentariu. Problema a fost rezolvata complet de 10 studenti, dupa
rezultate fiind cea mai usoara. Toate solutiile au fost pe aceeasi idee, indusa
de fapt (voit) de punctul a) care a fost dat in acest scop.

Un rezultat teoretic general, datorat lui Korovkin, este urmatorul:
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Teorema. Fie K, :[0,1] — [0,00) un sir de functii continue $i opera-
tori

1
Ln:C0,1] — R, Ln(f)_/Kn(:):)f(x)dx.
0

Dacd existd mg € [0,1] astfel ca Lp(1) =1, Ly(x) = 2o si Ln(2?) = 23,

atuncs
Tim Lu(f) = f(w0). ¥ f € C[0.1].

Problema 2. Fie P € R[X] un polinom de gradul cinci cu propri-
etatea ca graficul sau are trei puncte de inflexiune, coliniare. Sa se determine
rapoartele celor patru arii ale domeniilor marginite cuprinse intre graficul
polinomului si dreapta ce contine punctele de inflexiune.

Solutie. Fie y = ax + b dreapta care contine punctele de inflexiune.
Polinomul P(z) — (ax + b) are trei puncte de inflexiune pe axa Oz iar ariile
se pastreaza, deci putem presupune ca cele trei puncte de inflexiune se afla
pe axa Oz si facand o translatie (x — x — 1) putem presupune ca un punct
de inflexiune este x5 = 0.

In concluzie avem

P"(z) = a(z — x1)z(z — 23), a€R*

R R o R 2 T W
P(:c)—a(Q—O— 19 x+T:c>+cx+d.
Din conditiile P(0) = P(x1) = P(z3) = 0 rezulta: d =0, z1 +z3 =0 i
0T 0, dec
c=——,x , deci
60 "

o'
P(z) = @x(xQ — 22)(32% — 72?).

Graficul polinomul are originea ca centru de simetrie.
\

Avem:
e
tfala
Si=si= [ P =
z1
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1
|2}
= = P d = .
Sy = S3 /| (z)|dx 20
0
1
Raportul ariilor este g—; = %

Comentarii. Problema s-a dovedit a fi cea mai dificila din concurs,
ea fiind rezolvata doar de 2 studenti, Ciprian Oprisan de la Universitatea
Tehnica din Cluj-Napoca i Lucian Turea de la Universitatea Bucuresti.

Se pare ca rezultatul poate fi generalizat astfel:

Daca P este un polinom de grad n > 3, iar graficul lui are n — 2 puncte
de inflexiune coliniare, atunci cele n — 1 arii marginite cuprinse intre grafic
st dreapta care contine punctele de inflexiune sunt in raport constant.

Problema 3. Fie SLo(Z) = {A € My(Z) | det A = 1}.

a) Sa se arate ca exista matricile A, B,C € SLa(Z) astfel ca

A? 4+ B* = C°.
b) Sa se arate ca nu exista A, B,C € SLa(Z) astfel ca:
A*+ Bt =C"

Solutie. a) Un exemplu este

1 1 0 -1 0 -1
(b)) =0 e (V)
b) Teorema Cayley-Hamilton pentru A € SLo(Z) da:
A2 — (TrA)A+ T, =0sau A2=aA—1,, acZ
gi apoi:
A = (a® = 20)A+ (1 — d®) L.
Ecuatia A* 4+ B* = C* devine:
(a®> = 2a) A+ (b* —20)B+ (2 — a* — b*) Iy = (¢* — 2¢)C + (1 — ) I.
Trecand la urme, obtinem ecuatia diofantica:
a4+ b0t —4(a® +1?) =t — 4P - 2.
Modulo 4 obtinem: a*+ b —c* =2 (mod 4).
Dar a*,b*,¢* € {0,1} (mod 4) si atunci a,b sunt impare si ¢ este par.
In acest caz rezulta:

at +0' —4(a® +0*) =2 (mod8) si ¢! —4c* —2=-2 (mod 8).
In concluzie, ecuatia nu are solutie.

Comentarii. Problema este inspirata de ecuatia lui Fermat z" + 3" =
= 2™, pentru matrici. Se pare ca autorul problemei nu stie daca ecuatia
X3 4+Y3 = Z3 are sau nu solutie in SLy(Z). Rémane in studiu ca problema
deschisa. Problema a fost ca dificultate a treia, fiind rezolvata de 10 student;i.
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Problema 4. Cu numerele reale a1,ao,...,a,;b1,be,...,b, definim
matricele patratice de ordin n: A = [a;;], B = [bi;], unde a;; = a; — bj si
by — 1 daca aijzo
Y1 0 dacd a;; <0’

1,7 =1,n.

Fie C = [ci;] o matrice cu elementele 0 sau 1 si cu proprietatea

Zbu—zcij,’i: me—ZCij,jzl,n.

Jj=1 =1

a) Sa se arate ca

n

Z aij(bi]‘ _Cij) =0 §1 B=C.

1,7=1

b) In ce conditii matricea B este inversabild?
Solutie. a)

Zaw( = Cij) Zaz wa ZCU Zb Zw ZCU
ij=1 i=1 i

Analizam semnul termenului

aij(bij — cij) = (ai — bj)(bij — cij)- (1)
Daca a; > b]’ atunci Qij >0, bij =1si Cij € {O, 1}, deci aij(bij—cl-j) > 0.
Daca a; < bj atunci a;; > 0, bij =0si Cij € {0, 1}, deci aij(bij—cl-j) > 0.
Din (1) si din a4j(bij — ¢;5) > 0, pentru orice 4,5 = 1,n rezulta

agj(bij —ci5) =0, 4,5 =1, n.

Daca a;; # 0, atunci b;j = ¢;;.
Daca b;; = 0 atunci a;; < 0 (a;; # 0) si deci bj; = ¢;; = 0.

n
Deci b;; > ¢;j, pentru orice 7,j = 1,n si, din conditiile date, Z bij =

ij=1
n
= E cij, rezulta b;; = ¢;;, oricare ar fi 7,5 = 1,n.
ij=1
b) Putem considera ca numerele sunt ordonate a1 < as < --- < a, si
by < by < ... <b,, deoarece reordonarea numerelor ai,as,...,a, revine la
permutarea liniilor matricei B, iar reordonarea numerelor by, bo, ..., b, revine

la permutarea coloanelor matricei B.

Daca exista a; si a;41 intre care nu se afla nici un b; atunci liniile L; si
L;y1 sunt egale (matricea B este neinversabila). Daca existd b; si b1 intre
care nu se afla nici un a; atunci coloanele ¢; si ¢;+1 sunt egale.

In concluzie, numerele by, b, . . ., b, separa numerele a1, as, ..., a,. Daca
a1 este cel mai mic numar, atunci prima linie are toate elementele zero. Deci
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cel mai mic este by si avem conditia by < a1 < by < ag < - < b, < a,
pentru care matricea B este

—_ =
_ O
o O
o O

B=|1 1 1 0|,
1 1 1 1
care este inversabila.
Concluzie: b;, < aj, < b;, < aj, < --- < b, < aj,, unde i1,...,4, si
Jiy- -+, Jn sunt permutari ale multimii {1,2,...,n}.

Comentarii. Problema a fost ca dificultate a doua din concurs, fiind
rezolvata complet de 9 studenti. Ea a fost propusa de autorul acestui articol.

Noti de ALEXANDRU DaMIANY si TEODOR STinr?)

In aceastd noti se prezinta solutii alternative pentru punctul b al pro-
blemelor 3 si 4 date la concursul de matematica SEEMOUS 2009.

Problema 3, punctul b

Sa se arate ca nu exista matricele A, B,C € My(R) avand determinan-
tul 1 astfel incat A* + B* = 4.

Solutie: Daca X € Msy(R), det(X) = 1 atunci, conform teoremei
Cayley-Hamilton, X?> = X — I, unde x = tr(x) = x11 + z20.

Deducem pe rand

X3=2X?-X=(2>-1)X —2I,

Xt = (22 - 1)X2 —2X = (2% — 22)X — (2% — 1), aplicAnd urma
tr(X4) = (23 — 22)tr(X) — (2% — Dtr(I) = 2 — 422 + 2.
Intrucat 23 — z = 0 (mod 3), rezulti tr(z?) = 2 (mod 3), deci tr(A* +
+B*—(C*) =242 -2 (mod 3), ceea ce face imposibila relatia din enunt,.

Problema 4, punctul b
Plecand de la sistemele ordonate (a1, ...,ayn) si (b1,...,b,) se defineste
matricea B de ordinul n avand elementele:
b{ 0 daca ai<bj
e 1 daca a; > bj.
Sa se arate ca B este inversabila daca si numai dacd exista permutdarile
o si T ale lui (1,...,n) astfel incat:

br(1) < A1) < br2) S A2 <0+ < Ao(n-1) < br(n) < Ao(n)

Solutie. O permutare a numerelor (a;);, respectiv (b;); produce
in matricea B o permutare corespunzatoarea de linii gi respectiv coloane,
ceea ce nu modifica inversabilitatea. Sa observam si ca, daca a; = a;41

b Profesor, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca
2) Profesor, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca
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(bj = bj41), atunci liniile ¢ si 7 + 1 (coloanele j si j + 1) din B sunt identice.
In consecinta, vom presupune de la inceput ca cele doua sisteme sunt ordo-
nate strict crescator. Aratam ca B este inversabila daca i numai daca are

forma triunghiular inferioara

1 00 0
110 0
111 .- 1

Suficienta (,,daca®) este imediatd. Demonstram, prin inductie dupa
ordinul n al lui B, necesitatea (,numai daca).

Pentru n = 1, daca B este inversabila, atunci B = [1].

Presupunand proprietatea adevarata pentru n—1, o demonstram pentru
matricea B = [b;]; ;1.

Proprietate: Daca by; = 0 atunci

(a): by =0 pentrui = 1,k

(b): by =0 pentru j =1, n

Demonstratie: In virtutea ordonirii sistemelor (a;); si (b);, din
aj < by rezultid a; < by pentru i = 1,k si ai < b; pentru j = [, n.

Altfel exprimat: daca in matricea B apare un element nul, atunci dea-
supra si la dreapta lui, pe coloana si respectiv linia lui, toate elementele sunt
nule.

In consecinta, B fiind inversabila, ultima linie nu poate contine zerouri,
deoarece ar contine si coloane nule. Totodata, celelalte linii trebuie sa contina
zerouri, altfel ar fi identice cu ultima linie. Si astfel ultima coloana va fi
alcatuita, cu exceptia elementului din ultima linie, numai din zerouri. Pe
scurt:

0
B = B’ :
0
1 -+ 1 1

B’ fiind atunci inversabild si de ordinul n — 1, conform ipotezei de

inductie, va avea forma triunghiulara enuntata. Deci B va avea aceeasi forma.
Interpretand prin inegalitati elementele lui B, obtinem relatiile:

by <ar<by<ax<---<ap1<b,<ay
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Concursul Traian Lalescu, 2009

ANDREI HALANAYD

In perioada 16-17 mai, in organizarea Universitatii Politehnica din Bu-
curesti, cu sprijinul si finantarea Ministerului Educatiei, Stiintei gi Inovarii gi
a Societatii de Stiinte Matematice din Romaénia, s-a desfagurat faza nationala
a concursului profesional studentesc de matematica ,, Traian Lalescu®, mani-
festare cu o indelungata traditie in mediul universitar romanesc.

Concursul a cuprins doua activitati distincte:

1. Concurs de probleme adresat studentilor din anii I gi II.

2. Sesiune de comunicari stiintifice, deschisa tuturor categoriilor de
studenti, inclusiv celor din sistemul de studii masterale.

Au fost prezenti studenti din 15 universitati: U.P.B., Universitatea Bu-
curesti, Universitatea Tehnicd de Constructii Bucuresti, A.S.E., Universi-
tatea Alexandru Ioan Cuza din lagi, Universitatea Tehnicd Gh. Asachi din
Tagi, Universitatea Babes-Bolyai din Cluj-Napoca, Universitatea Tehnica din
Cluj-Napoca, Universitatea de Vest din Timigoara, Universitatea Politehnica
Timigoara, Universitatea Constantin Brancusi din Tg. Jiu, Universitatea
Ovidius din Constanta, Universitatea Maritima din Constanta, Universitatea
Transilvania din Bragov, Universitatea Craiova.

La concursul de probleme au participat 80 de studenti. Au fost acordate
26 de premii gi mentiuni din care 21 finantate de M.E.C.I. gi 5 finantate de
Societatea de Stiinte Matematice din Romania.

Universitatea Politehnica din Bucuresti a obtinut 2 premii I, 2 premii
I1, 3 premii III si 5 mentiuni.

Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca a obtinut 1 premiu II, 1 premiu
IIT si 2 mentiuni.

Universitatea Bucuresti a obtinut 1 premiu I si 2 premii IT (a concurat
la o singura sectiune de probleme: matematica-cercetare).

Universitatea Tehnica Iasi a obtinut 1 premiu I si o mentiune.

Universitatea Politehnica din Timigoara a obtinut 1 premiu I.

Universitatea de Vest din Timigoara a obtinut 1 premiu II.

Universitatea Tehnica de Constructii Bucuresti a obtinut 1 premiu II.

Universitatea Maritima Constanta a obtinut 1 premiu III.

Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj-Napoca a obtinut o mentiune.

Sesiunea de comunicari stiintifice studentesti s-a desfagurat in 3 sectiuni:

Analiza-Algebra. Juriul sectiunii a fost format din: prof.dr. Radu
Gologan (U.P.B., F.S.A.), prof.dr. Liviu Ornea (Universitatea Bucuresti,
F.M.I.), prof.dr. Vasile Iftode (U.P.B., F.S.A.).

Informatica si Matematici discrete. Juriul sectiunii a fost format
din: acad. Ioan Tomescu (Universitatea Bucuresti, FMI), conf. dr. Radu

b Profesor, Universitatea Politehnica din Bucuresti
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Gramatovici (Universitatea Bucuresti, F.M.I.), lect. dr. Tiberiu Vasilache
(U.PB., F.S.A.).

Ecuatii diferentiale si Matematici aplicate. Juriul sectiunii a fost
format din: prof.dr. lon Vaduva (Universitatea Bucuresti, F.M.1.), prof.dr.
Valeriu Prepelita (U.P.B., F.S.A.), prof.dr. Mariana Craiu (U.P.B., F.S.A.).

Au fost acordate 5 premii I, 4 premii I1, 5 premii III gi 5 mentiuni, dupa
cum urmeaza:

Universitatea Bucuresti a obtinut 3 premii I, 1 premiu II gi o mentiune.

Universitatea Politehnica din Bucureti a obtinut 2 premii I, 2 premii II,
3 premii ITI, 3 mentiuni.

Universitatea de Vest Timigoara a obtinut 1 premiu II.

Universitatea Transilvania Bragov a obtinut 1 premiu III.

Universitatea Ovidius Constanta a obtinut 1 premiu III.

Universitatea Politehnica Timigoara a obtinut o mentiune.

Premiul I la sectiunea Analiza-Algebra a fost acordat lucrarii Asupra
unor clase de inegalitati variationale-hemivariationale, autori: Cezar
Lupu si Nicusor Costea.

Doua premii I la sectiunea Informatica au fost obtinute de lucrarile:
Algoritmi si structuri de date pentru cuvinte partiale, autor: Catalin
Tiseanu si Sortare bazata pe paduri de ,,trie“-uri, autori: Mircea Dima
si Serban-Florin Lupulescu.

Doua premii I la sectiunea Ecuatii diferentiale si Matematica aplicata au
fost obtinute de lucrarile Aplicarea metodei transformarii diferentiale
la rezolvarea problemelor la frontiera pentru ecuatii diferentiale
neliniare, autori: Alina Dragomir, Flavia Frumosu i George Necula.

In activitatile legate de concursul de probleme au fost implicate 23 de
cadre didactice de la U.P.B. si de la universitatile participante.

Trebuie mentionat sprijinul acordat de Fundatia , Traian Lalescu®, care
a atribuit un premiu de excelenta studentului masterand Cezar Lupu de
la Facultatea de Matematica-Informatica, Universitatea din Bucuresti si o
mentiune speciala pentru interdisciplinaritate comunicarii sustinute de un
colectiv de la Universitatea Maritima din Constanta. (Software toolkit
for simulating the particle detector efficiency, autori: Alexandru Ca-
ranica, Vali Mihaela Stefan, Andreea Toplov).

De asemenea, Fundatia ,, Traian Lalescu“ a suplimentat celelalte premii
cu cate o geanta laptop si o carte din domeniul matematicii.

Subliniem excelenta colaborare cu conducerea Facultatii de Matema-
tica gi Informatica de la Universitatea din Bucuresti, avand drept rezultat o
contributie importanta a acesteia in buna desfagurare a evenimentului.

In acest an, pentru prima datd, S.S.M.R. a fost prezents in colectivul de
organizare, avand atributia esentiala de a alcatui subiectele de concurs. Apre-
ciem ca s-a achitat foarte bine de aceastd obligatie, nefiind semnalata vreo
situatie de posibila viciere a rezultatelor prin transmiterea subiectelor. De
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asemenea, subiectele au corespuns asteptarilor, nesemnalandu-se contestari
din partea delegatiilor participante.

Merita amintit si indemnul adresat tuturor participantilor la concurs,
studenti si cadre didactice, de rectorul U.P.B., prof. dr. ing. Serban Raicu,
de a continua sa fie purtatorii aspiratiilor catre excelenta in activitatea uni-
versitara, de a promova idealul unui invatamant superior de calitate.

Vom prezenta, mai jos, enunturile subiectelor date la concursul studen-
) b
tesc de matematica ,, Traian Lalescu“, faza finala.

Sectiunea Matematica - Cercetare
Bucuresti, 16 mai 2009

Subiectul 1. Fie (z,), un sir monoton crescator si divergent de nu-
mere reale strict pozitive si o < 1. Ardatati ca seria

[e.e] (0%
Z (-rn - xnl)
n=1 Tn
este divergenta.

Eugen Paltanea, Bragov

Subiectul 2. Consideram hiperboloidul cu o panza, in reperul cartezian
Oxyz:

M) S+5-5=1

.. (v} . [V} A A .. % %
Stiind ca exista punctele M, N, P € H astfel incat vectoriic OM, ON,
—
OP sunt mutual ortogonali, demonstrati ca
1 n 1 - 1
a2 b2
Catalin Gherghe, Bucuresti
Subiectul 3. Demonstrati ca oricare ar fi n € N, n > 2 si numerele
strict pozitive x1,T2,...,Ty, cuxy +x2+ -+ 1z =1, avem
e+ k(@ +ad+oaf) 4
tar constanta din dreapta este cea mai mica cu aceastd proprietate.
Marian Andronache si Radu Gologan, Bucuresti
Subiectul 4. Fie A € M, (Z) cu A # I, si k € N*, k > 3 astfel incat
A =1, in My(Zy). Ardatati ca pentru orice p € N* avem AP # I,,.
Marian Andronache, Bucuresti
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280. Fie n > 2 un numar natural. Sa se determine cel mai mare numar
pozitiv C' astfel incat inegalitatea:

277 (2" +y") — (e +y)" 2 O (2 +3y)" + Bz +y)" — 2" (@ +y)"]
sa fie adevarata pentu orice x,y > 0.

Marian Tetiva
281. Dacia u € C* ([0,1]) si u(0) = 0, v/ (0) = 1, atunci s& se arate ca:

1 1
/eu(‘”)dx + / (u'(z)?) dz > 24.
0 0

Rébert Szasz
282. Vom nota:

r 2 x"
E”(x):1+ﬁ+§+”'+ﬁ’ VneN, VzeR.
Sa se arate ca;
oo oo 22
0L =Bl maets B 3 on(e - Eolo) = G
n= n—=

Mihai Dicu
283. Fie f: R} — R o functie pentru care exista

1

tim SO _ e gy

r—00 X

si s,t € R astfel incat s +¢ = 1. Atunci exista:
lim ((z+1)* (f(@+ 1) —a* (f(@)*) =bER,
rT—00

daca si numai daca exista

1
im FETYD _ g
e af ()
si avem relatia a’ (s +tln E) =b.
a
Dumitru Batinetu-Giurgiu

284. In tetraedrul ortocentric [ABC D] se noteaza cu ra, Tp, rc, D
razele cercurilor inscrise fetelor BCD, ACD, ABD, ABC, iar cu r si R
razele sferelor inscrisa respectiv circumscrisa tetraedrului. Sa se arate ca are
loc urmaétoare rafinare a inegalitatii Euler-Durrande (R > 3r):

R22r2+ri+r%+r%+r%29r2.

Marius Olteanu
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259. Fie I spatiul vectorial al functiilor indefinit derivabile definite pe R cu valori
in C gi fie f € E. Pentru orice t € R, sa consideram functia o € E definita de egalitatea
ei(x) = flz +1t) si fie E(f) = Sp{ept}er.

a) Sd se precizeze dimensiunea spativlui E(f) in urmdtoarele cazuri:

fiz) =¢€";  fo(zx) =sinz;  fa(z) =x; fa(x) = xe”.

Sd se verifice apoi cd dacd f este de forma f(x) = p(x)e*®, unde p este un polinom

de gradul n cu coeficienti complecsi, iar o € C V| atunci E(f) este finit dimensional $i cd
rezultatul ramane valabil i in cazul cand f este o combinatie liniara de astfel de functii.
Sa se arate ca, daca:

1
f(l') - 1'2 + 17
atunci E(f) nu are dimensiune finitd.
b) Fie {g1,...,9n} C E un sistem de n funclii liniar independent. Sd se arate cd
existd n numere reale mutual distincte a1, ..., an, astfel incat

det(gi(a;)) # 0.
c) Fie f € E astfel incat dimc E(f) = n si fie {g1,...,gn} 0 baza in E(f). Sa se
arate cd existd functiile unice hi,...,h, € E(f) astfel incat:
fle+t) =hi()g1(z) + ...+ hn(t)gn(z).

d) In wpoteza de la punctul c), sd se arate cd f satisface o ecuatie diferentiald liniard
$i omogend de ordinul n cu coeficienti constanti.
e) Aplicind rezultatul de la punctul d), sd se determine functiile f pentru care
dime E(f) = 2.
Dan Radu

Solutia autorului. a) Tinand seama de egalitatile:

i (z) =€t e”; 7 (x) = costsinz + sint cos ;
Gy =a+t; oi(z) =e' (ze”) + (te') e”, rezultd ca

E(f1) = Sp{e®}, E(f2) = Sp{sinz,cosz}, E (fs) = Sp{x, 1}, E(fa) = Sp{e®,ze"}
si deci
dime E(f1) =1, dimc E(f2) = dime E(f3) = dimc E(f1) = 2.

Un rationament simplu, analog celor de mai sus ne conduce la faptul ca daca f este

de forma f(z) = p(z)e™®, atunci un sistem de generatori pentru E(f) il constituie familia

[Jcke‘” Cum aceasta familie este gi liniar independenta, rezultd ca, in acest caz,

]ogkgn'
dimc E(f) = n + 1. In situatia mai generald, cand f este de forma:

f@) ) pi()e®i®,
j=1
presupunand c& numerele «; sunt distincte pentru j € {1,...,r}, va rezulta cé:

dime E(f) <27 (Z gradp; + 1) ,

j=1

D O functie de forma considerats este numits, uneori, si quasipolinom. (N. A)
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egalitatea avand loc atunci si numai atunci cand Reay, # Rea; si Imay # naj; pentru orice
k,je{l,...,x}cuk #j.
In cazul functiei: )
f(z) = 2211

pentru a ardta cd E(f) nu are dimensiune finitd, este suficient — de pildd — s& probdm c&
familia {¢n}, € Z, este liniar independenta. Evident, acest lucru va decurge in cazul in
care vom stabili ci pentru orice n € Z, familia {¢o, @1, ..., ¢n | este liberd. S& presupunem
cd pentru Ao, A1, ..., An € C are loc egalitatea:

Aowo + X1+ ...+ Anpn =0,

adica: N N N
0 1 n
it —————— = R.
241 + (z+1)2+1 Tt (x+n)2+1 0, Vo &
Rezultd atunci cd polinomul p € R[z] definit de egalitatea:
p@) = N ] (@+k)+1)
j=0 k=0
k#j

este polinomul identic nul. Dar dacd p este polinomul identic nul in R[X], atunci el este
polinomul identic nul gi in C[z]. S& alegem atunci un j € {0,1,...,n} arbitrar, dar fixat.
Vom avea:

n

p(—i+d) =N ][ (i+k+i)?+1) =0,
iy
intrucdt toti ceilalti termeni ai sumei p(z) sunt nuli, contindnd factorul (z + j)2 + 1. Dar
produsul anterioreste evident nenul deoarece toti termenii sai sunt nenuli. Decurge, cu
necesitate, cd A; = 0 si, cum j a fost arbitrar In multimea {0,1,...,n}, conchidem c&
familia {@o, p1,...,9n} este liniar independentd peste C. In baza observatiei ficutd la
inceput, urmeazi E(f) (in cazul ultim avut in vedere) este infinit dimensional.

b) Vom proceda prin inductie dupd n. Evident, proprietatea este adeviratd pentru

okl
.o

~

n = 1. S& presupunem cid pentru sistemele {gi,...,gn—1} constituite din n — 1 functii
liniar independente ea este adevarata, urmeaza ca exista numerele a1, ..., an—1 € R mutual
distincte astfel incat:
gi(ar) ... gi(an-1)
: : #0
gn—1(a1) ... gn-1(an-1)
si fie sistemul {g1,...,gn—1,gn} liniar independent. S& consideram fuctia
gi(a) ... gilan-1) (@)
F(x) = : : : #0.
gn-1(a1) ... gn-1(an-1) gn-1(x)
gn(a1) gn(an-1) gn(z)
Daca F(x) = 0 pentru orice € R, ar rezulta ca
g2(a1) ... ga2(an-1) gi(a) ... gi(an-)
: : gz)+...+ : : gn(x) =0
gn—1(a1) ... gn-1(an-1) gn—1(a1) ... gn-1(@n-1)

si In baza ipotezei de inductie — deoarece ultimul determinant este nenul — am conchide ca
familia {g1,...,9n—1,9n} este legatd — contrar ipotezei facute. Rimane ci existd a, € R
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(evident, diferit de a1, ..., an—1) astfel incat F(an) # 0. Dar F(an) = det (gi(a;)), ceea ce
demonstreaza asertiunea.

c¢) Deoarece pentru orice t € R, @i € E(£), urmeaza ci existd n numere reale unic
determinate hi(t),. .., hn(t), astfel incat

o(t) = ha1(t)g1 + hn(t)gn.

Urmeaza ca pentru orice x,t € R, are loc egalitatea

fl@+t) =hi()g1(z) + ...+ hn(t)gn(z). (1)
Cum insd x si t variazd independent, iar f(x +t) = f(¢ + x), deducem ci
f@+1t) =hi(@)g1(t) + ...+ hn(2)gn(t). (2)
In baza celor stabilite la pct. 4, deoarece sistemul {g1,...,gn} este liniar indepen-
dent, existd numererle a1,...,an, € R astfel incit det (g; (a;)) # 0. Facand pe t egal
succesiv cu ai, ..., an, obtinem

gi(a)hi(z) + ...+ gn(a1)hn(z) = o, ()
....................................... 3)

Dar
gi(a1) ... gn(a) gi(a1) ... gi(an)
: : = : : = det (gi (az)) # 0
gi(an) ... gn(an) gi(a) ... gn(an)
si deci sistemul (3) este un sistem Cramer. Rezolvandu-l dupd regula lui Cramer, rezulti
cd hi,...,hy, se scriu ca nigte combinatii liniare de ¢q,,. .., @q, sideci h1,...,hn € E(f).

Aceasta incheie demonstratia.
d) Derivand relatia (1) in raport cu ¢ de k ori obtinem:

P @+ =n 0)g1(@) + ... + b (O)ya(@)

si deci, pentru ¢t = 0, vom avea

WO (g1 (@) + ...+ b (0)gu(@) = fP (@). )
F&cand acum pe k sd parcurgd multimea {0, 1, ....n}, conchidem c& f = o, f = ¢p,

L fM = goé") apartin lui E(f). Dar sistemul {f, .. .,f(”)} € E(f) contine n + 1
vectori in timp ce dime E(f) = n. Urmeaza ci el este in mod necesar legat si deci exista

scalarii A1, A2,..., A\n € C, nu toti nuli, astfel incat
Mof™ + 20"V 4 A f=o0. (5)
Mai rdméne si ardtdm cd Ao # 0 (i.e. ordinul ecuatiei (5) este exact n).
S& presupunem, prin absurd, ci Ao = 0. Rezulta atunci ca familia 3 f, f/, ..., f("_l)}
este legatd. F&cand pe k sid parcurgd multimea {0,1,...,n — 1} si utilizdnd din nou

egalititile (4), rezultd ca:

n—1 n n—1
k=0 j=1 k=0

de unde
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si, cum familia {g1,...,gn} este liniar independentd, deducem:

B (0)An + ...+ BV (0)A =0
.............................. (6)
B (0)An + ...+ AT (0)A = 0.

Dar, in baza ipotezei de reducere la absurd, sistemul (6) admite o solutie nebanald
si deci

hi(0) ... oA"Y
: : =0. (7)
ha(0) ... RBYTV(0)

Se observa ca determinantul de mai sus este tocmai W (hi,...,hy) (wronskianul
sistemului {h1,...,hn}) calculat In £ = 0. Dupé o teorem& cunoscutd, din egalitatea (7)
decurge cd familia {hi,...,hn} este legatd in E(f). Pe de alti parte, egalitatea (7) ne
aratd cd {hi,...,hn} este un sistem de generatori in E(f) si, cum dimc¢ E(h) = n, rezulta

minimalitatea lui, deci faptul ca el este o baza. Contradictia flagranta obtinuta ne arata
cd ipoteza Ao = 0 este falsi si deci ordinul ecuatiei (3) este exact n.

e) In baza celor stabilite la punctul d), functiile f cu proprietatea din enunt vor fi
solutii ale unei ecuatii de ordinul 2 de tipul:

)\Ofll+)\1f/+)\2f =0.

Daca r1,72 € C, r1 # r2, sunt radacinile ecuatiei caracteristice, rezulta ca f este de
forma:

f(x) = c1e™" 4 c2e™”, c1,c2 € C.

In cazul cand r1 = r2 = r € C este o radacina dubla a ecuatiei caracteristice, atunci f este
de forma

f(x) = (c1 + com)e™, c1,c2 € C.
260. Sa se determine numerele complexe de modul 1 cu proprietatea cd
l4+z+...4+2">1,

pentru orice numdar natural par n.
Marian Tetiva

Solutie data de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior “ din Radmnicu-Valcea.

Fie n = 2p, p € N, iar z = p(cosa + isina), unde p = 1, iar a € (0,27). Rezulta
2%P = cos 2pa + isin 2pa. Atunci:

1+z4...+2| =

=1+ (cosa+ cos2a + ...+ cos2pa) +i(sina + sin2a + ... + sin 2pa)| =

= \/[1 + (cos a + cos 20 + . .. + cos 2par)® + (sin a + sin 2 + . .. + sin 2pa)2] (1)

Se cunosc identitatile:

2 1
sin pa: - cos wa
cosa + cos2a + ... 4 cos 2pa = - 2
sin a2 2)
. . (2p+1)
sin pa - sin Ta

sina + sin 2a + . . . + sin 2pa = -
sin a2
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Tinand seama de relatiile (1) si (2), prinridicare la pétrat, inegalitateadin enunt este
echivalenta cu:

2 1 2 2 1 2
sin pa - cos Ma sin pac - sin wa
1+ —2 + ) >1e
sin a2 sin a2
=
2 1 2 2 1 9 1 2
sin pa - cos wa sin pa - cos wa Sinpa.sinwa
sin a2 sin a2 sin a2
2 1 2 1 2 1
<:>>sinpo¢~cos27(pJr )a+251na2-cos P+ oz+sinpowsin2 a>0s

2
(:)sinpa—&—Qsin%cos (pa—|— %) > O(:)sinpoa—i—Qsin% (cosacos% — sin asin %) >0

. .« o . « .
& sin pa + 2 sin — cos — ~cosozf2sm2§ ssinpa > 0 &

2
& sinpa + sinacos a — 2sin® %sinpoc > 0 < sin acos pa + sin pa (1 — 2sin® %) >0&
sin a cos par + sin paccos a > 0sin(p1)a > 0. (3)

Inegalitatea (3) este valabild doar pentru acele valori « cae se obtin prin rezolvarea

{ o%n  (2k+ )7

inecuatiei sin(p + 1)a = 0, unde p € N, adicd o € |J }, unde p € N, p

wez [ P+17 p+1
fixat. )
2 2 1
Cum « € [0,27), rezultd o € [0, 27) N { U {ﬁ,u} ‘ n e N} =
ez [P+1 p+1
:{07 71' }U{ 27 7 3r }U...U{QPW,QPJFI)W}:A.
p+1 p+1 p+1 p+1" p+1

Notdm argz = o € A, iar Argz ={a+2ir |a € A, | € Z}.
In concluzie, numerele complexe z care satisfac inegalitatea ceruta, sunt numerele de

. . p o[ 24 (2j+1)7r}
forma z = cos B+isin B, unde B € {a+2n |l € Z a € A}, iar A = , —,
Bisin 8, unde § € o+ 207 | hima= (|20 G

p € N, unde n = 2p.

261. Dacd (an)n>1 este un gir de numere reale strict pozitive astfel incdt
lim (ant1 —an) = a € R, sd se calculeze
oo

e mnl an
lim |Iln— -
i (no e 30 0)

unde m € N* gi v = 0,577216 . .. este constanta lui Euler.
Dumitru Batinetu-Giurgiu

Solutia autorului. Mai intai facem observatia ca:
. an . An41 — An .
Lt S i G A (e e = e O

2) lim (n:(yn —7)) = lim ’ynl—’y = lim ’Yniu—’y? = lim ’1Yn %Lf'l =
n n+l n n n+l
= lim ((yn —Yn+1) -n-(n+1)) = lim ((’Yn_’Yn-&-l) n ) =

. 2
o LY ey L AR
_nlirrgo(<ln(n+1) Inn n—l—l) n>_nlirrgo((ln(l+n) n—|—1> n)_
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. x 1\ _ . (z+1)-In(l+=x)—
_5%((ln(l+x)_x+l).ﬁ)_i% z2-(1+x)

zER
In(l+z)+1-1 lim In(1+ ) = %Alne:l (2)

= lim
z—0 2x
Rezulta atunci ca

lim
n—o0
S0 n-(ymn —7)

= lim <(1+7m.n77)7mi—7) _

n—oo

mnl an ‘ .
k=1

n—oo

n— oo

an
—e lim 7 hm (n (Ymn=7)) _ ea»ﬂli_}rnx(n('ymnf'y)).

3)

Avem, deci, de calculat:

Jim (0 (ymn =) - (4)
1
Metoda 1. Am demonstrat mai sus c&: lim (n- (v, —7)) = 3 gl atunci rezultd ci:
lm (n (Ymn — 7)) = — - lm (m -7+ (Ymn — 7)) = oo (5)
n—oo Ymn 7)) = m mn—oo Tmn 7= 2m’

Metoda 2. Conform inegalitatii lui Young, avem inegalitatile:

1
S (oo L 1) — 1 - N*
Q(m n+1 Zk nmn)<2mn,Vn€ PEN
I < — ! ,Vn e N* &
m 1
24(m.n+1)<n(7mn ’Y)<—2m’ n e ,
de unde, prin trecerea la limita cu n — oo, rezulta ca:
1 1 )
S < nhm (n- (ymn —7)) < 5 adica nhi‘io (0 (Ymn — 7)) = .

Relatiile (3) si (5) ne dau

€ <A 1 1
lim | In— + E - — — % 7m — g2m .
n—o0 mn £~ k

Observatie. Daca m = 1 gi an = n, atunci @ = 1 gi obtinem lim (1+y, — )" =
n—o0

e = Ve, adicd problema 23928 din G.M.-B nr. 5-6/1998 propusi de Dumitru Bdtinefu-
Giurgiu, care este aceeasi cu problema 182 din G.M.-A, nr. 3/2004, propusd de Mihdly
Bencze.

Nota redactiei. Solutii corecte ale problemei au mai trimis §i domnii Nicusor
Minculete de la Universitatea Crestina Dimitrie Cantemir din Bragov si Marius Olteanu de
la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior “ din Ramnicu-Valcea.

262. Fie
X:( b > € Mx(C).

vow

X" — 2
T\ vn wn

Pentru orice n € N, notam
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$t fiea =t+ w, b = tw — uwv urma, respectiv determinantul matricei X. Sa se arate cd
urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:
i) Sirurile (tn)n>1, (Un)n>1, (Vn)n>1, (Wn)n>1 sunt toate convergente.
ii) Are loc una dintre situatiile
e X = I, (matricea unitate de ordinul al doilea);
ea=>b+1 gi b este un numar de modul mai mic ca 1;
o lal® +]a® —4b] <2 (]p? +1) < 4.
Marian Tetiva

Solutia autorului. Avem nevoie de urmatoarele doua rezultate:

Lema 1. Fie z un numdr complex. Sirul (2™)n > 1 este convergent dacd si numai
dacd |z| < 1 sau z = 1.

Demonstratie. Una din implicatii este banala, aga ca vom trece direct la demon-
strarea faptului c&, daci giml (2")n > 1 este convergent, atunci |z| < 1 sau z = 1.

In primul rand, din convergenta sirului considerat rezulti convergenta sirului mo-
dulelor, (]z"|)n > 1 care implica |z| < 1. Ne mai raméne de demonstrat (aceasta fiind
partea cea mai grea) ci, dacd (z™)n > 1 converge si |z| = 1, atunci z = 1. Putem considera
z = cosa + isin @, pentru un anume « € [0, 27), deci

z" =cosna +isinna, Vn > 1.

Convergenta sirului implica, dupa cum este bine gtiut, convergenta sirurilor partilor
reale si partilor imaginare ale termenilor séi; adic trebuie sa fie convergente sirurile (n)n>1
$i (yn)n>1 definite prin

Tn = cCOSNQ, Y, =sinna, Vn > 1.

S& notdm cu x, respectiv y limitele acestor siruri (care trebuie si fie numere reale).

Cu formulele trigonometrice bine cunoscute obtinem

Yn+1 = YnCOSQ + Tpsina, Vn > 1,
iar prin trecere la limita in aceste relatii gasim
{ z(1 —cosa) +ysina =0
zsina —y(1 — cosa) = 0.
Pe de alta parte,
:vi +y,21 = cos® na + sin’ na = 1, Vn>1,

deci, prin trecere la limitd pentru n — oo, avem z2 + y2 = 1, egalitate care ne spune ci
si ¥y nu pot fi ambele nule; atunci sistemul omogen de mai sus are solutii nenule, deci are
determinantul nul. Acesta Inseamna ca

(1 —cosa)’ +sin®a=0=cosa=1si sina=0,

deci am obtinut concluzia z = 1.

Lema 2. Fie a, b numere compleze si z1, zo rdddicinile ecuatiei 2> —az +b = 0
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

) |z1] <1 gt |22] < 1;

B) lal® +]a® — 4b] < 2 ([b]* +1) < 4.

Demonstratie. Pentru doua numere reale r1 si r2, relatiile r1 < 1 gi 72 < 1 sunt,
evident echivalente cu 71 —1 < 0 si 72 — 1 < 0, prin urmare cu

(r171)+(r271)<0 si (rlfl)(r271)>0,
in cele din urma, se obtine echivalenta

r1<lsi re<leri+re<2si ri4+re<rire+1.
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Pentru implicatia « = 8 fie r1 = |z1| < 1 si r2 = |22 < 1; conform observatiilor
anterioare avem:
ri4+re<2 g ri+re<rire+1.
Cum r; > 0 si 72 > 0, putem ridica la patrat a doua relatie pentru a obtine:

rPAri<rira+1=2 (|z1|2 + |22|2) <2 (|zl|2 |,22|2 + 1) =

= |Z1 + 22|2 + |2’1 — 22|2 <2 (|2122|2 =+ 1) .
Avem z1 + 22 = a si z122 = b. De asemenea, dacid a este « este un numar complex
astfel incat o = a? — 4b, atunci radicinile ecuatiei 22 — az + b = 0 sunt date de:
a+« _a—«

2 0 T T

z21 = = 21 — 22 = Q,
astfel ca relatia obtinuta devine
la|* + |af* <2(|b] + 1) = |a|* + |a® —4b] < 2 (] + 1)
(deoarece |a|® = |a?| = |a® — 4b]). Mai avem si
b] = |z1]|22] < 1

de unde se obtine imediat si cea de-a doua relatie de la 3).

Reciproc, sd presupunem ci au loc inegalitatile 3), deci ci

la|? + |a® — 4b] < 2 (] +1) si |b] < 1.
Prima relatie se transforma ca mai sus in:
|21 + 2z2|® + |21 — 22* < 2 (|zl,22|2 +1) = |z’ + |22 < |z |22 + 1=
= (|za| + |Z2|)2 < (Jz1l |22 + 1) = |z1] + |22| < |21] - 22| + 1,
deoarece |z1| > 0 si |z2| > 0. Mai avem si
|21] - [22] = |21 - 22| = 0] <1,
deci se obtine si:
|21] 4 |z2] < |z1] - |22] +1 < 2.
Cum am vazut, dacd avem:
|21 +122] <2 st |z1] + |z2] <z1] - [22] + 1
rezulta:
|21] <1 si |z <1

si demonstratia este incheiata.

S& mai amintim, revenind la problema noastra, cd matricea X 1si verifica ecuatia
caracterisiticd (teorema Cayley-Hamilton), adica

X% —aX + bl = 0,

(I2 reprezintd matricea unitate de ordinul al doilea, iar Oz — matricea nula de acelasi ordin).
Prin inmultire cu X™ obtinem

X" g X" 4 X = Oy, Vn >0

(conventional, X? = I,), ceea ce ne spune ci fiecare dintre ginlrile (t5), <, (un),>1s (Un), 51
i (wn),~, verificd aceeasi relatie de recurenta

Tnt2 — GTnt+1 +bxn, =0, Vn > 1.

Atunci, notand cu T, U, V, W limitele acestor siruri (daci ele existd si sunt finite)
si trecand la limita in relatia de recurenta pentru fiecare din ele, obtinem

T—aT+0T'=U—-aU+bU =V —aV +bV =W —aW + bW = 0.
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Demonstram acum implicatia i)=-ii). Presupunem agadar ci pentru matricea X
girurile (tn),,~;, (Un),>1s (Un), > §i (Wn), -, definite in enunt sunt convergente (avind
limitele T, U, V, respectiv W). Rezulta si convergenta girurilor (an),,~; §i (bn),,~ definite
prin: - -

an = tn +w, = tr(X"),
respectiv:
by = tnwn — Unv, = det(X™),
pentru orice n € N* (limitele lor fiind, desigur, A=T+ W si B=TW — UV). Conform
unei bine cunoscute proprietati a determinantului avem:

det (X") = (det(X))" = b, =b", Vn >1;
folosind lema 1 rezulta atunci ca b este fie egal cu 1, fie un numar de modul mai mic ca 1.
Sa consideram intai ca b = 1. Relatia de recurenta verificata de oricare din cele patru
giruri este acum:
Tnt2 — GTpt+1 +Tn =0, VN > 1,
iar pentru cele patru limite avem
T—alT+T=U—-aU+U=V—-aV+V=W-aW+W=0=
=2-a)T=2-a)U=2-a)V=02-a)W=0.
De asemenea, avem:
tpnWn — UnUn = b = 1, Vn>1,
de unde decurge TW — UV = 1 (prin trecere la limitd), relatie ce ne spune ca T, U, V,
W nu pot fi toate nule. Atunci obligatoriu 2 —a = 0 = a = 2 i, printr-o inductie simpla,
obtinem:
Xn:IQ+n(X—[2)7 VTlZl
De aici, imediat gasim:
n=1+n(t—1), un =nu, v, =nv, wy, =1+ n(w—1),
pentru orice n € N*; este clar acum ca ipoteza de convergenta a sirurilor (tn),,~1, (Un),~1,
(Un),; > 8t (Wn), >, conducelat=1,u=0,v=0s w=1, adicd la X =1
Mai departe, sa presupunem ca b este un numar complex de modul mai mic ca 1.
Mai considersim si ridscinile z; si 2o ale ecuatiei 22 —ax +b = 0, adici valorile proprii
ale matricii X. Cum se stie, avem:
a=tr(X") =21+ 25, Vn>1

si, de asemenea 2122 = h, deci:
|21| . |22| = |b| < 1.

Aceasta inseamna ca macar unul din numerele z1, 22 are, si el, modulul mai mic ca
1. Daca, de exemplu, 21 este acela, atunci (27'),,~; este convergent (cu limita 0); pe de alta
parte si sirul urmelor matricilor X™ trebuie s fie convergent, adici este convergent girul
(21 + 25) 51 In consecinti va fi convergent si sirul cu termenul general:

zy = (21 +23) — 21,
deci (aplic&m iar lema 1) 22 ori este 1, ori are modulul mai mic ca 1.

Rezumam: am obtinut cd, in situatia |b| < 1, ambele radéacini ale ecuatiei caracteris-
tice au modulele mai mici ca 1, sau una dintre ele este de modul mai mic ca 1, iar cealalta
este egala cu 1.

In acest al doilea caz (|z1]) < 1 si 22 = 1) vom avea, evident b = z; implici |b| < 1
si a =z + 22 = b+ 1, deci a doua situatie de la ii).
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Daca in schimb, avem |z1] < 1 si |22] < 1, atunci, folosind lema 2, deducem c&
la|* + |a* — 4b| < 2 (|b|* + 1) < 4 si astfel am dat peste a treia situatie posibild in ii).
Ne-a mai rdmas doar sd demonstram implicatia ii)=- i). Pentru X = I> avem

X'=L=t,=w,=1, Un =v, =0, Vn>1

si convergenta celor patru siruri este clara.

Dacd X este o matrice cu a = tr(X) =det(X)+1=>b+1si |b] < 1, ea va avea una
din valorile proprii, adici rad&cinile ecuatiei 22 — (b4 1)z + b = 0) 1 si pe cealalts b (de
modul mai mic ca 1). Se verifici imediat c&, in acest caz:

1
xn:ﬁ[bn(A7]2)+b]2], VTLZL
ceea ce conduce la formule de tip
Tn :ch+d, Vn>1,

pentru (zn),~,, fiilnd oricare din cele patru siruri (tn),5;, (Un),>1s (Un),>; § (Wn),>;
(cu c si d constante, altele pentru fiecare sir in parte, toate se exprimé, desigur, in functie

de elementele matricii X). Cum lim b" = 0 convergenta celor patru siruri rezultd fard
n—o0

probleme.

In sfargit, a treia situatie implica, pe baza lemei 2, faptul ca solutiile z; si z2 ale
ecuatiei caracteristice a matricii X, 22 — ax + b = 0, sunt numere complexe de module
mai mici cu 1, Aceasta este, bineinteles, si ecuatia caracteristica e recurentei verificate de
fiecare din sirurile (tn),,~,, (Un), 51, (Un),>; 8t (Wn), >, Rezultd pentru termenul general
al oricdruia din aceste siruri (notat iarési, generic, cu z) o formuld de tipul

Ty =czy +dzy, VYn>1,

(dacd z1 # 22), sau
Tn = (c+nd)zl, VYn>1,
(dacd z1 = z2). Cum |z1| < 1 i |z2] < 1, avem
lim 27 = lim 25 =0 si lim nz{ =0,
n—o0 n—oo n—oo
de unde se obtine, iar cu usgurint, a, convergenta fieciruia din cele patru siruri (acum toate
au limita zero). Cu aceasta solutia problemei se incheie

Nota redactiei. O solutie corectd a problemei a dat gi domnul inginer Marius
Olteanu de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior “ din Ramnicu-
Valcea.

263. Fie G centrul de greutate al tetraedrului oarecare [ABCD] sir, R razele sferelor
inscrisd, respectiv circumscrisa acestuia. Se noteaza curi, T2, T3, T4 razele sferelor inscrise
tetraedrelor [GABC, [GABD), [GACD)] si respectiv [GBCD). Sa se arate cd:

1,1 1 1 R

a) —+ —+ — + — < =

1 T2 3 Ta r
r
R?’
8
c)ri+ra+rz+ry> 57

b) ri+re+r3+rae>16

Marius Olteanu

Solutie data de Nicusor Minculete de la Universitatea Crestind Dimitrie Cantemir,
Brasov.

Fie punctul M mijlocul laturilor [BC] si punctul N mijlocullaturii [C'D]. De aseme-
nea, consideram punctul G4 ca fiind centrul de greutate al triunghiului BC D, iar punctul
Gp ca fiind centrul de greutate al triunghiului ABC. Prin intersectia dreptelor AG 4 si
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AGp se obtine punctul G, adicd centrul de greutate al tetraedrului [ABC D] (vezi figura 1).
1 d(G,(BCD))  GGa

AG? = 4> prm urmare, avem relatia d(A,(BCD)) ~ AGa = i,

Se demonstreaza usor ca

ceea ce Inseamna ca:

Veeep = T
unde Vgpep este volumul tetraedrului [GBCD], iar V este volumul tetraedrului [ABCD].
In mod analog se arata ca:

Veacp =Veasp = Veasce = R
Daci S aria totald a tetraedrului [GBCD], iar ri raza sferei inscrise in tetraedrul

[GBCD], atunci avem relatia:

S17‘1 14
Vesep = 3 T
145
o 3V
Analog, se obtin relatiile:
1 49, 148y . 1 48,
2 3V rs 3V P T v

unde S este aria totald a tetraedrului [FACD], Ss aria totald a tetraedrului [GABD], S4
aria totald a tetraedrului [GABC].

Asadar:
4 4
1 4
Z — == Z S +2(Sepc + Saep + SeBp + Scas + Scap + Scac)].
mre Vi
Dar:

2(SeBc + Scep + Seep + Scas + Scap + Scac) =
= GB-GC-sin <BGC+GC-GD-sin <CGD+GB-GD-sin <BGD+GA-GB-sin < AGB+
+GA-GDsin xAGD + GA - GCsin xAGC < GB-GC + GC -GD +GB - GD+
+GA-GB+GA-GD+GA-GC <GA* + GB® + GC* + GD* =
- i (AB> + BC® + CD” + DA® + AC? + BD?) < 4R,

Prin urmare:

1 1 1 1 _ 4 5
7”_1+E+7”—3+_ 3—V(S+4R). (%)
Se cunoagte urmatoarea inegalitate:
8‘[ “R*>> S,
pe care o vom utiliza in relatia (x), de unde vom obtine:
16v3R* (2+ /3
Lyl 1ot (88, _ 16VBR® (24 V3) _
T rz2 rz re 3V 9V

- 16V3R* (2+V3)  R?

< _
72/3r3 3’
1,1 1, 1 R
— =+ =+ =<
1 ] 73 T4 ‘A
Am utilizat o altd inegalitate cunoscuta in tetraedru, si anume:

V > 835,

deci:
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Pentru a demonstra punctul b), vom intrebuinta inegalitatea de la punctul a) si
inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz, astfel:
1 1 1 1
(ri+7r2 473 +714) (—+—+—+—) > 16,
T T2 T3 T4
adica
RS
(T1+7“2+T3+7“4)r—3 > 16,
de unde rezulta ca:
3
R?
1
Pentru a demonstra punctul ¢) se observa c& Sgap = §SMAD’ iar, din inegalitatea
lui Steiner avem:

r1+r2+r3+1rs>16

S S
Smap < %,
deci Sp 1S
Sgap < %.
In mod analog se demonstreazs inegalititile urmatoare:
S S S S S S
Scec < M, Scep < u, Seep < M,
4 4 4
Sc+ S . Sp+ S
Sgap < % si Scac < %

Prin urmare, deducem ci;

4
Z Sk =5S42(Sasc + Scep + Saep + Sgas + Scap + Scac) <

58
2 )
k=1

ceea ce Inseamna ca:

4 4
Zrk:?’VZLZ 12V >4_Sr:§r
k=1

adica ceea ce trebuia demonstrat.
Observatie. Cum:

Sesc + Sacp + Seep > Spep = Sa, Sacp + Scac + Scap > Sacp = S,

SeBp + Scgap + Scga > Sap = Sc, Scac + Sgas + Sapc > Sapc = Sp,
rezulta ca

2(SaBc + Scep + Sep + Scas + Scap + Sgac) > S,

4 1 4 4
D Ty k=
k=1 k=1

4
=3V [S+2(Sesc + Saep + SaBp + Scas + Scgap + ScAC)| >

ceea ce Inseamna ca

deci

85 _ 8

3V 7
1 1 1 1 8

T Ty T3 T4 T
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ISTORIA MATEMATICII

George Isac
(1940-2009)

CORNELIU CONSTANTINESCUY)

George Isac s-a nascut la 1 aprilie 1940 in comuna Filipesti, judetul Braila. Tatal
lui era invatator si invalid din primul r&zboi mondial (isi pierduse o ménd), iar mama lui
era casnica. Din familie mai ficeau parte o sorad si un frate, ambii mai in varsta decéat el.
A avut parte de o copilarie fericita, pe care a evocat-o la batranete in nenumarate poezii,
pline de nostalgie, care se bucura de mult succes in Romania de astazi. Tatal lui l-a condus
in prima zi de scoald si pe drum i-a spus: doresc ca tu sa fi mereu primul in clasa ta.
Gica, cum 1i spuneam noi, prietenii, a interpretat aceasta dorintd a tatalui ca un ordin
si a fost intr-adevar primul in clasd de-a lungul intregii scoli primare. A ramas puternic
atagsat nu numai de satul lui natal, ci si de aceasta scoala, pe care a vizitat-o de mai multe
ori dupa revolutie si pentru care a infiintat o fundatie, care da un premiu in fiecare an
elevului cu cele mai bune performante la invatatura. Liceul l-a facut la Braila, la Colegiul
»Nicolae Balcescu“ in perioada 1954-1958, unde a avut parte de profesori deosebiti. Cel
mai mult s-a atagat de profesorul de limba romana, care 1i remarcase deosebitul lui talent
literar. Atéat el cat si profesorul respectiv considerau ca el va urma o cariera literara. Dar,
in acel timp, Romania se gasea sub cumplita teroare comunista si Gica isi didea seama
ca o astfel de cariera nu se poate face fara a face concesii morale majore, pe care el nu
era dispus sa le facd. Asa ca a luat hotararea dramaticad de a urma o alta cale si s-a decis
pentru matematica, spre marea deceptie a profesorului de limba roména, care a incercat
in fel si chip sa-1 convinga, , fara succes Insa, de a urma, totusi, o cariera literara. Tot la
Braila a cunoscut-o pe viitoarea lui sotie — Viorica, nascutd Georgescu —care i-a inspirat
nenumarate poezii de dragoste si de recunostinta. Casatoria a avut loc pe data de 8 mai
1965, iar din ea s-au néascut doi copii: Catdlin (1970) si Rozana (1974).

Dupa terminarea liceului s-a inscris la Facultatea de Matematica si Mecanica a Uni-
versitatii Bucuresti, unde s-a imprietenit cu un coleg de an, lon Ichim, caruia noi, prietenii,
ii spuneam Nelu. La teminare studiului in 1963 au devenit, ambii, asistenti la catedra de
analiza, al carei sef era profesorul Gheorghe Marinescu, pentru care Gicd a pastrat de-a
lungul intregii sale vieti cele mai calduroase sentimente si pentru care a inceput sa scrie,
in ultimul an al vietii, o biografie care, din pacate, a ramas neterminata. Ei au si colabo-
rat, de altfel, in matematica, publicaAnd impreuna cartea ,,Analiza pe corpuri ultrametrice“
(1976). Gica a fost angajat un timp (1963-1968) si ca cercetator la Centrul de Calcul al
Universitatii din Bucuresti, condus de Grigore Moisil. Impreuni cu Nelu s-au prezentat
intr-o zi la mine, intrebandu-ma daca asi fi dispus sa-i accept ca doctoranzi, ceea ce am
facut cu mare bucurie. Gica a ales ca tema de doctorat o problema din analiza functionala,
iar Nelu, una din teoria potentialului. Eu am parasit Romania in februarie 1972, moment
in care cele doua teze de doctorat erau avansate, dar neterminate. Oficial, conducerea
tezelor a fost preluata de Gheorghe Marinescu, dar, in practica, conducerea ei a fost facuta
de prietenul meu Aurel Cornea. Titlul de doctor a fost acordat in 1973.

Gica a fost de cateva ori (1974-1977), in calitate de profesor de matematics, la
»National University of Zaire”, Kinshasa, Zaire, si a luat hotararea de a utiliza o astfel
de calatorie pentru a parasi definitiv Romania. Inainte de a pleca, l-a vizitat pe Aurel
Cornea si i-a spus de intentia lui, ceea ce era o dovada de mare incredere in acea vreme, in
care intreaga tara era impanzita de informatori ai Securitatii. El a adaugat ca are intentia

D Bodenacherstr. 53 CH 8121 Benglen, e-mail: constant@math.ethz.ch
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de a-si lasa, pentru inceput, familia in Romania si de a o aduce mai tarziu la el. ,Esti
nebun?* i-a strigat Aurel, caci o familie In tard era o importantd sursa de santaj pentru
Securitate. Gica i-a explicat ca viitorul lui este nesigur si cd nu poate supune famila acestui
risc. Aurel s-a plimbat un timp ganditor prin camera, apoi s-a oprit brusc si i-a spus: ,,Uite
ce zic eu, Nene Gica: pleaca, ia-ti familia si dacd o sa-ti fie rdu, sa ma injuri pe mine.“
Gica i-a ascultat sfatul, si-a luat familia cu el si a facut o carierd stralucita in Canada,
asa ca nu a ajuns sa-l injure pe Aurel, ci i-a fost recunoscator pentru bunul sfat dat, de
a-gi lua familia cu el. In Canada a fost mai Inti profesor la ,,University of Sherbrooke”
(1977-1978), iar apoi la ,,College Militaire Royal, Saint Jean, Québec* si la ,,Royal Military
College, Kingstone, Ontario“.

Inc# din Romania el a inceput sa se intereseze de matematica aplicata, unde el isi
putea utiliza cunogtintele lui de analiza functionald gi a si tinut cursuri In Romania in
aceasta directie. In Canada el a evoluat spectaculos in acest domeniu, ocupandu-se de
probleme de complementaritate si teoreme de punct fix, cu aplicatii la teoria deciziilor,
teoria jocurilor, optimul Pareto, analiza neliniara gi alte domenii. Multe notiuni, astazi
curente in aceste domenii, au fost introduse de el, ca de exemplu conurile nucleare. A
publicat in timpul vietii 176 de lucrari matematice, dintre care 11 carti, foarte multe
in colaborare, care au fost citate pana in prezent in 664 de publicatii de catre 266 de
autori! Comunitatea matematica i-a remarcat realizarile, a fost invitat si a participat
la nenumarate colocvii matematice, a tinut foarte multe conferinte si sprjinea si diferite
periodice matematice In activitatea lor. A primit gi premii matematice, din care mentionez
premiul ,Spiru Haret“ acordat de Academia Roména in 2003. Consiliul Facultatii de
Matematica al Universitatii Babes-Bolyai din Cluj-Napoca a aprobat propunerea de a i se
acorda titlul de ,Doctor Honoris Causa“, dar decesul (24.2.2009) a intervenit inainte ca
aceasta propunere sa treaca prin Senatul Universitatii.

Nu se poate vorbi de George Isac fara a spune ceva despre poeziile lui, o componenta
importanta a personalitati lui. Aceasta activitate a Inceput-o destul de tarziu, probabil
din cauza vietii agitate pe care a dus-o si a preocuparilor matematice, care nu-i lasau nici
timpul si nici linigtea sufleteasca necesara pentru poezie. Dar el a dus tot timpul cu sine
un fel de arhiva poetica, care, cand i-a venit timpul, s-a revarsat tumultuos, producand
un numar impresionant de sapte volume in perioada 1999-2008, un al optulea urmand
sa apara postum. Dominante in aceste poezii sunt nostalgiile copilariei gi ale tineretii.
Satul natal, cu traditiile mogtenite din strabuni, apare in ele viu, cu culorile gi parfumurile
specifice anotimpurilor, cu flori, pasari si gaze, cu rau, cimitir, lanuri, vii, coline si paduri,
cu preocuparile obignuite ale copilariei, ca, de exemplu, culegerea florilor, primavara, sau
saniugul, iarna. Foarte multe poezii sunt dedicate casei parintesti, cu bogata ei gradina, in
care mama joaca un rol central. Dar tot dominante trebuie considerate si temele filozofice
legate de problema vietii si a mortii, influentat fiind de filozofiile orientale vechi, pe care
le-a studiat. Fiind o fiinta religioasa, se avanta in problematica vietii de apoi, incercand,
cu metafore poetice, sa ne trezeasca fiorul absolutului. Nu lipsesc din aceste poezii nici
sfaturile moralizatoare adresate cititorilor, de a nu acorda o importanta prea mare lucrurilor
superficiale, ci de a se concentra pe aspectele profunde ale vietii. Exista si o critica aspra in
poeziile lui adresate societatii actuale, in care vede, pe buna dreptate, tot felul de fenomene
de decadenta.

Greaua boala l-a surprins in plina activitate, ceea ce a facut-o cu atat mai greu de
suportat. Avea tot felul de idei matematice in minte, vroia s scrie o carte de matematica,
scria la o biografie a lui Gheorghe Marinescu si intentiona sa scrie o carte cu amintiri
personale despre perioada comunista din Romania, pe care o cunosgtea nu numai din proprie
tragica experienta dar si din povestirile tatalui lui. Dar nu a fost s fie i nu pot decat sa
regret ca toate aceste opere s-au pierdut pentru noi toti. Prin cercetarea lui matematica,
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prin poeziile lui gi prin activitate lui didacticd George Isac a adus multa lumina in lume.
A fost o viata traita din plin, cu o roada bogata, aga cum apar holdele din satul lui natal
in poeziile lui. Colegiul ,Nicolae Balcescu“ din Braila a produs o lista impresionanta de
personalitati marcante in stiinta si in arta, lista care va fi lungitd acuma cu un nou nume,
care a activat atat In gtiinta cat si in arta.

Acei mari dascali pe care nu trebuie sa-i uitam

ANDREI VERNEScUD 2

Au existat cativa mari profesori de matematica de liceu, pe care nu trebuie sa-i
uitam.

De reguld, ei nu sunt inclusi in cirtile roméanesti de istoria matematicii (avem in
vedere, in special, monumentala lucrare in trei volume a lui George St. Andonie, ,Istoria
Matematicii in Romania“, Editura Stiintificd, Bucuresti, 1965-1967), dar aceasta nu pentru
ca ar fi avut un orizont marginit, intrucat ne referim aici la oameni luminati, ci pentru ca,
prin insusi profilul activitatii profesorilor de liceu, ei nu sunt determinati in mod obligatoriu
sa faca gi cercetare stiintifica, sau, cum se spune, pentru a folosi o expresie administrativa
si pe care n-o indragesc in mod deosebit, cercetarea nu intra in ,fisa postului® !

In cartea sa, intitulatd ,Pour ’honneur de Uesprit humain®, (Hachette, Paris, 1987),
la pagina 17, binecunoscutul matematician francez Jean Dieudonné scria, pe drept cuvant:
» Un matematician este cineva care a publicat demonstratia a cel putin unei teoreme ne-
triviale”. Fiind intru totul de acord cu aceasta definitie gi, parafrazandu-l intr-o anumita
masura, am putea a spune cd: un mare profesor de liceu este acel profesor foarte
competent, care a ficut, la scoala (sau scolile) la care a predat, cel putin cateva
sute de lectii de neuitat! La care am adauga: cu atat mai mult, daca a fost posibil,
a avut si elevi medaliati la concursurile de matematica.

Spunand aceasta, ne referim, in primul rand, la calitatea stiintifica impecabila a
lectiilor, la claritate, ordine, coerenta, viziune de ansamblu, eleganta, accesibilitatea trans-
miterii gi, nu In ultimul rand, la pasiunea gi caldura umana transmisa, sau, cum se mai
spune, la sufletul pe care profesorul l-a pus in lectiile sale. Desigur, ne referim si la suc-
cesele obtinute ! Desi, poate ca, totusi, opera ziditoare, temeinica, aparent modesta, a
profesorilor, de cele mai multe ori ,,neoferind satisfactii zgomotoase“ este mai importanta
nu atat prin unele performante de varf, e drept foarte imbucuratoare, atunci cand exista,
ci, mai ales, prin ceea ce aduce ea peren, in construirea personalitatii tinerilor, deci in
edificarea, generatie cu generatie, a natiunii! (expresia ,neoferind satisfactii zgomotoase“ a
fost preluata din prefata la volumul intai din neuitatul tratat de Analiza matematica in trei
volume, al marelui nostru savant si profesor Miron Nicolescu, aparut la Editura Tehnica,
in 1957).

Si acum, cd am precizat ceea ce credem ca ar trebui sa se Inteleaga prin mare dascal,
sa trecem, aga cum se obignuieste in cadrul discursului matematic, la prezentarea catorva
exemple remarcabile. Unele sunt deja clasicizate: Ilon Banciu a fost un mare profesor,
despre care fostul sau elev Dan Barbilian nota:

yPentru mine, care am imbratisat matematicile, Banciu a fost (...) maistrul, omul
care m-a format, de la care am tnvdtat esentialul. (...) Banciu mi-a trecut simiul lui de
rigoare, mi-a sadit afectul matematic, emotia in fata frumusetii unei teoreme gi patima

DUniversitatea Valahia din Targoviste
2) Conferinti sustinuti la a 35-a Sesiune de comuniciri metodico-stiintifice a profesorilor
de matematicd din Judetul Prahova, Sinaia, 15 noiembrie 2008, text abreviat. (N. R.)
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cercetarii, fard de care nu poti fi matematician.” (Ion Barbu, Versuri gi prozd, Editura
Minerva, Bucuresti, 1970, pag. 279).

Un alt exemplu: pe cand avea circa zece ani, Dumitru V. Ionescu a ramas orfan
de tata; dupa catva timp mama lui s-a recasatorit cu profesorul de matematicd Gheorghe
Nicolaevici. Acesta, afland Intr-o buna zi cad fiul sdu vitreg a obtinut o notd maxima la
geometrie doar pentru ca reprodusese perfect lectia, i-a oferit cateva lectii de geometrie,
cu continut bine ales. (Am folosit informatiile din cartea citatd anterior, a lui George St.
Andonie, vol. 1II, pag. 110). Aceste lectii au fost suficiente pentru a declanga plicerea
si pasiunea pentru matematici, care aveau sa duca la afirmarea viitorului matematician si
mare profesor de la Universitatea din Cluj. Astfel, prin consecinta benefica a acestui inspirat
demers, Gheorghe Nicolaevici a constituit un alt exemplu clasicizat de mare profesor de
liceu.

Profesorul Ascaniu Crisan, care a fost o vreme i director al liceului ,,Moise Nicoara“
din Arad, a incurajat in domeniul matematicii pe fostii sdi elevi Tiberiu Popoviciu i Caius
Iacob, deveniti academicieni, iar doua decenii mai tarziu, pe Dimitrie D. Stancu si ITvan
Singer, de asemenea, deveniti academicieni.

Profesoara Silvia Creangd a incurajat in domeniul matematicii pe fosta sa eleva
Cabiria Andreian, viitoarea mare matematiciand i membra a Academiei, prima femeie
conferentiar si, respectiv, profesor universitar la Universitatea din Bucuresti.

Profesorul Gheorghe Dumitrescu, nu numai ca a fost un ilustru autor de manuale,
dar a fost si unul dintre cei mai remarcabili dascali de matematica; intamplator l-am vazut
o datéa, cand eram copil, dar nu la catedra, ci intr-o familie de prieteni ai parintilor mei;
imi amintesc de parca ar fi fost ieri, ca radia o aura de echilibru si bunatate. Despre dénsul
va poate vorbi mult mai detaliat fostul sdu elev, distinsul nostru invitat si decan de varsta,
aici prezent, domnul profesor Alexandru Popescu-Zorica. L-a cunoscut bine gi au ramas in
relatii de prietenie tot restul vietii dascalului. Domnia sa Imi relata ca Ghita Dumitrescu,
dupa cum i se mai zicea, a murit in noiembrie 1968, deci exact acum 40 de ani; l-a vizitat
cu putin inainte de deces; este inmormantat la cimitirul ,,Sfanta Vineri“ din Bucuresti.

Apropiindu-ne mai mult de ziua de astdzi, vom spune ci neuitati rAiméan profesorii
Ion Grigore si Fugen Onofras de la Ploiesti, profesorul Mihai Cocuz de la lasi, profe-
sorul Constantin Bors de la Piatra Neamt, profesoara Mariana Stefanescu de la Campina,
profesorul Gheorghe Popescu de la Lugoj, precum si multi altii .. ..

O mentiune speciala ag dori sa o fac despre profesorul de la liceul ,Ion Luca Cara-
giale“ din Bucuresti, Cristofor Gaidargi, caruia am avut norocul sa-i fiu elev, un mare pro-
fesor, in sensul riguros al conceptiei enuntate la inceputul acestei evocari. Toti cei care au
avut norocul sa-1 aiba profesor intr-o perioada care se intinde pe circa cinci-gase ani inainte
sa-1 fi avut eu profesor si tot cam atat dupa, daca ii veti intreba, va vor raspunde acelasi lu-
cru: profesorul Gaidargi a fost cel mai mare profesor de matematica din epoca, la acel liceu.
Din nou apelez la tezaurul de memorie din care imi impartasea domnul profesor Alexandru
Popescu-Zorica: domnia sa a ramas cu o foarte frumoasa impresie de la inspectia de grad
pe care i-a ficut-o, ca lector al I.C.P.P.D., profesorului Gaidarg:! (Initialele mentionate
desemnau Institutul Central pentru Perfectionarea Pregatirii Didactice. Institutul a fost
desfiintat abuziv la sfarsitul anilor 70).

Pe profesoara Florica Ionescu de la liceul (azi Colegiul National) ,Mihai Viteazul“
din Bucuresti, sotia profesorului universitar de matematicd Haralambie P. Ionescu, fost
prodecan la Facultatea T.C.M., din Politehnica bucuresteana, am cunoscut-o in cancelarie
pe cand eram stagiar, iar dansa se apropia de pensie. A fost, de asemenea, o mare profesoara
de matematica. Dar, mai mult, imi amintesc ce galerie impresionanta de profesori era acolo,
si la alte materii! Multi cu studiile efectuate in perioada interbelica!

Intentionat gi nu numai datorita cronologiei, l-am lasat la sfarsit pe unul dintre cei
mai de suflet oameni ai profesiei noastre, fara de care, poate, nu am fi reuniti acum aici,
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in aceastd frumoasa dimineata de toamna si in acest cadru geografic minunat! V-ati dat
seama, desigur, ca este vorba de neuitatul profesor Adrian P. Ghioca. Un mare profesor! A
dedicat toate fortele sale unui singur scop, anume, unuia nobil: acela al predarii matematicii
si al atragerii tinerilor catre gtiinta noastra. ... Dupa cum incepusem sa spun, cd ne aflam
aici gratie lui, a avut si o opera institutionala: a creat si a facut traditie din aceste atat de
reusite sesiuni de comunicari metodico-gtiintifice ale profesorilor de matematica din judetul
Prahova; fara efortul sdu sustinut si constructiv, poate ca nu s-ar fi realizat atat de multe,
neintrerupte gi reugite editii! Iar acum suntem absolut siguri ci ele vor continua! Adrian
P. Ghioca a fost si coautor, in colectivul coordonat de profesorul universitar Ion D. Ion,
pentru alcatuirea unui manual de algebra de clasa a 12-a. Din acest colectiv a facut parte si
profesorul doctor Neculai I. Neditd, aici prezent, bunul meu coleg de cancelarie de la liceul
de informaticd din Bucuresti (de vreo zece ani Colegiul National ,, Tudor Vianu“), pe care
l-am gasit acolo, in 1990, cand m-am transferat, cu regret, dar pentru o drastica apropiere
de domiciliu, de la indragitul liceu ,Mihai Viteazul“. Manualul de algebra de clasa a 12-a,
mentionat, a fost foarte cunoscut, iar dupa el au invatat multe generatii de elevi!

Enumerarea facuta este, fara indoiald, incompleta, din necunoastere sau, poate, si din
neaducere aminte, caz in care va rog si ma scuzati! Pe de o parte, din ea au lipsit deliberat
universitari, cat gi profesori de liceu care si-au continuat cariera in universitate (astfel nu
i-am inclus pe Nicolae Abramescu, Nicolae N. Mihdileanu, Fugen Russu, Abraham Hollin-
gher, Cezar Cosnita, Gheorghe D. Simionescu i altii, care au avut frumoase realizari si
in invatamantul liceal, printre altele, si prin scrierea unor reusite carti destinate acestui
invatdmant). Totodatd, la alcatuirea acestei enumerari de mari profesori de liceu, dupa cum
ma decisesem inca de la inceput, m-am referit numai la persoane decedate. Toti acestia,
cat si cei din ultima enumerare, au fost profund atasati matematicii roméanegti, fiind, la
vremea lor, si membri S.S.M.R.

Acesti profesori au facut mari eforturi pentru a infatisa disciplina noastra, matema-
tica, sub o forma cat mai interesanta, mai prietenoasa, mai calda. Aceasta, deoarece, din
pacate, o fatada rebarbativa a contactului elevilor cu matematica persista de multa vreme
.... In discursul siiu de receptie la Academia Romani (publicat in G.M.-A, vol. 31 (105)
2008), academicianul Solomon Marcus prezenta, cu multd dreptate si profunda cunoastere,
esentialul situatiei privitoare la egsecul educatiei matematice, existent de multa vreme si in
numeroase tari.

»Recunoscuta ca unealta uneori utila, matematica era inca departe de a fi si un fapt de
cultura. Ciocanul este gi el o unealtd utila; devine, prin aceasta, cultura? Educatia primita
in gcoald gi, uneori, si cea de la facultate nu prea lasa loc sa se vadd cd in matematica eristd
$i idei, istorie, conflicte, interactiuni cu alte discipline, dileme privind formarea conceptelor
st alegerea problemelor. Din variatele moduri de gandire matematicd (inductivd, deductivd,
abductiva, triadica, binara, analogica, metaforicd, ipoteticd, infinita, combinatoricad, pro-
babilista, recursivd, topologicd, algoritmicd, imaginativd etc.), inzestrate cu puterea de a
functiona si in afara matematicii, practic avand o razd universald de actiune, scoala nu
se raporteazd decat la deductie si combinare, uitand ca modalitatea deductivd este numai
haina in care matematica se prezinta in lume, nu si substanta ei. Metabolismul matemati-
cii cu celelalte discipline scolare este foarte slab. Asa se ajunge la situafia actuald, in care
elevi gi parinti protesteazda impotriva prezentei matematicii in programele scolare ale unor
elevi care nu-sit propun sa devind matematicieni. Intelectualii ajungi la varsta evocarilor
nostalgice au rareori amintiri semnificative despre orele de matematica. Dacd acceptam
drept culturd ce ifi ramane dupa ce ai witat tot, atunci trebuie sa acceptam o realitate crudad:
cer mai mulft oameni nu se aleg aproape cu nimic din matematica scolara. Destui raman
marcatt pe viatd de spaima examenelor de matematica. Dar daca mergem la sursa acestei
situatii, atunci vom identifica o complicitate, e drept, neintentionatd, intre matematiciens,
factorii de putere din societate gi birocratia Tnvatamantului. FEste educatia matematica,
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prin natura ei, destinata unei elite 7 Sunt mulli cei care dau un rdspuns afirmativ acestei
intrebari. Nu md numar printre ei. Fapt este cd se ajunge la ceea ce francezii numesc
»mathématiques, recettes de cuisine* iar americanii, in mod similar, ,,cook book mathema-
tics“. Din aceasta ,monstruoasd coalitie“ rezulta caricatura de educafie matematica pe care
incercam s-o depagim

Cred ca nu gresesc daca afirm ca marii profesori, despre care vorbeam, cat si unii pe
care nu i-am mentionat, cum spuneam, din necunoastere sau neaducere aminte, au luptat
cu mijloacele pe care le-au avut la dispozitie (de multe ori foarte modeste) tocmai impotriva
acestei strambatati si uratenii cu care se infatiseazd matematica scolard. Au dus aceasta
lupta in conditii politice de multe ori vitrege, sub mai multe dictaturi, trebuind sa infrunte
(mécar indirect) brutalitatea diriguitorilor totalitari, obtuzitatea majoritatii birocratiei din
invatamant, conditii materiale dificile si programe scolare de matematica de multe ori ilogice
gi profund defectuoase. Lupta inutild, dinainte pierduta, ca a lui Don Quijote cu morile
de vant? Noi consideram ca nu! Acele mijloace modeste, de care vorbeam anterior, reduse
de multe ori numai la puterea cuvantului si a exemplului personal, parca ne amintesc de
intrebarea batjocoritoare, dar, poate, premonitor ingrijorata a lui Stalin ,Cate divizii are
Papa de la Roma?“ Noi consideram ca, si numai cu acele mijloace modeste pe care le-
au avut la dispozitie, marii profesori au avut puterea ca, in mijlocul unei lumi mult prea
prozaice, mult prea orientate numai spre valorile materiale (iar azi si spre cele consumiste!),
sa tind aprinsa faclia iluminarii prin cultura, sa tina treaza dragostea de invatatura si, in
particular, de Invatare a matematicii, care, cu puterile sale ,magice“ de formare a gandirii,
logicii, rigorii, de cultivare a spiritului creator, si nu in cele din urma a gustului pentru
simetrie, pentru estetic, poate fi atdt de importanta! Tocmai pentru ca au facut lectii de
neuitat, acesti mari profesori, au reusit, in primul rand sa depageasca duritatea contactului
tinerilor cu matematica, iar apoi, dimpotriva, au facut, pentru multi tineri, acest contact
pasionant!

Astfel, acesti mari profesori au luptat pentru un scop nobil. Dar ei au mai ilus-
trat ceva, au desfagurat prin munca lor si prin puterea exemplului personal, o superba si
generoasa pledoarie despre inaltimea eticd a profesiunii de profesor!

Pentru a sintetiza cel mai bine aceasta pledoarie, sa-mi fie ingaduit a cita din cuvantul
rostit de bunul meu prieten, profesorul doctor Dorel Duca de la Universitatea Babes-Bolyai,
la a 22-a editie a conferintei ,Didactica Matemeticii“, Oradea, 6 mai 2006, cand au fost
sarbatoriti profesorii Almei Mater Napocensis, acad. Petru T. Mocanu, fost Presedinte
al S.S.M.R., prof. dr. Gheorghe Coman gi prof. dr. IToan A. Rus. Aceste cuvinte m-au
impresionat mult. Citez:

»Meseria de educator este o mare i frumoasa profesiune care nu seamdnd cu nicio
alta, o meserie, care nu se paraseste seara o datd cu hainele de lucru. O meserie aspra $i
placuta, umild gi mandra, exigentd si liberd, o meserie in care pregdtirea exceptionald este
abia satisfacatoare, o meserie care epuizeaza $i invioreazd, care te dispretuieste si exaltd,
0 meserie in care a $ti nu inseamnd nimic fard emotie, in care dragostea este sterila fard
forta spirituald, o meserie cand apasdtoare, cand implacabild, cand ingratd, cand plind de
farmec.“ (Textul este publicat integral in revista anuald ,, Didactica Matematicii“ si, partial,
dar incluzand citatul anterior, in G.M.-A, vol 29 (103), 2006).

Marii profesori au ilustrat cu plenitudine aceasta meserie ! ,,Ceea ce era de demon-
strat !¢

Le pastram, cu afectiune, respect gi recunostinta, luminoasd amintire !
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MANIFESTARI STIINTIFICE

Elevi din Romania la EUROMATH 2009

ROMEO ZAMFIRY gi VASILE BERINDE?

In perioada 5-8 februarie 2009 s-a desfagurat la Nicosia, in Cipru, prima editie a seriei
de conferinte de matematica pentru elevi, European Student Conference in Mathema-
tics — Creativity an Innovation from early age (EUROMATH 2009). Conferinta a fost
organizata de Societatea de Stiinte Matematice din Cipru in cooperare cu Societatea Euro-
peana de Matematica, Universitatea din Nicosia, Ministerul Educatiei din Cipru, Fundatia
Thales din Cipru si la ea au participat 100 elevi din 7 tari care au prezentat in progra-
mul stiintific 35 de lucrari astfel: Cipru (19 lucrari, avand ca autori 71 elevi), Bulgaria (3
lucrari, 4 elevi), Italia (2 lucréiri, 7 elevi), USA (2 lucrari, 3 elevi), Finlanda (1 lucrare, 1
elev), Cehia (3 lucrari, 8 elevi) si Romania (5 lucréri, 6 elevi).

Romaénia a fost reprezentata la EUROMATH 2009 de 6 elevi din care 4 elevi de
la Colegiul National ,Vasile Alecandri® din Galati: Iris Mara Mergeanu, Diana-Maria
Bogneaga, Andreea Maria Radu si Adina Dobrota insotiti de profesorul Romeo Zamfir si de
2 elevi din Baia Mare: Viad Cristian Crigsan (Colegiul National ,,V. Lucaciu“ Baia Mare)
si Andrei Bancos (Colegiul National ,Gh. Sincai“ Baia Mare), insotiti de profesorul Vasile
Berinde.

Acestia au prezentat la EUROMATH 2009 urmatoarele comunicari:

1. Iris-Mara Mergeanu, Diana-Maria Bosneagd, Andreea Maria Radu (toate in clasa
a VII-a), ,Famous numbers*; Profesor indrumétor R. Zamfir.

2. Adina Dobrotd (clasa a X-a), ,,Geometrical Constructions With Compasses Only “;
Profesor indrumator R. Zamfir.

3. Dan Dandgild (clasa a IX-a), ,The Determination of Extreme Values for Differ-
ent Physical Sizes“ (Lucrarea a fost prezentatd in cadrul conferintei de Adina Dobrotd).
Profesori indrumatori R. Zamfir si Mihai Vasiliu.

4. Andrei Bancos (clasa a IX-a), ,,On some classes of functional inequalities®;

5. Vlad Cristian Crisan (clasa a X-a), ,The last two digits of the powers of integers
numbers “.

In cadrul EUROMATH 2009, prof. univ. dr. Vasile Berinde a prezentat o conferinta
plenara cu titlul ,,A royal way in mathematics: from problem solving activity to research
work“ (O cale regald in matematicd: de la rezolvarea de probleme la munca de cercetare).

EUROMATH 2009 s-a desfiasurat in silile de conferinte ale Hotelului Hilton din
Nicosia si pe langa lucrarile deosebit de interesante la care au putut asista elevii participanti
la conferinta, In programul manifestarii, au fost prevazute doua excursii si o cina de ramas
bun. Intr-una din excursii a fost vizitat orasul vechi Nicosia, unde mai poate fi vazuta
linia de demarcatie ce delimiteaza teritoriul statului Cipru ocupat de Turcia, ce trece chiar
prin centrul vechi al oragului Nicosia. In cealaltd excursie a fost vizitat castrul roman de
la Kourion precum gi o zona a litoralului din vecinatatea oragului Limassol. Petrecerea
de bun ramas a avut loc intr-o taverna greceasca unde am participat la o autentica seara
greceasca.

Urmatoarea editie a European Student Conference itn Mathematics — Cre-
ativity an Innovation from early age va avea loc in perioada 25-28 februarie 2010 in

DColegiul National ,Vasile Alecsandri“, Galati, str. Nicolae Balcescu, nr. 41, cod
800001, e-mail: romeozamfir@gmail.com
2 Universitatea de Nord din Baia Mare, e-mail: vasile_berinde@yahoo.com



A XII-A CONFERINTA ANUALA A S.S.M.R 171

Austria. Mai multe informatii despre EUROMATH 2009 si EUROMATH 2010 pot fi gasite
pe site-ul oficial al conferintei www.euromath.org.

DIN VIATA SOCIETATII

A XII-a Conferinta Anuala a
Societatii de Stiinte Matematice din Romania

Bacau, 16-18 octombrie 2008

Vineri 17 octombrie 2008, in Sala de Consiliu a Facultatii de Stiinte a Universitatii
din Bacau au fost deschise lucrarile celei de a XII-a Conferinte Anuale a Societatii de Stiinte
Matematice din Roméania de catre prof. dr. Radu Gologan, presedintele Societatii.

Organizata cu sprijinul nemijlocit al Filialei Bacdu a S.S.M.R. (presedinte lon Radu)
si al Facultatii de Stiinte a Universitatii din Bacdu (decan Mihai Tdlmaciu), Conferinta a
reunit cercetatori, profesori din invatamantul preunivesitar si universitar, invatatori, din
aproape toate zonele tarii. Au prezentat comuniciri gi trei cercetiatori din Rusia, Bulgaria
si Republica Moldova. La lucrarile Conferinteei a fost prezenti acad. Solomon Marcus si
acad. Radu Miron.

Academicienii Solomon Marcus si Radu Miron la lucrarile Conferintei

In plen au fost prezentate conferintele: ,,. A fi profesor de matematica*“ — Solomon
Marcus; ,Scurta prezentare a Societatii europene de matematica“ — Vasile Berinde,; ,, The
groups generated by permutational, binomials over F'p“— Nikolay Vasiliev; ,,Bounds of poli-
nomial roots“ — Doru Stefanescu; ,Proprietati ale punctului intermediar
din teoremele de medie ale analizei matematice“ — Dorel Duca; ,,O demonstratie a postu-
latului lui Bertrand“ — Marcel Tena; ,Profesorul de matematicd, o meserie pe cale de
disparitie;‘ — Liviu Ornea; ,Ecuatii diferentiale Fuzzy“ — Vasile Lupulescu.

S-au prezentat apoi lucriri pe sectiuni: Algebrd si Teoria Numerelor (5 lucréri),
Geometrie si Topologie (8 lucrari), Analizd matematicd, Calculul probabilitatilor, Statistica
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Matematicd (7 lucriri), Ecuatii diferentiale si Mecanicd (6 lucrari), Informaticd si Analiza
numerica (6 lucrari), Didactica Matematicii , 3 sectiuni (32 lucrari), Matematica in ciclul
primar (5 lucréri), Problem Solving (5 lucrari), Istoria Matematicii (15 lucrari).

La sectiunea Istoria Matematicii a fost comemorat centenarul nasterii profesorului
si matemticianului Nicolae Teodorescu, care a fost mai bine de un sfert de veac presedinele
Societatii.

A fost organizata si o vizitd la casa natald a lui Gheorghe Vranceanu, de la Valea
Hogii, com. Lipova, jud. Bacau, deocamdata singurul punct muzeal din tara dedicat unui
matematician.

La sfargitul Conferintei, organizatorii au oferit o cina colegiala.

Mircea Trifu

ERATA

1. In G.M.-A nr. 1/2009, la solutia problemei 258 (pp. 81-83), la pag. 83,
randul 2 de sus, in loc de:

b
109 = [ (-2 + ot = ) am

se va citi: ,
Jlab) = / (—2*+ (a+b)z — ab)nﬂ/2 dz.
a

Redactia



