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Abstract

This is the text of the Reception Speech, delivered by the author when received
at the Romanian Academy. It presents his lifelong conclusions about beeing a mathe-
matician and a teacher.
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A fi matematician

A te pretinde matematician este o cutezantd pe care putine persoane in
cunogtintad de cauza gi-o pot permite. Si-a permis-o Norbert Wiener, in titlul autobi-
ografiei sale, dupa ce comunitatea matematica internationald l-a recunoscut ca autor
al unor importante notiuni gi rezultate matematice gi ca un deschizator de drumuri.
Dar un alt autor, Paul R. Halmos, cu o foarte buna reputatie in matematica, insa
cu o clasd sub aceea a lui Wiener, a fost mai prudent i gi-a intitulat volumul siu de
memorii ,,I want to be a mathematician“ (Doresc si fiu matematician). Avem deci
in vedere pe matematician in ipostaza sa majord. Drumul citre aceasta tintd poate
fi o aventura care merita a fi relatata, chiar daca tinta nu este efectiv atinsa.

Surpriza

Atunci cand am devenit membru titular al acestui inalt for de culturd, am
dorit sa-mi prezint cat mai curand discursul de receptie. Dar am vrut si vid,
in prealabil, ce au spus in discursurile lor de receptie profesorii mei. Am cautat
deci discursurile prezentate de Simion Stoilow, Victor Vilcovici, Octav Onicescu,
Gheorghe Vranceanu, Miron Nicolescu, Gheorghe Demetrescu, Grigore C. Moisil,
Alexandru Ghika, Nicolae Teodorescu. Le-am ciutat gi pe cele ale colegilor lor din
alte centre universitare: Alezandru Myller, Octav Mayer, Mendel Haimovici, Tiberiu
Popoviciu, Gheorghe Calugareanu. Rezultatul acestei cdutari a fost dezamagitor:
niciunul dintre ei nu si-a prezentat un discurs de receptie. Faptul se explica, fara

1) Prezentul material constituie textul Discursului de Receptie rostit de acad. Solomon Marcus
la Academia Romana. (N. R.)
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indoiala, prin lipsa de libertate care a existat in Roménia atunci cind acegtia au fost
primiti in Academie. Dar, chiar aga stind lucrurile, ma simteam oarecum stingherit
si tot amanam discursul meu.

Pe vremea cand G. Titeica ii raspundea lui G. Enescu

M3 aflu acum intr-un moment in care orizontul meu temporal nu mai este
foarte generos gi de aceea m-am decis, dupa multe ezitdri, si ma prezint in fata
acestui for, cu o incercare de recapitulare a unei vieti care ma umple de mirare.

Daca profesorii mei nu gi-au tinut discursul de receptie, am mers la discursurile
profesorilor profesorilor mei, ale celor pe care-i consider un fel de bunici spirituali.
Surpriza nu a lipsit nici aici, dar ea a fost una plicutd, plind de semnificatii. In
acele vremuri, cultura romaneasca avea o anumitd unitate. Disciplinele nu erau inca
ferm constituite, iar dialogul lor era modul normal de existenti. Inginerului, matem-
aticianului gi pedagogului Petrache Poenaru, care-gi consacrase discursul de receptie
rostit in anul 1871 lui Gheorghe Lazdr gi scolii roméanegti, i-a raspuns scriitorul George
Sion. Fizicianului, chimistului §i matematicianului Emanoil Bacaloglu, care vorbise
la 1880 despre calendar, i-a rdspuns scriitorul si inginerul Ion Ghica. Discursului
despre Spiru Haret, rostit de Gheorghe Titeica in 1914, i-a raspuns fizicianul gi mete-
orologul Stefan C. Hepites. In 1933, compozitorul George Enescu isi prezintd discur-
sul despre scriitorul Tacob Negruzzi si despre intrarea muzicii la Academia Roména,
iar raspunsul este dat de matematicianul Gheorghe Titeica. In 1936, matematicianul
Dimitrie D. Pompeiu igi consacra discursul chimistului Petru Poni gi medicului Ioan
Cantacuzino, iar raspunsul este dat de un alt medic, Gheorghe Marinescu.

Putem recupera acest dialog al disciplinelor?

Frumoase vremuri! Iatd insd cd acum ne aflim intr-o perioada in care, din cu
totul alte motive decat cele care explica situatia din urméa cu o sutd ani, dialogul
disciplinelor se impune ca o necesitate majord. Ati vizut insd citad mirare a produs,
in urma cu cativa ani, raspunsul dat de un matematician la discursul rostit in aceasta
auld de un critic literar. Disciplinele au proliferat peste masura si uneori se uitd ca
valoarea lor culturald este datd gi de capacitatea lor comunicationald. Discursul
de receptie al unui matematician nu se adreseaza numai colegilor sdi de breasli, ci
intregii comunitati academice. Nu ascund cd am fost tentat de a invita pe un coleg
dintr-o altd sectie sd-mi dea raspunsul; dar a invins dorinta de a mi adresa cuiva
care este martor de multe decenii la itinerarul meu spiritual si care are la activul
sdu o remarcabild opera de creatie, in bund méasura interdisciplinara.

A cizut in desuetudine discursul de receptie?

Trebuie totusi sd ne intrebam dacad discursul de receptie, in forma sa tradi-
tionala, mai este actual. Dupad cum ar fi cazul sd ne intrebam de ce nu se mai
practica decat rareori lectia de deschidere la cursurile universitare. Am asistat, in
aceastd Academie, la splendide discursuri de receptie ale unor membri de onoare din
striinitate, in ciuda faptului cd pentru ei statutul nu prevede acest discurs. Cine
poate uita prezenta in aceastd aula a lingvistului Fugenio Cogeriu sau a scriitorului
Jean Lefévre D’Ormesson? Este mai important momentul titularizarii decat cel al

166



primirii in Academie? Daca raspunsul este negativ — gi poate cd acesta este cazul
— atunci n-ar trebui ca momentul primirii in Academie si fie gi cel al discursului de
receptie (cel putin pentru a fi consecventi cu denumirea acestui discurs)?

Singuratatea matematicii scolare

Rarele bucurii pe care mi le-a oferit matematica in adolescentd au venit nu
atat din viata gcolard propriu zisa, cat din ceea ce am putut afla in timpul meu liber.
Mult mai puternica s-a dovedit atunci atractia pentru literatura si pentru filozofie,
dar nu ca urmare a celor invatate la gcoala, ci prin lecturile de acasa, din cirti care nu
faceau parte din programa gcolard. Prima revelatie oferitd de matematicd am triit-o
abia la varsta bacalaureatului, cand am citit ceva despre geometriile neeuclidiene,
dar nu din cértile de scoala. Am realizat, pentru prima oara, frustrarea céreia ii cad
victima cei mai multi copii si adolescenti. Au trecut de atunci peste 60 de ani; in tot
acest timp, am urmarit evolutia matematicii scolare. Dincolo de unele ameliorari
locale gi temporare, la varsta de 11, 12, 13 ani se produce ruptura de pe urma cireia
cei mai multi elevi resping matematica gi o considerd un fel de pedeapsd. Amintin-
du-ne de ceea ce scria revizorul scolar Eminescu despre predarea matematicii in
gcoald gi de insemndrile lui Spiru Haret, putem conchide cd matematica scolara
tréieste, de un secol gi juméatate, intr-o nemeritata singuratate.

wFaceti tabula rasa din matematica scolara!*

Am optat, intr-un moment de mare derutd din toamna anului 1944, pentru
studiul matematicii. Chiar de la prima ord de curs, am primit de la Profesorul
Miron Nicolescu indemnul de a face tabula rasa din matematica gcolard. Desigur,
aceste cuvinte nu puteau fi luate ad litteram, dar sensul lor profund imi devenise
clar. Era o confirmare a impresiei la care ajunsesem la terminarea liceului: adevarata
matematicd nu este aceea din manualele gcolare, chiar daca unele cunogtinte ciapatate
din ele sunt utile. Era o constatare negativa. Dar lecturile privind geometriile
neeuclidiene si primele ore de curs cu Profesorul Miron Nicolescu, cel care avea
sd-mi devina mentor gi parinte spiritual, au fost primii pasi spre o intelegere a naturii
reale a matematicii. Initierea in analiza matematicad mi-a dezvaluit doud aspecte
esentiale ale ei: atentia acordatd proceselor cu o infinitate de etape si discrepanta
dintre ceea ce devine inteligibil prin matematica acestor procese gi ceea ce este vizibil,
perceptibil pe cale directd. Dar mi-am dat imediat seama ci aceste aspecte nu-mi
erau necunoscute. Unde le mai intalnisem? In poezia lumii, de la Eminescu, Arghezi,
Blaga si Barbu la Edgar Poe, Baudelaire, Mallarmé si Rimbaud. Poezia are acces la
infinitul existentei, la ,,comportamentul ei asimptotic’. In acelasi timp, intocmai ca
si matematica infinitului, poezia transgreseaza locul comun al existentei cotidiene,
pentru a ne pune in contact cu aspectele anti-intuitive, paradoxale, ale existentei.
In acest fel mi-am dat seama ci veneam spre matematici marcat fiind de lecturile
mele literare si filozofice.

Lecturile din anii ’50

Prima propunere a unei teme de cercetare, din partea Profesorului Miron
Nicolescu, nu m-a entuziasmat. Mi-a dat atunci un articol al lui G.P. Tolstov despre
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comportamentul derivatelor partiale ale unei functii de doud variabile si m-a invitat
sd-i fac o lectura criticad. Aga s-a nascut primul meu articol. Profesorul imi ghicise
preferinta pentru ceea ce se numea atunci patologia functiilor reale, un domeniu care
se nascuse in secolul al XIX-lea, ca urmare a nevoii de decantare gi aprofundare a
notiunilor de baza ale analizei matematice. Aceastd preocupare a capatat amploare
in secolul al XX-lea, prin Emile Borel, Henri Lebesgue, René Baire si Arnaud Denjoy
in Franta, prin gcoala poloneza a lui Waclaw Sierpinski, prin rusii N. Luzin, M. Suslin
si N. Bary si prin Dimitrie Pompeiu, Simion Stoilow, Alexandru Froda gi Miron
Nicolescu, in Romania. In anii ’50 ai secolului trecut, m-am aplecat cu atentie asupra
acestor cercetari gi am publicat cateva zeci de articole privind comportamentul anti-
intuitiv al multimilor si functiilor reale.

Interesul pentru multimile si functiile urate

Totul era un joc de agteptari frustrate, deoarece fapturile care faceau obiectul
cercetdrii nu admiteau o reprezentare vizuald. Cine se gndegte ca, atunci cand
traseaza o linie pe o foaie de héartie, impune liniei respective constrangeri severe,
cum ar fi obligatia de a avea o tangenta in fiecare punct (eventual, cu exceptia unui
numir finit de puncte) i necesitatea ca acea tangenti si varieze in mod continuu
(eventual, cu exceptia unui numir finit de puncte)? Dar si cuvantul ,continuu“
are in matematica o semnificatie mult mai generala decat corespondentul ei intuitiv.
Notiunea generald de curba are o inteligibilitate incomparabil mai vasta decat partea
ei vizibila. Intre inteligibil si vizibil se produce o tensiune care nu a scipat filozofilor si
cu atat mai putin unui filozof matematician ca René Thom: vedem numai continuul
(inteles ca ceea ce se opune discretului), dar intelegem numai finitul.

Nu au lipsit criticile care sustineau inutilitatea unor preocupari de acest fel.
Dar istoria nu le-a dat dreptate. Acele multimi si functii ,urate“ s-au dovedit a
fi precursoare ale obiectelor care aveau sa constituie punctul de plecare in geome-
tria fractald a naturii, propusd in anii '70 ai secolului trecut de Benoit Mandelbrot.
Obiectele fractale se afla peste tot in jurul nostru: norii si coastele oceanelor, fulgii
de zapada si migcarea browniana, fenomenele biologice si cele financiare, literatura
fractalad gi muzica fractala. Baudelaire si, pe urmele sale, Arghezi au introdus uratul
in poezie, parcd in intelegere cu autorii fractalilor.

Suntem suma reactiilor celorlalti

Trecerea de la studentie la predare gi cercetare a insemnat, in buna méasuri,
trecerea de la matematica din cursuri si manuale la aceea din monografii, tratate si,
mai ales, reviste de specialitate. Matematica vie, aceea care te introduce in labora-
torul de lucru al matematicianului, este numai aceea din reviste (cele de cercetare, nu
de popularizare). In revistele de data recents, gasesti rezultatul celor mai proaspete
framantari si cdutari ale cercetitorilor. Imi aduc aminte emotia cu care intram, in
anii '50 si 60 ai secolului trecut, in Biblioteca de Matematicd a Universitatii din
Bucuresti sau in aceea a Institutului de Matematicd al Academiei, avind mereu ca
prima intrebare: Ce noutiti ati mai primit? Dar gi placerea de a te cufunda in
lectura celor care, intr-un trecut mai mult sau mai putin indepartat, au fost chinuiti
de intrebari §i curiozitati asemanatoare celor de azi, ale tale, nu este de subapre-
ciat. Pastrez si acum zeci de caiete in care copiam fragmente din articole care ma

168



interesau; era o vreme in care, nu numai cd nu exista inca internetul, dar nici xe-
roxul nu aparuse iar procedeele mai rudimentare de copiat erau si ele un lux. Asa
mi s-a cristalizat caracterul de gtafeta al cercetarii. Pornegti de la probleme, idei si
rezultate ale altora, incerci sa faci un pas mai departe si, daca reusesti sau numai
crezi cid ai reugit, incerci si transmiti altora mesajul tdu. Astepti cu infrigurare
reactia lor, pentru a testa in acest fel coerenta, corectitudinea si interesul mesajului
respectiv si pentru a vedea in ce fel este, la randul sdu, dus mai departe. Asa cum
un parinte este interesat sa vada cum evolueazd propria-i odrasla, ca autor al unei
lucrari doresti sa urmaresti ecoul ei. Nu cumva tocmai in aceste reactii ale altora
se afld o sursa pretioasd pentru preocuparile tale ulterioare? Nu cumva tocmai in
acest dialog generalizat se afli esenta activititii de cercetare, a creatiei, in general?
Banuind ca raspunsul corect la aceste intrebiri este cel afirmativ, m-a preocupat, de
la primii pasi in cercetare, impactul activitatii mele. In masura in care l-am putut
urmari (intr-o vreme in care comunicarea cu lumea era dificild), l-am inregistrat cu
grija, iar cele peste o sutd de caiete care s-au acumulat in aceastd privinta fac parte
organicad din biografia mea intelectuald. Acum, internetul faciliteaza considerabil
urmirirea acestui aspect. Biografia noastra in domeniul creatiei culturale a devenit
in mare masura publica.

Anii 1956-1957: umanistica in haine noi

In 1956 apare articolul lingvistului Noam Chomsky privind trei modele mate-
matice de descriere lingvistica iar in 1957 apare cartea acestuia ,,Syntactic Struc-
tures”, in care modelul anterior este detaliat gi explicat pe indelete. Pe de alta parte,
in aceiagi ani, apar la Moscova cateva articole orientate gi ele spre o alianti intre
lingvisticd i matematicd: A. N. Kolmogorov propune un model algebric al cazului
gramatical, V.A. Uspenski publici un model algebric al partii de vorbire iar R.L.
Dobrushin propune un model algebric al categoriei gramaticale. Primele experi-
mente de traducere automata, incepute inca in anii '40, au un caracter predominant
ingineresc, dar in 1958 0.S. Kulagina extrage din acest tip de activitate o descriere a
notiunilor de baza ale gramaticii pe baza teoriei multimilor. Tatonarea posibilitatilor
de traducere automata si de documentare automata in Europa occidentala, in cadrul
Euratom, gi in S.U.A., de exemplu, prin David Hays, conduce, spre sfargitul anilor
’50 si inceputul anilor ’60, la diverse idei de proiectivitate sintactica (Ywes Lecerf
gi altii), o provocare interesantd pentru teoria grafurilor. In toate aceste activitati
sunt implicate esential logica matematica (gramatica generativa a lui Chomsky este,
in esentd, un sistem formal in sensul lui Hilbert) si unele capitole de combinatorica
(sistemele lui Post gi probleme de tipul celor propuse la inceputul secolului trecut
de Azel Thue). Tot din directie logico-matematicd provin ideile lingvistice si logice
ale lui Y. Bar-Hillel (1953) si J. Lambek (1958). F. Harary si N. Paper propun in
1957 un calcul al distributiei fonemelor, N. Chomsky prezintd in 1958 o analizi a re-
latiei dintre lingvistica, logica, psihologie si calculatoare; in acelasi an, Y. Bar-Hillel
analizeaza procedurile de decizie in limbile naturale. M. Masterman discuta in 1957
relatia dintre semantica gi sintaxa in traducerea automata. La toate acestea trebuie
sd adaugam articolul lui S.C. Kleene din 1956, privind reprezentarea evenimentelor
in retele nervoase si in automate finite, in ordinea de idei inauguraté de articolul din
1943 al lui W.S. McCulloch i E. Pitts, asupra unui calcul logic al ideilor implicate
in activitatea nervoasa.
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Cum puteam ridméane indiferent la noile evolutii?

Sad rezumam. Dezvoltari din directii foarte diferite fac jonctiunea in a doua
parte a anilor ’50, aducand intr-o albie comuna discipline dintre cele mai diverse:
lingvistica, psihologia (Chomsky considera lingvistica generativid un capitol al psi-
hologiei cognitive), calculatoarele, matematica, logica gi biologia; dar, prin teoria
informatiei, in plin elan atunci, s-a ficut legitura gi cu fizica, in special cu ter-
modinamica. Inutil s mai addugam ca filozofia se afla in fata unor provocari fara
precedent. Evenimentele enumerate aveau loc intr-un moment in care se nagtea in-
formatica in Roméania, sub bagheta extraordinarului dirijor de energii creatoare care
a fost Grigore C. Moisil. Si pentru ca, vorba poetului, toate aceste lucruri trebuia
sd poarte un nume, s-au inventat diverse etichete, una dintre ele fiind lingvistica
matematicd. Sintactic, nu putem aldtura decat doi termeni; dar era clar ca noile
preocupéri nu combinau numai doud domenii, ci mai multe. Marea noutate consta
in faptul ci se aflau impreuni cel putin sase discipline, dintre care trei din dome-
niul socio-uman. Se mai aflau impreuna gtiinta si ingineria. Polaritatea pascaliana
»spiritul de geometrie, spiritul de finete si contrastul dintre cele doud culturi, la
care se referea C. P. Snow, primeau o provocare fard precedent. Ne aflam in plina
transdisciplinaritate.

Cum puteam riméne indiferent la aceste evolutii? Am intrat in joc. Am
simtit ci unor energii care asteptau de mult si se dezlantuie le-a venit ceasul. Intr-un
timp record, m-am initiat in lingvistica structurald, disciplina prin care te apropiai
de noile preocupari din directia lingvisticii. Am fost ajutat in aceastd privintd de
discutiile cu Emanuel Vasiliu, cel mai apropiat de logicd si de matematica, dintre
lingvigtii romani ai acelui moment, si de Paula Diaconescu, entuziasta cercetatoare
in analiza structurald a limbii roméane; amandoi, de la Catedra de limba roméana a
Universititii din Bucuresti, catedra condusa de Profesorul Alezandru Rosetti. Lor,
li s-au adsugat ulterior Edmond Nicolau si Sorin Stati. Intre Rosetti si Moisil a
existat o atractie magnetica, ei au incurajat i sprijinit o colaborare fatd de care cei
mai multi se ardtau sceptici. Sprijinul lor, la Universitate gi la Academie, a permis
Romaéniei sa fie una dintre primele tiri in care s-au tinut cursuri universitare de
lingvistica matematica i computationald gi in care s-a infiintat o revistd de profil,
in limbi internationale.

Un loz castigitor

Drept rezultat, a urmat o dezvoltare vertiginoasa, oglindita partial in recentul
volum ,,Grigore C. Moisil and His Followers in Theoretical Computer Science (Ed.
Academiei Romane, 2007).

In aceasta atmosfera, am redactat cursul de lingvistici matematici pe care
Editura Didactica si Pedagogica mi l-a publicat in 1963, cu rezerva consideratd nor-
mala fata de o intreprindere aparent hazardata. Entuziasmul ma impiedica sa sesizez
caracterul aparent utopic al traseului pe care mi angajam. Cursul se baza in buna
masura pe cercetérile mele personale, publicate in reviste. Pentru a ma testa, am
trimis cartea la cateva adrese universitare potential interesate intr-o atare aventura.
A fost un loz cagtigator. A urmat publicarea ei la New York, la Paris, la Moscova
si la Praga. Marile enciclopedii Brockhaus, Encyclopaedia Universalis, Enciclopedia
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Einaudi, Great Soviet Encyclopedia, Encyclopedia of Mathematics si numeroase en-
ciclopedii de lingvistica, de cibernetica, de informaticd au mentionat una sau alta
dintre versiunile cartii. Triiam astfel o experientd noud, nu mai rimaneam cantonat
intr-un domeniu cu granite destul de precise, ci ma aflam pe un traseu transdisci-
plinar, care ma obliga sa invat nu numai lingvistica, ci gi biologia sistemului nervos,
biologia ereditatii, logica, psihologie cognitiva, structura limbajelor de programare
si anumite capitole de matematica discretd care nu erau pe linia antrenamentului
meu anterior, din studiul functiilor reale si al topologiei generale.

Am simtit tot timpul, in aceastd noud etapa, sprijinul Profesorilor Rosetti,
Moisil si Miron Nicolescu. Atunci am descoperit faptul ci, prin interactiune cu
disciplinele socio-umane, matematica si calculatoarele dobandesc, pentru un public
destul de larg, o valoare culturala.

In fata unei noi provocari

In perioada initiald a activititii mele de cercetare, in care eram preocupat
exclusiv de probleme de analizd matematicd, md multumeam s comunic despre ele
numai cu matematicieni. De indatd ce am trecut la o activitate transdisciplinara,
am devenit un interlocutor interesant pentru persoane din toate domeniile, inclusiv
pentru scriitori, pentru filozofi gi pentru gazetari. Toti ma asaltau cu intrebari care
tradau mirarea lor fatd de o posibila legatura intre matematica si calculatoare, pe
de o parte, si lingvistica, biologie si psihologie, pe de altd parte. Descopeream astfel
din nou singuritatea matematicianului. Scoala nu le ddduse nicio idee despre alte
conexiuni ale matematicii decat cele cu fizica (gi chiar despre acestea, informatia
era derizorie). Interlocutorii mei, de multe ori oameni cu o bogata culturd, nu-si
imaginau cd matematica ar putea fi gi altceva decat un gir de calcule cu impact
preponderent ingineresc gi se mirau afland ca in matematicd mai sunt multe pro-
bleme care-gi agteapta raspunsul si cad mereu apar probleme noi. Posibilitatea unei
matematici a calititii, a structurii, li se parea in conflict cu natura ei. De altfel, am
constatat ca gi despre lingvisticd reprezentarea multora era derizorie, nu-gi imaginau
cd aceasta stiinta are si altceva de facut decat stabilirea normelor de vorbire si scriere
corecta.

Matematica: o unealta utild uneori

Prin anii 1950-1951 eram si asistent la cursuri de matematica de la Politehnica
bucuresteans, la Electrotehnica, la Energetica si la Chimie industriala. Intr-o zi, sunt
invitat de Profesorul Spacu, decan la Chimie, care-mi atrage atentia ci seminarul
meu este prea teoretic. ,,Din matematica, chimia nu are nevoie decat de putin peste
regula de trei“. Cursul la care faiceam seminarul era tinut de Profesorul Raclis, care
mi pusese in gardad chiar de la prima intalnire: ,S& nu cumva si incerci sa faci
demonstratii, ci egti un om pierdut!* L-am urmarit cu atentie; enunturile erau vali-
date prin expresii de tipul ,,Se vede pe figura ca ...« Figurile erau executate cu crete
colorate si impresionau prin acuratete. Accentul cddea pe procedee, descompuse
in pagi caligrafiati si numerotati cu grija pe tabla. Cred ca a fost unul dintre cele
mai apreciate cursuri. Nu m-am putut incadra in aceastd conduitd si am parasit
Politehnica, pentru a ma dedica in intregime activitatii mele la Universitatea din
Bucuresti, ca asistent al Profesorului Miron Nicolescu. De atunci, am urmarit cu
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atentie statutul matematicii in invatamantul ingineresc. In urma cu vreo 20 de ani,
in cadrul unor dezbateri pe aceastd tema, se cristalizasera doua puncte de vedere.
Pentru unii, ca Profesorul Dorin Pavel, gandirea inginereasci nu se formeaza prin
matematici iar rolul acordat matematicii la admiterea in Politehnica si pe parcursul
studiilor este exagerat. Nici Profesorul D. Drimer nu parea a fi departe de acest
punct de vedere. Pentru ei, matematica in inginerie era o simpld unealtd, utila
uneori. Nimic mai mult. Cu o altd ocazie, gi Profesorul Remus Rdadule} exprimase
o opinie similara. Pentru altii, ca Profesorul Radu Voinea si Profesorul Alezandru
Balaban, matematica este pentru inginer gi un mod de gandire exemplar iar prezenta
matematicii la admiterea in Politehnica si pe parcursul studiilor trebuie intarita.

Matematica, de la unealtia la limbaj

Fizicienii teoreticieni obignuiesc de multd vreme si considere functia de limbaj
a matematicii, cu referire la capacitatea acesteia de a da o expresie concentrata
i riguroasa anumitor relatii. Limbajul matematic este, de la Newton si Galilei
incoace, modul de a fi al unor vaste capitole ale fizicii. Dezvoltarea teoriei ecuatiilor
diferentiale s-a aflat intr-un metabolism permanent cu dezvoltarea fizicii. Ecuatiile
diferentiale si cele integrale au devenit modul predominat de exprimare a legilor
fizicii. In secolul al XX-lea, ca urmare a dezvoltarii teoriei relativitatii si a mecanicii
cuantice, in ,,jocul® dintre fizica gi matematica mingea este mereu gi mereu pe terenul
matematicii; limbajul matematic nu mai este simtit aici ca rezultat al unei operatii
de traducere a unor situatii nematematice, rezultand din observatie gi experiment,
ci devine pur si simplu modul de existenti al fenomenelor fizice.

Apropierea dintre economie si matematici are o istorie de cateva secole. In
secolul al XX-lea gi mai ales in a doua jumaitate a acestuia, limbajul matematic
a devenit modalitatea predominantd de exprimare a fenomenelor economice, fapt
oglindit de un mare numar de premii Nobel in economie acordate unor lucrari foarte
matematizate. Acest fapt nu este striin de aparitia si dezvoltarea teoriei jocurilor
de strategie, avand ca protagonisti pe John von Neumann, Oskar Morgenstern si
John Nash.

Un alt domeniu in care matematica a patruns in mod masiv este biologia. In
prima jumitate a secolului al XX-lea a avut loc o utilizare, mai degraba sub forma de
unealts, a ecuatiilor diferentiale, a teoriei probabilitatilor si statisticii matematice.
In a doua jumaitate a secolului trecut, studiul sistemului nervos si al eredititii a
beneficiat de o patrundere masiva a limbajului matematic, rezultat din dezvoltarea
combinata a matematicii, biologiei si informaticii.

De vreo jumatate de secol, la ingineria energiei, bazata in primul rand pe
matematici continue, s-a adiugat ingineria informatjiei, care face apel in primul rand
la matematici discrete. Granita dintre stiinta gi inginerie devine tot mai problemati-
ca. De la teza de doctorat a lui Shannon, de la sfargitul anilor '30 ai secolului trecut,
logica matematica si ingineria intrd in conexiune directa iar limbajul matematic a
devenit esential pentru disciplinele informatiei.

In intimitatea limbajului matematic
De la limbaj i se trage, in primul rand, matematicianului, singuritatea in care

se afla, deci merita sa-i acordam o atentie speciala.
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Exista realmente un limbaj matematic, sau este vorba aici de o simpla meta-
ford? Cand se pretinde ca Jean-Jacques Rousseau s-a servit de limbajul matematic
pentru a explica teoria sa asupra guvernirii (Marcel Frangon, ,Le langage mathé-
matique de Jean-Jacques Rousseau, Isis 40 (1949), 341-344), despre ce anume este
vorba? 1In primul capitol din cartea a treia a Contractului Social, Rousseau isi
propune si studieze diferite tipuri de relatii si forte intermediare implicate in actul
guvernarii. Pentru a se face mai clar i mai sugestiv, recurge la o utilizare metaforica
a rapoartelor gi proportiilor din algebra elementard. O metafora de acelasi tip avea
sd fie folositd in urma cu vreo 30 de ani de Samuel Huntington, intr-o carte a sa de
stiinte politice. Sintagma limbaj matematic este, de cele mai multe ori, folosita la
modul metaforic, pentru a numi o utilizare locala, pasagera, a unei analogii cu un
termen sau cu un simbol matematic; alteori, dar la fel de abuziv, se desemneazi prin
aceastd sintagma folosirea locald a unei anumite formule, intr-un text care, in cea
mai mare parte a sa, nu are nimic comun cu matematica.

Dar nici termenul de limbaj luat singur nu este mai putin echivoc. Predoming
utilizarile sale metaforice sau echivalarea sa cu un sistem arbitrar de semne. In
consecinta, expresii ca limbajul florilor sau limbajul culorilor raméan fard acoperire,
dar acceptate ca metafore. In ce conditii devine limbaj un anume sistem de semne,
iatd o problemd foarte controversatd, pe care nu o putem discuta aici. Cercetari
mai aprofundate au condus la ipoteza general acceptatd, conform careia sistemul
de semne folosit in matematica are cele mai multe trasaturi ale unui limbaj. Ca
orice sistem de semne, un limbaj este dotat cu trei niveluri: sintactic, semantic si
pragmatic. Limbajelor li se mai cere, de obicei, sd aibd o structurd secventiala.
Aceasta conditie nu prea este indeplinitd de limbajul matematic, in a carui tesitura
intervine, dupad cum a observat Josh Ard, o dinamicd de tipul montajului vertical
la care se referea Fisenstein in legaturd cu filmul. Dar sd vedem din ce anume este
alcatuit limbajul matematic.

Componentele limbajului matematic

1) Limbajul natural (predominant in varianta limbii engleze);

2) Elemente ale limbajului natural, folosite ca simboluri artificiale (a, b, ¢, x,
y, A, B, sin, dy/dz, p etc);

3) Simboluri, altele decat cele de la 2): 0, 1, 2, 3, ..., simbolurile de disjunctie
si de conjunctie logica, cele de reuniune, intersectie si incluziune relative la multimi,
simbolul de apartenenta al lui Peano, simbolul integralei etc.;

4) Expresii, relatii, formule, ecuatii etc. formate cu ajutorul entitatilor de la
2) i 3);

5) Reprezentari pictoriale discrete (grafuri, matrici, diagrame etc);

6) Reprezentari pictoriale continue (curbe, suprafete etc);

7) Programe de calculator;

8) Metasisteme simbolice, cum ar fi limbajul programabil de printare TEX (dupa
grecescul techné, asociat cu latinescul texere) si cu derivatele sale, ca AmsTEX si
ETEX, care, sub forma unor comenzi, reglementeazi tiparirea textelor matematice;

9) Componenta orald a matematicii.

Cateva observatii sunt necesare. Componenta semnalatd la 1 este cea mai
importantd, deoarece limbajul natural directioneaza intregul comportament al lim-
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bajului matematic. Gandim prin intermediul limbajului natural, chiar atunci cand
ne prevalam de celelalte componente. Se preconizeazi, ca o medie, un echilibru prin
care jumatate dintr-un text matematic raméne scris in limbaj natural. Nu trebuie
confundat limbajul matematic cu limbajul axiomatic deductiv sau cu cel formalizat.
Matematica nu este si (gtim acum) nu poate fi in intregime formalizatd. Este uimitor
felul in care toate aceste imperative de igiena a educatiei sunt ignorate in matema-
tica scolard, in diferitele ei variante: manuale, predare la clasi, reviste pentru elevi,
examene, concursuri. Reducem educatia la aspectul ei sintactic, ignorand dimensi-
unea ei semanticd. Dar semnificatiile se exprima in cuvinte, pentru a le intelege si
exprima trebuie sd construiegti un discurs. Este exact ceea ce gcoala nu reusgeste.
Acest esec se transmite de la scoald la universitate si de la universitate in cercetare;
modul in care ideile matematice sunt asimilate si utilizate este profund afectat de
aceasta intelegere fragmentara a lor.

Prezenta componentelor 2, 3 gi 4 aratd ca limbajul matematic are o structura
mixtd, fiind alcituit dintr-o componenta naturald gi alta artificiala. Stim acum c& in
componenta artificiald se regasesc toate functiile componentei naturale: metafora,
metonimie, ambiguitate, relatii de coordonare gi de subordonare etc. Ca urmare a
prezentei componentelor 4, 5 si 6, limbajul matematic devine bidimensional si, une-
ori, tridimensional. O liniarizare fortata rapeste matematicii din forta sa euristica si
sugestivd. S& mai observam c& limbajul matematic se prevaleaza atat de reprezentari
discrete cat si de reprezentari continue. Fiind un limbaj scris, el este esential vizual.

Componenta 9 are in vedere prezentarea orala a matematicii, care are alte
reguli decat cea scrisd; nu dezvoltarea detaliilor, ci sublinierea ideilor, a contextului
cultural-istoric, a cotiturilor periculoase. Prezentarea orald atenueazd liniaritatea
discursului scris, prin distribuirea mai nuantata a accentelor. Dar, dupa cum observa
Dan Barbilian, un rezultat matematic nu se poate valida decat pe baza formei sale
scrise.

Functiile limbajului matematic

Putem acum si contempldm, in toatid splendoara sa, aceasta cucerire a spiri-
tului uman care se numegte limbajul matematic. Acest limbaj exploateaza sinonimia
sa infinitd. Orice enunt, se poate reformula intr-un mod echivalent. Demonstratiile
se bazeazd pe aceastd parafrazare potential infinitd a ipotezelor, proces care duce,
dupi un numar finit de pasi, la concluzia doritd. In aceastd activitate, sunt folosite
deopotriva relatii anaforice gi cataforice. Este manifestd tendinta de reducere a
fenomenelor de omonimie, dar nu se poate ajunge la anihilarea lor totala. Caracterul
esential metaforic al limbajului matematic provine in primul rand din procesele de
generalizare. De exemplu, trecerea de la numere rationale la cele irationale, in cazul
de referinta al evaludrii lungimii diagonalei unui patrat cu latura egald cu unitatea,
s-a bazat pe cdutarea unui numar care si se afle fatd de 2 intr-o relatie similara
celeia in care se afla n fatd de patratul lui n. Procesul metaforic se referd aici nu
la o entitate preexistentd, ci la una care se construieste prin emergenta procesului
respectiv. Este deci vorba de metafore autoreferentiale. Metafora declansata de
Pitagora, in legaturd cu diagonala patratului unitate, a avut nevoie de 2000 de ani
pentru a conduce la conceptul de numar real gi, in cadrul acestuia, la conceptul
de numar irational. Mai sunt apoi metaforele care sugereaza o legiturd cu lumea
contingenta: frontiera, filtru, numar rational, numar transcendent etc.
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Metonimia tine gi ea de natura intimd a matematicii. O problema esentiala
este citirea proprietatilor unei multimi pe o parte cit mai restrinsi a ei. Cele
mai multe numere reale sunt reprezentate printr-o parte finitd a lor, deoarece nu
cunoastem reprezentarea lor esential infinita si neperiodica. In afard de relatia intreg-
parte, este foarte importanta relatia de contiguitate determinatd de inferente de
diverse tipuri: inductii, deductii si abductii.

Semantica limbajului matematic este, ca gi aceea a limbajului comun, de
doua feluri: aditiva (cAnd semnificatia intregii expresii se obtine prin concatenarea
semnificatiilor componentelor) si integrativa (cand semnificatia intregii expresii este
diferita de semnificatia obtinutd prin concatenarea semnificatiilor componentelor).
Un exemplu de al doilea tip este obtinut prin plasarea semnului integralei in fata
expresiel f(z)dz. In acest caz, dz nu mai inseamna diferentiala lui z iar aldturarea
dintre f(z) si dz nu are semnificatia de produs. Dar notatia se explicd prin dorinta
pastrarii analogiei cu sumele din care provine respectiva integrala, printr-un proces
de trecere la limita.

Limbajul matematic realizeazd de multe ori un proces de optimizare semiotica,
asemanitor celui poetic. Este suficient sa ne referim la cazul simplu al puterii a n-a
a unui binom a + b. Putem exprima in cuvinte aceastd putere pentru valori mici
ale lui n, dar, de indatd ce valoarea lui n cregte, pierdem controlul. Simbolismul
matematic ne salveaza.

Narativitate si dramatism in demonstratia matematica

Dimensiunea narativa a limbajului matematic este vizibila in itinerarele de
cursa lungd, de tipul demonstratiilor maratonice care au condus la validarea teoremei
celor patru culori, a teoremei lui Fermat, a conjecturii lui Kepler etc. André Gide
compara romanul cu o teoremd, dar teorema se poate afla uneori la capitul unei
aventuri in care apar momente cu adeviarat dramatice. De exemplu, teorema de
clasificare a grupurilor simple finite, cu sute de autori, s-a aflat intr-o astfel de
situatie atunci cand, in urma cu peste zece ani, murise singurul care gtia cum sa
articuleze intr-un intreg rezultatele partiale ale diversilor autori. Demonstratiile cu
ajutorul programelor de calculator ridicd probleme delicate, privind controlul acestor
programe. Imposibilitatea de a obtine certitudinea adevarului anumitor teoreme
este de un dramatism pe care timp de doud mii de ani nimeni nu l-a crezut posibil.
Semnificativ din acest punct de vedere este textul cu care redactia revistel Annals
of Mathematics prefateazi publicarea demonstratiei conjecturii lui Kepler, publicare
aprobata in ciuda faptului ca referentii nu au putut ajunge la validarea cu certitudine
a demonstratiei conjecturii respective.

Urmarirea gresgelilor comise in incercirile de demonstrare a unei ipoteze im-
portante ne permite si intelegem cum anume o gregeald poate deveni o sursa de
creativitate. Sirul de greseli comise in incercarile succesive de demonstrare a teo-
remei lui Fermat este unul dintre cele mai frapante exemple de acest fel. Chiar
autorul demonstratiei acestei teoreme a comis, in prima sa tentativa, o greseala, pe
care a indepartat-o ulterior. O gregeala locala a lui Lebesgue, intr-un celebru memo-
riu al sdu, l-a condus, pe cel care a descoperit-o, la deschiderea unui nou capitol de
topologie, teoria multimilor analitice si proiective.

Teatralitatea limbajului matematic
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Cuvantul teorema are, dupi etimologia sa greaci, semnificatia de spectacol.
Dupa exemplele date mai sus, intelegem ca drumul spre o teorema poate fi intr-
adevir un spectacol. Acest drum abundi in capcane gi este nevoie de multe ori de
efortul catorva generatii de temerari care sa le infrunte, pentru a se ajunge la un
rezultat; alteori nici cateva generatii nu sunt suficiente. Contrastul dintre caracterul
foarte elementar al unor enunturi, cum ar fi conjectura lui Goldbach (orice numar
par superior lui 2 este suma a doud numere prime), si dificultatea de a le demonstra
sau infirma, chiar atunci cand se pun in miscare rezultate si instrumente dintre cele
mai fine, ii poate scandaliza pe matematicieni, dar, in acelagi timp, ii stimuleazi si
ii ambitioneaza in a-si multiplica eforturile in directia respectiva.

In cartea lor ,, What is Mathematics?” (Oxford University Press, London,
1941-1946), Richard Courant si Herbert Robbins se referd la natura teatrald a analizei
matematice. In definirea notiunilor de bazi, ca limita unui sir, convergenta sa,
limita, continuitatea, derivabilitatea gi integrabilitatea unei functii etc., intalnim
mereu acelagi scenariu: doud personaje, A gi B, primul punindu-1 mereu la incercare
pe al doilea. In cazul convergentei sirurilor, A propune o valoare strict pozitivi a
lui epsilon iar B trebuie si stabileascd daci existd un numér natural N astfel incat,
pentru m si n mai mari decat IV, o anumita inegalitate, incluzand pe epsilon, pe m
si pe n, este satisfacuta. Insd B trebuie si faca fata acestui test oricare ar fi valoarea
strict pozitivd a lui epsilon; nu este, ca in basmul popular, unde eroul trebuie si faca
fatd, de obicei, la trei incerciri.

Matematica, tragedia si comedia, la vechii greci

Tragedia se asociaza cu fenomenele de hybris gi nemesis. Hybris-ul este eroarea
tragica, ce-1 duce pe erou la moarte, dupa ce a ignorat avertismentul zeilor. Pentru
Scott Buchanan (,,Poetry and Mathematics®, The John Day Company, New York,
1929, p.175-197), hybris-ul este atitudinea de aroganti sau de insolenta a unei naturi
oarbe. Nemesis-ul este rezultatul acestei arogante: faptele se razbuni pe cel care
le-a ignorat. Dar, un personaj tragic trebuie nu numai sa pacatuiasca prin hybris,
ci gi sd aiba darul ironiei. ,Tragedia procedeazid prin analogie i prin substitutie
omogend in gindirea rationald a eroului. Evenimentele sunt pregatite, controlate si
interpretate, in asa fel incat si fie in concordantd cu ipoteza. Are loc o dezvoltare
care tinde spre integrare si generalitate".

In matematica, lucrurile decurg in mod aseminator. Comportamentul unei
functii este tatonat prin observarea valorilor functiei atunci cind se dau anumite
valori particulare argumentului. Grecii foloseau acest procedeu pentru a identifica
ceea ce ulterior avea si se numeascd ,valorile limita ale functiei“; pe aceasta cale,
ei rezolvau unele ecuatii. O atare metodd avea sd capete o forma riguroasa abia
cu dezvoltarea calculului diferential, mai precis, prin notiunea de dezvoltare in serie
Taylor a unei functii, cu ajutorul derivatelor ei succesive.

In cazul comediei, situatia este diferitd. Il citam pe Scott Buchanan: ,Aici se
procedeaza prin variatie foarte larga gi prin substitutie heterogeni. Fiecare schim-
bare de directie a actiunii marcheazd descoperirea unei inconsistente, a unui plan
care nu functioneazi, a unei situatii paradoxale. Si aici avem o dezvoltare, dar in
faza de discriminare a capacitatii de a opera distinctii. Eroul unei comedii sau este
capabil de a sesiza orice gluma, orice vorba de spirit, sau nu-i in stare sa inteleaga
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niciuna. In acest fel, toate ideile pot avea o sansi egali de conflict sau de purificare.
Comedia de moravuri se bazeaza pe substitutia de idei“.

Dependenta de contexte lungi

Fenomenele de textualitate, de intertextualitate gi de hipertextualitate, in
linia de gandire a unor M. Bakhtin, J. Kristeva §i a celor care, prin hipertextualitate,
au transgresat secventialitatea textului traditional, sunt la ele acasd in matema-
ticd. Intr-adevir, intr-un text matematic se manifestd, mai mult decat in orice alt
text, fenomenele de dependentd la distantd. Suprimati dintr-o carte de matematica
primele zece pagini si riscati sd nu mai intelegeti aproape nimic din rest. O operatie
similarad intr-o carte de geografie sau de istorie are un efect neglijabil. Faptul se
explica prin structura textelor matematice; prin constructia in etape, in care fiecare
etapd se bazeaza in mod riguros si explicit pe etapele anterioare. Desigur, in orice
demers proceddm in etape care se folosesc de etapele precedente, dar de cele mai
multe ori acest lucru se face prin reamintirea faptelor anterioare care urmeaza a fi
utilizate. In matematics, preluarea notiunilor, conventiilor i rezultatelor anterioare
are o asemenea amploare, incat reluarea lor, de fiecare data cand ele sunt invocate, ar
pune la grea incercare atentia i memoria gi ar sabota functia euristica a limbajului.
Achizitiile etapelor anterioare trebuie ordonate cu grija, aga cum se procedeazi intr-
o locuint#, prin gruparea diferitelor obiecte in dulapuri, sertare, cutii diferite. In
matematicd, aceastd ordonare impune folosirea unei anumite terminologii si a unui
anumit simbolism, prin care desemnam noile notiuni si entitati, in vederea folosirii
lor cat mai comode in etapele urmétoare. Astfel emerge componenta artificiald a
limbajului matematic. Sub aspect istoric, acest fenomen s-a accentuat pe vremea
lui Galilei gi a lui Newton, accelerndu-se apoi si atingdnd apogeul in secolul trecut.

La fel in poezie, dar din cu totul alt motiv

Sa precizam cd dependenta de contexte mari, practic, de intregul text, are
loc in ambele directii, deci atat la stanga cat si la dreapta. Asga cum un element
al textului depinde strict, chiar daca indirect, de intreaga desfigurare anterioara
a textului respectiv, acelagi element va fi invocat, direct sau indirect, in intreaga
desfagurare ulterioara a textului. Limbajul matematic este deci, prin excelenti, un
teritoriu de desfigurare permanentd a relatiilor anaforice si cataforice.

Este interesant faptul cd gi in poezie localul este solidar cu globalul, se vorbegte
chiar despre modul in care o serie de metafore locale se acumuleazi, producand o
metaford globald. Dar aceastd dependentd nu are, in poezie, caracterul precis si
explicit pe care il are in matematica. Legidtura dintre local si global este, in poezie,
o operatie ambigua, interpretabild intr-o infinitate de feluri; ea tine deci de actul
lecturii i al interpretarii, apartine cititorului. Semnificatiile in matematica au un
statut conceptual iar conceptele sunt susceptibile de definitii. Acest fapt le distinge
de semnificatiile poetice, care manifesta o tendintd anticonceptuala. Poezia incearca
sd recupereze cu ajutorul contextului ceea ce pierde in materie de dictionar. De
aceea ea are nevoie de contexte practic infinite, regisind astfel, pe o cale complet
diferita, o situatie valabili si in matematica.

Este matematica exclusiv conceptuala?

177



Numai ci, in practici, se constata ci semnificatiile matematice nu sunt epui-
zate de definitiile lor de dictionar; comportamentul lor contextual rezerva surprize.
Faptul acesta este valabil chiar in matematica elementars. Incercati si-l intelegeti
pe zero numai pe baza definitiei sale si veti esua. In legiturd cu capcanele aces-
tui numar, considerat uneori, in mod abuziv, numir natural, a se vedea cartea lui
Charles Seife, tradusi recent in roméneste: Zero. Biografia unei idei periculoase
(Humanitas, 2007). Multe semnificatii din matematici si din lingvisticd (a se vedea
sistemele formale, gramaticile generative si diferite tipuri de magini) se introduc nu
prin definitii de tip clasic (gen proxim si diferenta specificdl), ci prin comportamentul
lor intr-un anumit proces, comportament de naturd contextuald. Aceastd interacti-
une textuald este un fel de dialog, de aceea Bakhtin a folosit expresia de principiu
dialogic.

Polifonia textului matematic

Textul matematic este, pe de altd parte, prin excelentd polifonic (pentru a
folosi termenul propus de Bakhtin). Asa cum in muzicd se suprapun doud sau mai
multe parti vocale sau instrumentale, dezvoltandu-se orizontal (prin contrapunct) si
vertical (prin armonie), intr-un text matematic are loc o colaborare a unor coduri de
o mare varietate, date de multiplicitatea componentelor gi functiilor sale, unele cu
accent pe secventialitate, altele bazate pe transgresarea ei; unele metaforice, altele
metonimice; unele continue, altele discrete; unele vizuale, altele sonore. In aceasti
ordine de idei, Igor Shafarevich asimileazd matematica unei orchestre care executa
o partiturd unicd, a nu se stie cui; unii membri ai orchestrei dispar, fiind inlocuiti
cu altii, dar motivele trec de la unii la altii iar executia nu se incheie niciodatd. Cu
referire la acelagi aspect al multiplicitatii de coduri puse in migcare, a fost preluata, in
cazul limbajului matematic, ideea cinematografici a lui Fisenstein privind montajul
vertical. In ambele cazuri, are loc o articulare de elemente indexicale, iconice si
conventionale, avand ca rezultat reliefarea unei teme unice.

Lumea numerelor, intr-un grav impas semiotic

Cele mai multe numere reale nu pot fi numite prin mijloace finite. Uneori
pot fi aratate, indicate, de exemplu pe cele care sunt limite ale unor siruri despre
care se stie cd sunt convergente sau, in general, pe cele care apar ca rezultat al
diferitelor comportamente asimptotice. Celor mai multe numere reale nu le gtim nici
reprezentarea zecimald, nici reprezentarea in fractie continud. Traiesc in devalmagie,
parcd lipite unul de altul. Cele mai multe informatii despre numere sunt de natura
globald, nu individuald. Dificultatea cu care au putut fi gisite, abia in anul 1844,
primele exemple de numere transcendente (Joseph Liouville) a dat impresia ci astfel
de numere sunt rare. Dar G. Cantor a spulberat aceastd impresie. S-a constatat in
general, cd lumea numerelor inteligibile este incomparabil mai vasta decat aceea a
numerelor care rezultd prin procese cu un numar finit de etape, aplicate numerelor
intregi. Dar sensul cuvintelor ,,cele mai multe“ in aprecierile de mai sus nu este cel
trivial, de majoritate numerica, deoarece avem a face cu multimi infinite. Neglijabilul
este aici in sensul cardinalitatii: numerele algebrice formeaza o multime numarabila.

Culorile urmeaza indeaproape situatia semiotici a numerelor. In orice limba
naturald, cele mai multe culori nu au nume. Dar, in contrast cu numerele, culorile
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beneficiazd de anumite relatii de analogie si de contiguitate, putand lua numele
obiectelor care au culoarea respectiva: caramiziu, portocaliu, mustar etc. Desigur,
acest procedeu nu rezolvd decat o micid parte a problemei. Curcubeul comporti o
infinitate de culori, cele mai multe dintre ele neputand fi numite. Pe de altd parte,
problema semiotica a culorilor este reductibild la aceea a numerelor. Vopselele au
coduri combinate de litere si cifre. Numerele reale sunt, in general, cunoscute prin
valori aproximative, deci prin procese metonimice.

Intre numaérare i numerotare

Disocierea, in franceza, intre mombre §i numéro; in germana, intre Zahl si
Nummer; in rusé, intre cislo si nomer, nu-gi are analogul in roméan4, italiana, spa-
niold, portughez si engleza. Nombre din nombre premier si numéro din numéro de
sécurité sociale) revin, in limba roménd, la acelagi cuvint: numdr. Limba romani
face insa distinctia dintre a numdra §i a numerota.

Paradoxul lui Berry se referd la nombre; paradoxul lui Richard se referd la
numéros; numeratia Gadel se referd la amandoua.

Este matematica numai un limbaj?

Limbajul este partea cea mai vizibila a matematicii, partea care o tradeaz,
starnind admiratia unora si repulsia altora. Rareori se intAmpla ca matematica sa
fie privita cu indiferentd; atitudinea neutra fatd de ea este mult mai putin frecventa
decat atitudinea extrema, intr-un sens sau altul. Datele de care dispunem arata
ca detractorii sunt incomparabil mai multi decat admiratorii. Anchetele sociologice,
semnalele din mass media, declaratiile elevilor gi profesorilor confirma antipatia celor
mai multi pentru formule matematice, pentru ecuatii, pentru calcule. Usurinta de a
recunoaste jargonul matematicii contrasteaza cu dificultatea de a defini matematica,
dificultate cu nimic inferioara celeia privind definirea poeziei sau a filozofiei. Putem
insi identifica diferite ipostaze, diferite aspecte ale matematicii:

a) domeniu de cunoagtere si cercetare;

b) fenomen de cultura;

c) stiinta;

) artd;

e) unealtd utild in anumite situatii;

f) limbaj;

g) mod de gandire;

h) catalizator al unor transferuri de idei, metode si rezultate;

i) disciplind predata in gcoli si universitit;
j) fenomen social;

k) joc;

m) moda;

n) mijloc de intimidare i chiar de terorizare;
0) form# de snobism;

p) posibild formi de patologie;

q) mod de a intelege lumea;

r) mod de viatd;

o,
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s) mod de a intelege propria noastrd minte;

t) parte a vietii noastre spirituale;

u) filozofie.

Ordinea nu este dupa importantd. Lista este deschisa.

Fiecare dintre aspectele de mai sus comporta o intreags discutie. Ingrijoritor
este faptul ca aspectul i, al matematicii ca disciplind de invitdmant, este aproape
in intregime confiscat, la nivel gcolar, de aspectul e, care vizeaza partea instrumen-
tald a matematicii, iar la nivel universitar apar, in plus, aspectele a (cunoagtere si
cercetare), ¢ (stiintd) gi f (limbaj). Dar chiar si acestea sunt de obicei considera-
bil saracite; de exemplu, rareori se intdmpla ca predarea matematicii s dezvaluie
intreaga bogatie a aspectelor de limbaj, aga cum apar ele in multiplicitatea de com-
ponente si de functii pe care le-am discutat anterior, in interactiunea componentei
naturale cu cea artificiald, a secventialului cu polidimensionalul, a discretului cu con-
tinuul. Desigur, in méasura in care participantii la procesul didactic sunt de o calitate
superioard, pot apirea gi celelalte aspecte. Fapt este cd manualele standard dupa
care matematica este predata gi invatata si, mai ales, criteriile dupa care asimilarea
ei este evaluati o transforma intr-o palida imagine a ceea ce este ea in realitate.

Esecul educatiei matematice

Recunoscutd ca unealtd uneori utild, matematica era inca departe de a fi si
un fapt de cultura. Ciocanul este si el o unealtd utild; devine, prin aceasta, cul-
turd? Educatia primita in gcoald gi, uneori, si cea de la facultate nu prea lasi si se
vada ca in matematica exista si idei, istorie, conflicte, interactiuni cu alte discipline,
dileme privind formarea conceptelor si alegerea problemelor. Din variatele moduri
de gandire matematica (inductivi, deductivi, abductivd, triadici, binars, analogici,
metaforicad, ipoteticd, infinita, combinatorica, probabilista, recursivi, topologica, al-
goritmics, imaginativd etc.), inzestrate cu puterea de a functiona si in afara mate-
maticii, practic avand o raza universala de actiune, gcoala nu se raporteaza decat la
deductie si la combinare, uitidnd ci modalitatea deductiva este numai haina in care
matematica se prezintda in lume, nu gi substanta ei. Metabolismul matematicii cu
celelalte discipline gcolare este foarte slab. Asga se ajunge la situatia actuala, in care
elevi si parinti protesteaza impotriva prezentei matematicii in programele gcolare ale
unor elevi care nu-gi propun si devind matematicieni. Intelectualii ajunsi la varsta
evocarilor nostalgice au rareori amintiri semnificative despre orele de matematica.
Daci acceptam drept culturad ceea ce iti rdiméane dupa ce ai uitat tot, atunci trebuie
sd recunoagtem o realitate cruda: cei mai multi oameni nu se aleg aproape cu nimic
din matematica gcolara. Destui rdman marcati pe viatd de spaima examenelor de
matematicid. Dar dacd mergem la sursa acestei situatii, atunci vom identifica o com-
plicitate, e drept, neintentionata, intre matematicieni, factorii de putere din societate
si birocratia invatdmantului. Este educatia matematica, prin natura ei, destinata
unei elite? Sunt multi cei care dau un raspuns afirmativ acestei intrebari. Nu ma
numadr printre ei. Fapt este cd se ajunge la ceea ce francezii numesc ,,mathématiques,
récettes de cuisine iar americanii, in mod similar, ,cook book mathematics. Din
aceastd ,monstruoasd coalitie” rezultd caricatura de educatie matematica pe care
incercam s-o depagim.
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Mairturia din 1914 a lui Gheorghe Titeica

Am ciutat departe, in trecut, ridacinile acestei situatii. L-am evocat, in
aceasta privintd, pe revizorul scolar Eminescu. Céteva decenii mai tarziu, iatd cum
incepe discursul de receptie al lui Gheorghe Titeica la Academia Roméani, la 29
mai 1914: | Ma gasesc printre d-voastra ca reprezentantul unei stiinte pe care, cei
mai multi, o socotesc mohorata, pentru care lumea are o deosebitd groazi, fata de
care chiar respectul unora nu e lipsit de un fior care tine pe om la departare; in
scurt, reprezint o sgtiintd putin simpaticd: matematica“. Fatd de singuritatea in
care se afla Titeica in urma cu aproape o sutd de ani, s-a schimbat ceva esential
in starea de singuridtate a matematicianului? S-a schimbat, da, in sensul agravarii
situatiei, ca urmare a faptului ca limbajul matematic a devenit tot mai complicat
si , vorba filozofului francez Michel Henry, constituie o forma de barbarie (,La
Barbarie, Grasset, Paris, 1987), cipdtand un caracter antiuman. Se ralia astfel
filozofului englez George Steiner, care in ,, Language and silence” (Atheneum, New
York, 1967) pleda pentru un punct de vedere similar. Tifeica merge mai departe
si, parcd anticipdnd reprogul care avea sa fie adus matematicii gi care fusese adus
stiintei inca din secolul al XIX-lea, de a fi fara patrie, isi continua discursul in modul
urmator:

»Stitnta matematicd nu e legatd de niciunul din resorturile noastre sufletegti
care s-o0 facd iubitd. Istoria, cu scrutarea gi reinvierea trecutului, literatura, cu
bogatia de inchipuire si stralucirea de expresii, geologia, chimia, biologia cu proble-
mele lor de interes practic si national n-au nevoie sa-si dovedeasca foloasele. Fiecare
din reprezentantii lor aici infatiseaza cdte o bogatie a tarii: bogatie de gandire, bogatie
de simtire, bogatie de energii. Singurda matematica nu are §i nici nu poate avea o
insemndtate nationald“.

Titeica il evoca gi pe Schopenhauer, a cirui parere nu prea favorabilda despre
matematicd si despre matematicieni este binecunoscuta.

Titeica in rol de inculpat?

Cu aceasta stare de spirit, Titeica aproape ca adopta rolul de inculpat care
trebuie sa se apere in fata tribunalului academic impotriva acuzatiei de parazitism
social. O face, aducand probe in sensul cid ,astdzi se poate dovedi cu argumente
hotaratoare ca gtiinta matematica nu e cu totul nefolositoare”. Urmeaza exemple din
stiinta galileo-newtoniana; dar raméne modest in ceea ce priveste statutul matem-
aticii: ,Matematica este, astfel, nu numai o limba precisi, de exprimare simpla, dar
si 0 unealtd de cercetare; ... matematica este cea mai perfectd limba in care se poate
povesti un fenomen natural®.

Tatad in ce situatie umilitoare s-a putut afla unul din marile spirite ale aces-
tei tari, intr-o societate victima a propriului ei esec in domeniul educational. Sunt
aproape o sutd ani de atunci gi, iata, statutul social al matematicii raméane la fel de
contradictoriu. Desigur, veti spune, Titeica era foarte respectat iar postura de incul-
pat in care s-a plasat era efectul unui anumit scenariu pe care gi-a bazat discursul de
receptie. Numai ca respectul de care beneficiazd matematicienii nu este atat expre-
sia intelegerii semnificatiei si valorii culturale a profesiei lor, cat a consideratiei fata
de un lucru banuit a presupune un efort intelectual major, din moment ce ramane
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pentru cei mai multi neinteles. Numai ci acest fel de respect poate oricind aluneca
in suspiciune si neincredere.

Mihai Ralea acuzi psihologia matematici

Intr-o convorbire cu Grigore Moisil, la Senatul Universitatii din Bucuresti,
Iorgu Iordan reprosa doud lucruri matematicienilor: ca se lauda prea mult intre ei
gi ca nimeni nu intelege ce fac ei. Dar, de la suspiciune la contestare nu-i decét
un pas; in 1954, o personalitate de subtilitatea lui Mihai Ralea acuza psihologia
matematica, aflatd la primii ei pagi in S.U.A., de a fi ,jun refugiu pentru conceptiile
idealiste in psihologie. Tatd cum de la o atitudine aparent inocentd se poate ajunge
la respingerea unui intreg capitol al stiintei, cu un impact major in disciplinele
cognitive actuale; un capitol in care scoala roméneasca de teoria probabilitatilor, de
la Onicescu i Mihoc la Marius losifescu si Radu Theodorescu, s-a afirmat in mod
exemplar.

Matematica, mijloc de manipulare a maselor, a fost i raméine un slogan scos
din cand in cind la suprafati, uneori cu scopuri ideologice, alteori din adversitate
fatd de cultura stiintifica si tehnologica, de care matematica este in mod traditional
lipita.

Spre domeniul lingvisticii computationale

Instinctiv, izolarea intelectuald gi sociald a matematicii, atat de ferm expri-
matad de Titeica in 1914, am simtit-o tot timpul si a fost pentru mine un impuls de
a o compensa prin extinderea razei mele de actiune. Inca din anii ’50 primisem un
avertisment: alianta dintre matematica si lingvistica era, sub aspect istoric, asoci-
ata cu emergenta calculatoarelor electronice, a informaticii gi a nevoii sociale privind
marirea eficientei in procesarea limbajului natural. De la revistele de matematica
si de lingvistica treceam treptat la cele de ciberneticd si de informatics. In 1963,
publicam la Moscova, in Problemy Kibernetiki un articol de modelare matematica a
unor fenomene morfologice; in aceeasi perioada, publicam un articol despre proiec-
tivitatea sintactica in revista Computational Linguistics initiatd de Ferenc Kiefer la
Budapesta; aceastd revistd a avut o viatd scurtd, dar a fost una dintre primele cu
acest profil. In 1967, prezentam la Grenoble o comunicare invitata la A doua Con-
feringa Internationald privind procesarea automatd a limbilor, iar doi ani mai tarziu
eram invitat la Stockholm, de citre Hans Karlgren (Research Group for Quantitative
Linguistics) la ceea ce el a numit International Conference on Computational Lin-
guistics. Era de fapt continuarea celeia de la Grenoble, dar inaugura denumirea de
Computational Linguistics, care avea sa faca istorie; ea avea sa se impuna, rezistand
pani in zilele noatre. Observati folosirea alternativi a epitetelor quantitative si com-
putational, simptomatica pentru acel moment inca derutant al lansirii unor noi arii
de investigatie.

De la limbajul natural la cel formal, apoi inapoi la cel natural

Comunicarea mea din Suedia se intitula Conteztual grammars. In 2009, se
vor implini 40 de ani de la prezentarea acestui nou tip de gramatici, care ocupa
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acum o literaturd destul de vastd. Cele mai multe contributii se inscriu in dome-
niul informaticii teoretice, la capitolul de teoria limbajelor formale, dar in ultimii
zece ani s-au cristalizat variante de gramatici contextuale cu impact in domeniul
lingvisticii computationale, cum se poate vedea in articolele publicate in Computa-
tional Linguistics (1998) si Linguistics and Philosophy (2001), doua dintre cele mai
prestigioase reviste in materie. Pe unii i mird poate denumirea acestei din urma
reviste. Dar, asa cum observa Moisil, nici filozofia nu mai este azi ceea ce a fost
ea altd datd; drumul de la filozofie la inginerie nu mai are nevoie de intermediari.
S-a scurtat gi drumul de la stiintd la inginerie. Granitele considerate pana mai ieri
de netrecut sunt azi sub semnul intrebarii. In 1997, Gheorghe Paun a publicat la
Kluwer monografia de sintezad Marcus Contextual Grammars, dar dupa publicarea
ei s-a acumulat o literatura atat de vasta in aceastad directie, incat acum ar fi nevoie
de o noud sinteza.

Tatd cum o idee nascuta din nevoia de a da o variantd generativa unor procedee
analitice folosite in lingvistica descriptiva americana se intoarce acum la studiul
limbajului natural, in perspectivd matematica gi computationala, dupa un itinerar
de cateva decenii in informatica teoretica.

O noui provocare: poetica matematica

Cateva intamplari, spre mijlocul anilor 60 ai secolului trecut, m-au condus
la problemele de poeticd matematicd, o altd sintagma aparent oximoronica, expresie
a unui alt proiect aparent utopic. Caietele mele de note de lecturd si de insemnari
personale erau de mai multi ani foarte bogate la acest capitol, dar nu se vedea
modul de a organiza puzderia de observatii disparate. Au intervenit insa, prin anii
1963-1965, trei evenimente care m-au ajutat si dau expresie friméntarilor mele.

Mai intéi, dintr-un articol amplu publicat in Le Monde am aflat despre moar-
tea lui Matila C. Ghyka, roméan stabilit in Occident, eminent cercetdtor al ritmului
si al aspectelor matematice ale artei, autor a doua volume consacrate numarului de
aur in biologie gi in artele vizuale. Am aflat deci despre o personalitate atat de
puternicd exact atunci cand ea a murit. Apoi, cam in aceeasi perioada, Profesorul
Constantin Drdmbd ma invita la biroul sdu de la Observatorul Astronomic, pentru
a-mi arata nigte documente. Asa am aflat despre Pius Servien (fiul astronomului
Nicolae Coculescu), ale cirui carti publicate la Paris in anii treizeci ai secolului trecut
au contribuit, concomitent cu cele ale lui Ghyka, 1a nagterea esteticii matematice, ale
cirei baze le pusese George D. Birkhoff cu cativa ani mai devreme. In sfarsit, parcs
in complicitate cu celelalte doud intamplari, Profesorul Octav Onicescu ma invita
sd studiez relevanta poeticd a notiunii de energie informationald, pe care tocmai o
introdusese intr-un articol din Comptes Rendus de L’Académie des Sciences (Paris).
Contactul cu opera lui Birkhoff, Ghyka si Servien a fost decisiv. Am reactionat
imediat la mesajul lor gi am simtit nevoia de a-1 duce mai departe. Aveam impresia
cd-i purtam de mult in mine gi cd a sosit momentul de a intra in scend si a-mi
juca rolul. Notorietatea de care beneficiam de pe urma lingvisticii matematice m-a
ajutat sd-mi plasez ugor ideile privind contrastul dintre limbajul stiintific si cel liric.
Roland Barthes imi ceruse o colaborare pe aceastd tema, pentru un numér special
din revista Langages, pe care-1 edita la Paris.

Putem méisura frumusetea? Pariul lui Birkhoff, Escher si Coxeter
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In 1970, public Poetica matematicd. De aceastd datd, ,scandalul® l-a intrecut
pe cel anterior, de la aparitia Lingvisticii matematice, fapt firesc, deoarece poetica
este mult mai populard decat lingvistica. Acest experiment in testarea reactiilor
fatd de o posibila relevantd a matematicii in teritorii ale artei a aratat unde anume
este principala rezistenta: matematicii i se recunoagte capacitatea de a aprofunda
structurile prozodice ale versului, aspectele structurale, formale ale figurilor retorice,
aspectele tipologice ale narativitatii, tipurile de geometrie teatrald, dar i se refuza o
eventuald pretentie de a facilita accesul la inefabilul poetic sau de a furniza criterii
de evaluare a calitatii artistice a unui poem. Dar G. D. Birkhoff tocmai acest lucru
il preconiza: un mod matematic de a aprecia plicerea estetica pe care o genereaza
un obiect. El porneste de la figuri geometrice dintre cele mai simple gi de la piese
muzicale dintre cele mai simple gi propune procedee de apreciere a gradului lor O
de ordine si a gradului lor C de complexitate. Apoi lanseaza ipoteza conform careia
placerea esteticd produsid de obiectele respective ar fi proportionald cu O gi invers
proportionald cu C. Ideile sale au fost suficient de provocatoare pentru a constitui
obiectul unei prezentari invitate la Congresul International al Matematicienilor, din
1928. Experimentul si ipoteza lui Birkhoff trebuie intelese ca o lucrare de laborator
privind psihologia creatiei artistice. Ulterior, ideile sale aveau si fie exprimate si
discutate in termeni de teoria matematica a informatiei, in cadrul gcolii germane a
lui Mazx Bense. Pe de alta parte, tentativa de a aprecia comparativ valoarea estetici
reapare in creatia lui M.C. Escher, in cadrul colaborarii sale cu geometrul H.S.M.
Cozxeter, criteriile fiind gi aici bazate pe ordine i pe complexitate.

De la respingere ferma la entuziasm debordant

Era inevitabil ca din toatd aceastd poveste si izbucneascd un mare scandal.
Ceea ce la autorii de mai sus are un caracter ipotetic, de experiment local, capata
in ochii unora proportiile unei blasfemii. Era respinsa tentativa de ,,a pune arta in
ecuatii si in formule®; la aceasta se reducea, pentru unii, actiunea de a da un sens
sintagmei poetica matematica. Dar, ar fi nedrept sa omitem faptul ca destule spirite
luminate din domeniul umanist au reactionat intr-un mod nuantat si, de multe ori,
interesant. In cele citeva zeci de recenzii ale cirtii mele, aprecierile au mers de la
negare fermd, dar cu argumente trimitand la autorii latini — din partea specialistului
in retorica Vasile Florescu, pAna la entuziasmul debordant al lui Jean-Marie Klinck-
enberg (Grupul de retorica de la Liége), care vedea in poetica matematicd o etapid
superioars in intelegerea poeziei. Intre aceste extreme s-au plasat multi dintre cei
mai buni scriitori, critici, esteticieni ai acelui moment. Poetii sunt foarte deschisi
fatd de aldturarile inedite de termeni, sunt gata sa le accepte gi sa le caute posibile
semnificatii, dar, in aceastd cidutare, ei isi dezvaluie, inevitabil, prejudecatile acu-
mulate in legdturd cu matematica. Pe de altd parte, in felul in care m-au recenzat
cei de formatie umanista s-a putut deslugi modul in care ei presupun ca o formatie
matematicd ar putea fi o piedica in calea unei intelegeri autentice a poeziei. Replica
poetului Nichita Stanescu, intr-o poezie pe care mi-a dedicat-o, este semnificativi:
»Matematica s-o fi scriind cu cifre/dar poezia nu se scrie cu cuvinte. Dar, este
bine cunoscutd replica datd de un important poet francez unui interlocutor care se
plangea ca nu scrie poezie deoarece nu are idei: Poezia nu se face cu idei, ea are
nevoie de cuvinte. Cine are dreptate? Pentru a intelege ce a vrut sd spuna Nichita
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in versurile de mai sus, scrise in 1970, trebuie sa mergi la Necuvintele sale din 1969
si la volumul de poeticd Respirari, din 1982. Poezia si matematica au in comun
contrastul dintre haina in care ies ele in lume si viata lor ascunsa.

Provocarea lui Claude Lévi-Strauss

In 1978, am editat la Klincksieck (Paris) lucrarea colectivi La sémiotique
formelle du folklore; Approche linguistico-mathématique, care a trezit interesul pro-
fesorului Pierre Maranda, directorul Departamentului de Antropologie Culturala al
Universitatii Laval (Québec). Am fost invitat acolo cu un scop precis: si reflectez
asupra unei formule pe care o lansase Claude Lévi-Strauss in 1955, dar care igi pas-
trase de-a lungul anilor caracterul ei enigmatic. In trei ani succesivi, de fiecare data
cate patru luni, am venit la aceastd Universitate pentru a ma cufunda in cercetarea
operei lui Lévi-Strauss. Formula sa avea aerul unui enunt, matematic, dar aparenta
era ingeldtoare. Intr-o terminologie teatrald, ea spunea, in esentd, ci un actor a in
rolul = se afla fatd de un alt actor b, aflat in rolul y, intr-o situatie asemanatoare
celeia in care s-ar afla b in rolul = fati de rolul y, devenit actor interpret al unui
rol a~! obtinut prin inversarea actorului a. Se observa ci are loc o dubla rasucire,
prima privegte transformarea rolului y in actor, iar a doua consti in transformarea,
prin inversiune, a actorului @ in rolul ¢~!. Timp de cateva decenii, nimeni nu a
inteles nimic din acest enunt. Nici méacar autorul acestei pretinse formule nu dadea
impresia ca-gi mai aduce aminte de ea.

Dar anumite amintiri indemnau la precautie Nici infinitii mici ai lui Leibniz
nu au fost intelegi, iar neintelegerea s-a risipit abia dupa vreo trei sute de ani,
prin analiza non-standard a lui Abraham Robinson. Pe de alti parte, acum gtim
cd antropologul caruia ii vom marca centenarul in acest an a devenit un termen
de referinti pentru evolutia ideilor in secolul al XX-lea. In anii ’40, cand se afla
in Statele Unite, i-a propus unui tanir matematician, André Weil (azi recunoscut
drept unul din geniile matematice ale secolului trecut), o problemi privind regulile
de cisdtorie in societatile primitive. Raspunsul, sub forma unui articol de cateva
pagini, a constituit nagterea unui nou domeniu: matematica relatiilor de rudenie.
Lévi-Strauss a demonstrat ca, desi cultura sa matematica este saracid, poate chiar
derizorie, potentialul matematic al ideilor sale este imens. Eram avertizat ci dispune
de o extraordinara capacitate de a adresa intrebari esentiale.

De la mituri la literatura si la matematica

Literatura a aparut, in traditia occidentalad, pe vremea lui Homer, deci cu
cateva secole inaintea matematicii (Thales si Pitagora). Améndoud sunt, intr-un
anume sens, fiice ale miturilor, de la care au preluat functia de simbolizare si situarea
intr-un univers de fictiune, care mediazi relatia cu lumea reald. Intr-o etapi destul
de tarzie a evolutiei lor, literatura mai intai, matematica ulterior, s-au prevalat de
un alt aspect al miturilor: transgresarea a ceea ce numim azi logica traditionala, prin
incédlcarea unuia sau altuia dintre cele trei principii: de identitate, de necontradictie
si cel al tertului inclus. Drept urmare, toate trei practicd paradoxul, la diferite
niveluri: sintactic, semantic sau pragmatic. O consecinta inevitabila a acestei situatii
este conflictul cu intuitia curentad, decalajul dintre ceea ce este inteligibil si ceea ce
este vizibil. Toate trei se afla sub semnul unor asteptari frustrate. Toate trei dezvolta
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un principiu de optimizare semioticd: maximum de gind in minimum de cuprindere
(pentru a folosi o expresie a lui Dan Barbilian, in legiturd cu Gauss).

O altd trasdturd comund priveste principiul holografic: in anumite conditii,
aspectul local, individual, poate da seama despre aspectul global. In mituri existd o
legatura stransa intre persoana si univers, intre anthropos si cosmos. In literatura,
clipa poate da seama despre eternitate, un copac da seama despre toti copacii lu-
mii. William Blake vede lumea intr-un griunte de nisip iar eternitatea intr-o ora.
In matematicd, putem deduce comportamentul global al unei functii analitice din
comportamentul ei local. Aga s-a ajuns sd se enunte ipoteza structurii holografice a
creierului uman si a universului.

O altd trasurd comund este prezenta elementului ludic; alta se referd la
prezenta metaforei. Am mai putea vorbi despre prezenta infinitului gi despre de-
pagirea, intr-un fel sau altul, a cadrului euclidian. Dar ne oprim aici.

Matematica: spiritualitate, libertate, gratuitate

Tata, deci, un tablou mai putin, daca nu deloc cunoscut al matematicii. De-
sigur, dincolo de aceste analogii intre matematica, pe de o parte, mituri si literatura,
pe de alta parte, putem dezvolta un intreg gir de deosebiri intre ele; dar aceste deose-
biri nu pot fi intelese corect decat in contextul elementelor comune, esentiale pentru
situarea istoricd a matematicii ca fenomen de cultura.

Mai intdi, urméarind firul dezvoltarii matematicii la vechii greci, constatam
caracterul predominant spiritual al ei, vocatia contemplirii unor armonii de forme
si arhetipuri. Inventarea teoremei este o achizitie spirituala care, numai ea singuri,
ar fi suficienta pentru a asigura prestigiul peste milenii al culturii vechilor greci. La
Pitagora, matematica si muzica sunt inseparabile, amAndoud raportate deopotrivi la
cosmos gi la arhitectura spiritului uman. Numerele, intervalele muzicale gi migcarea
corpurilor ceresgti conduc la ceea ce s-a numit muzica sferelor. Cele cinci tipuri
de poliedre regulate puse in evidentd de Platon sunt entititi fundamentale la fel ca
dreapta, cercul, patratul gi sfera, la Euclid, si fac parte din viziunea lui Platon asupra
matematicii ca reprezentare a universului. Le gisim in mituri, in diferitele religii,
in simbolismul artelor si in rezultatele fundamentale ale stiintei. Numérul prim,
sirul lui Fibonacci, proportia de aur, ideile de grup, de multime ordonatéa, de spatiu
topologic, banda lui Mébius, sticla lui Klein, notiunea de infinit mic, la Leibniz, si
universul non-standard al lui Robinson rezuma structuri, prototipuri si procese sau
comportamente cu valoare universald. De aceea pot apidrea deopotriva in natura
si in cultura, in gtiintd si in artd, in natura inertd si in cea vie. Pentru cultura
vechilor greci, Platon reprezintd cea mai inaltd expresie a matematicii ca aspect
fundamental al spiritului uman. Pentru Aristotel, discipolul lui Platon, matematica
nu este o parte a stiintei gi nu este subordonata acesteia; matematica se ocupa de
obiecte al cdror interes este de sine statator si care admit o motivare estetica.

186



Spiritualitatea matematicii : secolele XIII-XVII

Sf. Augustin (354-430) preluase de la Platon fascinatia pentru numere, iar
de la Fuclid metoda de procedare axiomatic-deductiva. Aceastd metoda avea sa fie
urmati de teologia catolicd pand spre secolul al XVII-lea. Dar nu numai teologia,
ci gi alte discipline au urmat aceeasi cale; a se vedea Etica lui Spinoza (1632-1677)
i mecanica newtoniana. Duns Scotus (secolul al XIII-lea) se ocupa de problema
existentei si infinitatii lui Dumnezeu, folosind procedee care prefigureaza notiuni din
ceea ce azi numim teoria multimilor ordonate. Nicolaus Cusanus (1401-1464) vede
in matematicd unicul mod de a ajunge la certitudine. Ca i Descartes, mai tarziu,
Cusanus adopta ipoteza unui Univers indefinit (nu infinit). N. Copernic (1473-1543)
propune, in lucrarea sa privind miscirile de revolutie ale sferelor ceregti (1540), un
model matematic al heliocentrismului. Opera lui Copernic a rdmas in primul rand
pentru valoarea ei stiintifici, dar si calitatea ei literard este remarcabild; este un
poem dedicat Soarelui gi Cercului.

In perioada Renasterii (secolul al XV-lea) are loc o alianta fericitd intre artele
vizuale gi matematicd, prin nume ca Leonardo da Vinci, Bruneleschi, Alberti, Al-
brecht Diirer, Piero della Francesca i Bombelli. Se realizeazad astfel un progres
substantial in intelegerea perspectivei (reprezentarea spatiului cu trei dimensiuni in
cel cu doud dimensiuni).

Galileo Galilei (1564-1642), prin Il Saggiatore, Sidereus Nuncius si mai cu
seamd prin opera sa Dialog se inscrie in istorie drept unul dintre péarintii stiintei
moderne, prin recunoagterea rolului central al matematicii in intelegerea lumii. Dar,
dupd cum au atras atentia Leopardi §i Italo Calvino, prin aceleagi opere Galilei
ramane si ca unul dintre marii scritori in proza ai Italiei. Un alt savant dublat de un
scriitor este Johannes Kepler (1571-1630), care in Astronomia Nova (1609) face apel
la cele cinci tipuri de poliedre ale lui Platon pentru a studia interactiunea dintre om
si cosmos. Kepler demonstreaza ca traiectoriile planetelor nu sunt circulare, cum se
credea, ci eliptice; sunt astfel aduse in atentie sectiunile conice ale lui Apollonios de
Perga (262-180). Pasul urmator: Isaac Newton (1642-1727) descoperd legea atractiei
universale (1687).

René Descartes (1586-1650) preconizeazd o stiinta unificatd, avind ca model
matematica. Asemenea lui Galilei, Descartes crede cd matematica este cheia care
deschide drumul spre o imagine globala, unificatd gi coerentd a lumii. Plecand de
la matematica, Descartes s-a simtit proiectat in fizica, filozofie, psihologie, fiziologie
si cosmologie, in toate acestea devenind un pionier. In Discurs asupra metodei,
Descartes straluceste nu numai prin deductie filozofici, ci si prin aspectul literar.

Spiritualitatea matematica: secolele al XVIII si al XIX-lea

In Convorbirile sale cu Eckermann, Goethe are unele reflectii privind mate-
matica. Intr-una dintre ele, considers ci matematica este o artd care ar trebui
sd se declare independentd de ceea ce ii este exterior, pentru a-gi urma marele ei
traseu spiritual, capabil s& cuprindd mai mult decat intelegerea lumii comensurabile
si masurabile. Pe de altd parte, Kant considerd ci matematica este o stiinta, dar
o stiintd a spiritului (Geisteswissenschaft), ceea ce il apropie de pozitia lui Goethe,
deoarece améandoi sunt de acord ca matematica nu-si are locul alaturi de stiintele
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naturii (Naturwissenschaften). Tot Kant considerd ci partea cea mai profundi a
matematicii este aceea care este cultivatd ca fiind interesantd in sine, deci pentru
propria ei placere.

Matematicianului nu-i poate raméne lipsit de interes faptul cd anumite situ-
atii paradoxale, care au intrat in raza de preocupari a matematicii abia spre sfarsi-
tul veacului al XIX-lea, au aparut mult mai devreme in literatura. De exemplu, in
secolul al XVIII-lea, Lawrence Sterne, in Tristram Shandy, recurge la situatii au-
toreferentiale iar, in secolul al XIX-lea, Lewis Carroll se prevaleazi sistematic de
paradoxuri in Alice in Wonderland gi in Through the looking glass. Dar de aceasta
datad este vorba de un professor de matematici (Charles Dodgson, alt nume al lui
Lewis Carroll); acesta este pasionat de jocul cu probleme de matematica si de logica,
pe care le introduce intr-o forma paradoxala in literatura sa debordand de imagi-
natie. Intr-un fel, il putem considera pe Lewis Carroll ca un precursor al literaturii
absurdului, deoarece ii introduce de multe ori pe cititori intr-o lume a haosului i a
lipsei de sens.

In secolul al XIX-lea, George Boole este atras de problemele cunoasterii iar
lucrarea sa devenitd clasici se intituleaza Investigatii asupra legilor gandirii. Proiec-
tul sdu de articulare a logicii, algebrei, limbajului §i gandirii era clar o incercare
temerard de patrundere in arhitectura spiritului uman. Am aflat astfel ca o conditie
necesara pentru realizarea corespondentei urmarite de Boole este natura binard a
cadrului algebric considerat. Asa se face cd numele lui Boole a ramas in memoria
colectivd a matematicienilor asociat cu binaritatea. Boole il continua pe Leibniz, de
aceea Leibniz trebuie gi el introdus in aceastd mare traditie spirituald a matematicii.

In Hard Times (1854), Charles Dickens se foloseste de un studiu al lui Sissy
Jupe privind proportiile, pentru a protesta contra entuziasmului unor contemporani
al sdi pentru analiza aritmeticd gi statisticd a conditiilor economice si sociale din
industria engleza.

In secolul al XIX-lea, sub influenta geometriilor neeuclidiene, literatura a pre-
luat unele preocupari privind lumile cu mai multe dimensiuni. In Flatland (1884),
Edwin Abbott introduce un narator care tridieste intr-un univers bidimensional.
Apare o sferd gi naratorul incearcd si-gi convingd cetidtenii de existenta celei de
a treia dimensiuni, dar este arestat. Progresul nu este acceptat.

Dubla singuriatate a matematicii

Matematicianul are nevoie de singurdtate pentru a se proteja. Nu este vorba
umitd intrebare, el o transform#, pentru a-i da un sens. Autorul intrebarii, un
inginer, un fizician, un economist, un lingvist sau altcineva, se simte de multe ori
frustrat, el are impresia ca problema lui a fost inlocuitd cu o alta. Dintr-o dati,
are loc o despartire de lume, se nagte o suspiciune. De aici i gluma conform careia
un matematician iti rezolva orice problema..., in afard de aceea care te intere-
seazd. S3-1 citdm, intr-o traducere aproximativi, pe Goethe (tot din Convorbirile cu
Eckermann): ,Matematicienii sunt ca francezii; le propui o problemi, ei o trec pe
limba lor si mai departe nu mai intelegi nimic“. De aici, s-a dedus uneori ca Goethe
nu-i agrea pe matematicieni. Este insa mai potrivit sa credem ca autorul lui Faust
avea o profunda intelegere a naturii activitdtii matematice, in care se manifesta
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un mod specific de a distinge un enunt cu sens de unul fard sens gi o perceptie
speciald a demarcatiei dintre claritate si obscuritate. Mai este apoi faptul ca, in-
stinctiv, matematicianul cauti sa se foloseascid de acele parti ale matematicii care-i
sunt familiare, deci modul de a da un sens unei intrebari depinde si de tipul culturii
sale matematice. Structurile, formele, tiparele, formatiunile matematice de orice fel
se imbogatesc mereu si sunt apte, prin generalitatea si varietatea lor, de a gizdui
idei dintre cele mai diverse; iar, dacid imaginatia sa este suficient de bogatd, el va
imbogati repertoriul existent cu formatiuni noi.

Dar, concomitent cu singurdtatea care-1 are pe el ca autor, matematicianul
traieste singurdtatea pe care matematica o resimte in viata sociala. Incepand cu
anii de gimnaziu, cei mai multi elevi resping ceea ce li se propune sub eticheta
matematicii, rimanand pe viatd marcati de aceasta experientd negativa. Daca se mai
intalnesc cu ea, in studentie sau profesie, este vorba de aspectul unealta, sub forma
unui algoritm, a unei formule, a unei reprezentari grafice de care se prevaleaza la un
anumit moment, intr-un itinerar care, in ansamblu, nu este de naturd matematica.
Intr-un caz mai fericit, dar destul de rar, apare nevoia de a face apel la matematica-
limbaj, deci nu numai la o utilizare locald, ci la una care angajeaza, pe un intreg
parcurs, folosirea limbajului matematic, daca nu in toate cele 9 componente ale sale,
mdacar cu o parte a lor. Pariul educatiei matematice se referd la faptul cad modul de
gandire pe care-l oferd aceastd disciplind are o valoare universala, deci este folositor
in orice altd disciplind si in orice domeniu al vietii. In momentul de fati ne aflim
la o distantd astronomica de implinirea acestui deziderat. Concludent este si faptul
cd, ajungi la varsta a treia, cei mai multi nu-gi amintesc din matematica nicio idee,
niciun fapt cu semnificatie culturald; numai unele cuvinte-sperietoare, ca logaritm,
sinus sau radacina patratd, le mai apar in memorie, ca un vis urat. Izolarea sociala
si culturald a matematicii este grava.

La ora pasilor peste granite

Matematica este aruncata in derizoriu de modul in care se face educatia ei si
de perceptia ei publicd. Faptul acesta iese in relief de indaté ce, prin contrast, luim
in considerare complexitatea culturala si datele istorice privind potentialul spiritual
al matematicii, pe care ne-am straduit sa le configuram. Ele ne ajuta sa intelegem
de unde anume vin bogatia intelectuala, forta artistica; universalitatea in cuprindere
si capacitatea de seductie a matematicii, atunci cAnd aceasta raméane autentica si
nu inlocuitd cu o caricatura a ei.

Deocamdata insa, toate aceste comori raman ascunse, chiar inexistente, in
educatie, in perceptia publica, in culturad, in orizontul celor mai multi intelectuali.
Nici mécar cei care, prin profesie, au contact cu partea instrumentald a matematicii
(fizicieni, ingineri, economisti etc.), de cele mai multe ori nu ajung la aerul tare al
marilor spectacole pe care le oferd matematica. Aga cum am incercat si aratim,
limbajul nu este decat unul dintre multele aspecte ale matematicii, dar gi acest aspect
este sesizat numai prin cateva dintre numeroasele sale componente si functii.

Ce s-a preferat, in schimbul celor de mai sus? S-a restrans educatia matema-
ticd la o aga zisa functie utilitara, inteleasd ca un ansamblu de procedee de operare,
care ar avea legatura cu problemele practice gi cu celelalte discipline. Realitatea este
insd alta. Metabolismul matematicii cu celelalte domenii este aproape inexistent in
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educatie iar viata cotidiana nu de formule are nevoie, ci de deprinderi de gandire in
etape, pe care matematica ni le inoculeaza; cand, totugi, prin aplicarea unei simple
formule invitate la gcoald, jucitorii la loterie gi-ar putea evalua gsansele de castig, se
constata ca cei mai multi nici macar nu-si amintesc de existenta ei.

Matematica igi extrage probleme de peste tot. Am putea chiar spune ca cele
mai interesante aspecte sunt cele care apar la interfata matematicii cu restul lumii.
Spre aceastd zonad mi-am orientat o buni parte din cercetdri. Am dat exemplul
formulei canonice a mitului. In ultimii 30 de ani, de cand autorul ei a revenit la
ea, accentuandu-i relevanta, faptul ca ea se afla in raport cu miturile intr-o relatie
asemanatoare celeia in care miturile se afld in raport cu viata, cercetarea formulei
respective s-a intensificat si citeva sinteze dau seama despre aceste ciutiri. Punctul
de vedere al matematicii nu a lipsit, mergand de la logica si algebra la matematica
morfogenezei, a lui René Thom. Dar in ce a constat aici rolul matematicii? S-au
propus lumi alternative, coerente, in cadrul cirora intuitiile lui Lévi-Strauss capata
un statut conceptual. Nu atat despre teoreme este vorba, ci de metafore matematice
a caror relevanta antropologica va fi pusa mereu in discutie. Matematica se afla la
ora pagilor peste granite, la care se raporta Werner Heisenberg, intr-o celebra carte
a sa.

De la izolarea matematicii la universalitatea ei

Daca aventura lingvistica a matematicii avea predecesori ilugtri, de la Newton
si Leibniz la Kolmogorov si Dobrushin; daci asocierea ei cu arta s-a aflat in atentia
lui G.D. Birkhoff, A. N. Kolmogorov si H.S.M. Cozeter (pentru a ne referi la seco-
lul al XX-lea); dacd imixtiunea matematicii in antropologie il avea ca initiator pe
unul dintre cei mai importanti matematicieni ai secolului al XX-lea, André Weil,
noul domeniu, semiotica, spre care aveam s ma indrept in anii ’70 ai secolului tre-
cut, purta girul celui mai important matematician american al secolului al XIX-lea,
Charles Sanders Peirce. Este vorba de un punct de vedere care-gi are originea la
vechii greci, trece prin teologia catolicd a Evului mediu si se regiseste la Leibniz,
pentru a schita o mica parte din itinerarul acestei discipline a modului de generare si
transformare a semnelor. Intre matematica si semiotica legitura este atat de natu-
rald, incat apare tentatia de a o considera pe prima drept o ramura a celei de a doua.
Cu toate acestea, in mod paradoxal, la inceputul anilor '70 ai secolului trecut, cand
semiotica a capatat o baza institutionald, nu matematicienii, ci lingvistii, literatii
si artistii au fost cei mai activi in promovarea studiilor de semiotica. Ulterior au
aparut si biologii, informaticienii, matematicienii etc. Dar, ca urmare a activitatii
mele anterioare in lingvisticd, am trecut ugor la noua orientare iar Umberto Eco m-a
invitat ca raportor la Primul Congres al Asociatiei Mondiale de Semiotica, pe care-1
organiza in 1974, la Milano. Semiotica s-a dovedit a fi liantul de care aveam nevoie
pentru a facilita legatura dintre ideile matematice, pe de o parte, si problemele
provenite din biologie, informatica, psihologie, literatura, economie, lingvistica, is-
torie, relatii internationale etc., pe de alta parte. Un moment important, in aceasta
directie, a fost Seminarul combinat de matematica, geneticad moleculara, lingvistica
si informatici pe care l-am organizat la Institutul de lingvistica al Americii (Buffalo,
New York, 1971).

Numai cativa ani mai tarziu, in 1976, am devenit seful echipei Universitatii
din Bucuresti in cadrul Proiectului Universitatii Natiunilor Unite (Tokio) Obiective,
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procese gi indicatori de dezvoltare. Dialogul cu specialigti din alte domenii, din
cateva zeci de tdri, pe care mi l-a prilejuit, timp de vreo sapte ani, acest experiment
a avut un rol decisiv in antrenamentul meu transdisciplinar iar in anii '80 intreaga
cunoagtere imi apdrea unitard gi devenisem foarte congtient de daunele lipsei de
comunicare dintre discipline. Dar s& nu uitdm ca inca in prima jumatate a secolului
trecut ideea unei unificari a cunoasterii revenise puternic, domindnd preocupdrile
Cercului din Viena; Rudolf Carnap sustinea cd nu exista decat o singura stiinta.

Mi s-a configurat astfel capacitatea matematicii de a fi un catalizator al trans-
ferurilor de idei, concepte i rezultate intre domenii dintre cele mai diferite. Nu
cumva tocmai izolarea la care este condamnata ii conferd matematicii universali-
tatea pe care nimeni nu i-o poate contesta?

Solidaritate cu lumea cercetarii

Pe misura ce ma implicam in domenii tot mai variate, devenea tot mai dificila
urmarirea impactului meu in aceste domenii. Incepusem, inc# din anii ’80, si consult
Science Citation Index, de acolo aflam despre unii autori care se refereau la ceea ce
publicasem, dar de multe ori revistele respective erau inaccesibile. Aveam nevoie ca
de aer de aceste ecouri. M4 citegte cineva? Intereseazi pe cineva ceea ce public? Este
recunoscuta intreprinderea mea drept o actiune necesara - sau mécar interesanta -
de injectare a gandirii matematice in domenii aparent departate de matematica?
Nu cumva sunt perceput ca un intrus? Sau ca unul care complica inutil lucrurile?
Gluma care pretinde cd matematicianul este recunoscut dupa faptul ca da raspunsuri
lung gandite, precise, dar inutile, nu a aparut din senin.

Toate aceste intrebiri erau pentru mine expresia unei nevoi organice de a ma
cunoagte, de a mi evalua, independent de ceea ce birocratia universitard imi cerea
sd raportez periodic. Aga cum este de neconceput si te angajezi in studiul unei
probleme fira a te interesa de cei care s-au ocupat anterior de ea, la fel de grava mi
se pare atitudinea de indiferenta fata de cei care au reactionat, intr-un fel sau altul,
la mesajul tau, preluand ipotetica ta stafetd gi ducand-o mai departe. Acest act de
solidaritate, in interiorul lumii cercetarii, oferd o compensare mécar partiald a starii
de singuratate, de izolare fata de cei din afara.

Dar, pentru a duce pana la capat aceasta idee, mai trebuie addugat ceva. Daca
ne intereseazd reactiile celorlalti, atunci este nevoie in prealabil ca mesajul nostru sa
ajungd efectiv la cat mai multi dintre potentialii interesati. Aceasta revine la faptul
ca rezultatele noastre sunt publicate in locurile cele mai vizibile, deci in revistele
cele mai frecventate. Numai cd aceste reviste sunt gi cele mai exigente. Riscul de
a primi un raspuns negativ sau unul critic, implicAnd reconsiderarea textului, este
mare. Intr-o lume gribitd, care functioneazi dupa sloganul ,a publica sau a pieri®,
intr-o lume comoda, perspectiva trimiterii unui articol la o revista de inaltad exigenta
nu pare atractiva.

Cultura roméana, timida in comunicarea cu lumea

Acceptam cu greu si de multe ori respingem realitatea in care traim. Cu-
noagterea s-a globalizat, cercetarea s-a globalizat gi ea, monitorizarea gi evaluarea
lor se fac la nivel global. Suntem controlati de altii, dar, in masura in care suntem
validati, participam si noi la procesul de monitorizare gi evaluare a altora. Situatia
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este perfect simetricd. Ne aflam in fata unei probleme care nu este numai a fiecirui
cercetator in parte, ci si a culturii roméne in ansamblul ei. Aceastd culturd a fost
timida in ceea ce privegte comunicarea cu lumea. O inertie istoricd trebuie acum
invinsa.

Ca o consecinta fireasca, fatd de anii ’50 si ’60, am devenit mai exigent. Nu ma
limitez sa constat cd un anume autor imi acorda atentie, ma intereseazd substanta
acestei atentii. Este vorba de o referinti esentiald sau numai de una marginal, locala
sau, eventual, de una pur formald? Sau cumva demersul meu este chiar punctul sau
de plecare, fie pentru a-1 continua, fie pentru a propune unul alternativ?

Este el o autoritate recunoscuts a domeniului sau un incepator? Este revista
in care se face referinta respectivad una de mare prestigiu sau macar una onorabild?
Mi se pare de asemenea semnificativd rezistenta in timp a unui rezultat. Atentia
de care beneficiazd un articol la 50 de ani dupa publicarea sa are o greutate mult
mai mare decét citarea sa la numai cativa ani dupa publicare. Se intampla si fii
citat ani de-a rdndul pentru un anumit rezultat, pAna in momentul in care cineva
publicd o sintezd a domeniului respectiv, in care articolul tau este citat cum se
cuvine, dar ulterior cei mai multi nu mai trimit la articolul in cauzi, ci la sinteza
care l-a inglobat. Paradoxal, cel mai inalt elogiu care se poate aduce unui anumit
concept, unui anumit rezultat, este disparitia nevoii de a-1 mai mentiona pe autor.

O lume inefabili

Este vorba despre lumea matematicii, o lume inefabila, in primul rand pentru
ca nu se poate defini. Cand li se cere definitia, matematicienii fac un ocol gi raspund
prin a indica unele atribute ale domeniului lor; o definitie directa, cat de cat scurta,
a matematicii este evitatid. Din acest punct de vedere, matematica se afli in situatia
artei, la fel de imposibil de definit. Existd si un alt mod de a ocoli definitia: prin
indicarea diferitelor ei compartimente, de exemplu, asa cum figureaza ele in marile
reviste de referate. Acest ocol este folosit uneori si atunci cind trebuie explicat ce
este arta.

Exista si un alt fel in care se manifesta inefabilul matematicii: prin contrastul
dintre modul in care se prezintd matematica in lume gi modul in care arata viata
ei ascunsd. La suprafatd, matematica este dominatd de deductii, de formule si de
algoritmi; ea procedeaza de la definitii, leme si teoreme la demonstratii, corolare si
exemple. In ciutarile si fraimantarile ei, ea este stribatutd de intrebiri, incercari,
ezitari, greseli, egecuri, tatonari, analogii, asocieri de tot felul, amintiri din ce-am
trait sau ce-am visat candva, reprezentari vizuale, testdri pe exemple particulare,
mirdri, intuitii si emotii. Simptomatica pentru discrepanta dintre aparenta i sub-
stanta matematicii este distanta, care poate fi foarte mare, dintre momentul gasirii
unui rezultat si cel al confirmarii sale prin demonstratie. Totul se intamplid ca in
celebra reflectie a lui Blaise Pascal; pentru a porni in cdutarea unui lucru, trebuie
mai intai sa-1 gasim. Nu este nicio contradictie aici. Gésirea este abductiva, iar
cdutarea urmareste o confirmare deductiva.

Ordinea in care matematica se prezinta in lume este in bund misura opusa
ordinii istorice. De exemplu, notiunile de limita, continuitate, derivata si integrala
sunt invatate in aceastd ordine, dar ordinea in care ele s-au cristalizat este inversa
acesteia.
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G. Calinescu aprecia cd istoria literarad este o gtiintd inefabild. Matematica
este inefabili, are, printre diferitele ei trasaturi, si unele comune cu stiinta, fara
insad a putea fi inclusa printre gtiinte, deoarece nu se ocupa, prin destinatia ei, de
o anumitd felie a naturii sau a societatii. Aga cum am mai observat, matematica
are un potential stiintific, are gi unul artistic, are §i unul filozofic; dar ea raméne, in
concertul culturii, o voce separatd, inconfundabild. O buna parte a lumii academice
ii respecta acest statut.

Matematica, in viziunea ideilor primite, in sensul lui Flaubert

Cea mai raspandita este aceea de gtiinta exactd. Conform unei definitii de
dictionar, ,stiintele exacte sunt acele domenii ale gtiintei care sunt capabile de o ex-
presie cantitativa acuratd sau de predictii precise gi de metode riguroase de testare
a ipotezelor, in special de experimente reproductibile, implicAnd predictii si ma-
surdtori cuantificabile* (Wikipedia). Dupd cum se vede, acest cligseu se bazeazi, la
randul sau, pe alte doua cligee: ,matematica, stiintad a cantitatii“ gi ,,matematica,
stiinta a naturii sau/gi societatii“. Primul cliseu domind gi acum perceptia comuna
a matematicii, dupd cum rezultd din definitia ei in Dictionarul explicativ al limbii
romdne: ,stiintd care se ocupd cu studiul méarimilor, al relatiilor cantitative gi al
formelor spatiale (cu ajutorul rationamentului deductiv)®“. Al doilea cligeu rezultd
din asimilarea matematicii cu domeniile in care ea se valorificd. Se observa gi un
al treilea cligeu, care reduce matematica la functia ei de unealtid. Cat de departe
suntem de geometria gi aritmetica vazute drept doua dintre ,,cele gapte arte liberale®
(celelalte cinci fiind gramatica, retorica, logica, muzica si astronomia)!

Desigur, matematicienii din a doua jumatate a secolului trecut au fost congti-
enti de toate aceste falsificari ale naturii reale a domeniului lor §i au propus versiuni
alternative: matematica, ,studiu al formelor si evolutiei lor“ (R. Thom); ,stiint3
a modelelor (patterns)“ (L. Steen); ,corp de cunostinte centrat pe conceptele de
cantitate, structurd, spatiu si migcare* (Wikipedia) iar, in secolul al XIX-lea, B.
Peirce propusese ,.stiinta care dezvolta concluzii necesare”. Fiecare dintre ele prinde
cate un aspect, dar niciuna nu separd matematica de toate celelalte domenii.

Intre functia cognitivi si cea utilitara

Ca Janus, cel cu doud fete, matematica ne aratd uneori functia ei cogni-
tiva, alte ori pe cea utilitard. Relatia dintre ele este pe cat de simpla, pe atat de
paradoxald: cea mai bogata sursa de sustinere a functiei utilitare a matematicii se
afla in avansul functiei sale de cunoagtere. Dar pretul care trebuie platit pentru
ca acest lucru sa se intample este libertatea acordata matematicianului de a-si dez-
volta cercetarile sale nestingherit, neimpins de la spate de tot felul de planificari, ci
ghidat exclusiv de curiozitatea sa, de bucuria sa de a ,,vagabonda“ in lumea ideilor
matematice, lume pentru el suficientd pentru a-l1 motiva in efortul siu intelectual.

Nu intamplitor am folosit verbul ,a vagabonda“; m-am gindit la verbul
francez errer si la latinescul errare, care inseamna, in acelagi timp, ,a rataci, ,a
vagabonda®“ gi ,a gregi“. Cu alte cuvinte, cand mergi incoace si incolo, tatonand
diverse posibilititi, egti supus greselii i egecului; incerci din nou §i din nou gi acesta
este marele joc al matematicii (dar nu numai al ei).
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Matematica trebuia si raména ca muzica, si fie cultivatd pentru propria ei
placere. Functia terapeutica a muzicii a fost observatd de multd vreme, dar nimeni
nu s-a gandit ca societatea si-i conditioneze pe comporzitori de efectul curativ al
creatiei lor muzicale. Matematicienii n-au avut acest noroc. Societatea s-a focalizat
mereu asupra functiei utilitare a matematicii si, in mare masura, a apreciat munca
matematicienilor in raport cu cerintele practice, fira a constientiza sursa reald a
acelei ,unreasonable effectiveness of mathematics (E. Wigner).

,Pentru onoarea spiritului uman*

Dar aici mai trebuie subliniat un aspect. Cercetarea matematici este o acti-
vitate cu scadenta nedeterminaté; ea este, in general, o intreprindere de cursa lungs,
se extinde la generatii successive, care pot ocupa secole, dacd nu chiar milenii. Nu
se gtie exact cand a inceput si nu i se intrevede un sfargit. Acest atribut il are gi
cercetarea din alte domenii. Dar in matematica fiecare predare gi preluare a gtafetei
este atat de explicita, de clara, incat poti contempla in toatd grandoarea sa acest
spectacol in care eforturile unor oameni care au trait in perioade dintre cele mai
diferite ale istoriei se conjuga intr-un singur elan, pentru a conduce la rafinamentul de
gandire al matematicii contemporane. Am triit pentru prima oard acest sentiment
ametitor, pe vremea cind eram student, contempland istoria analizei matematice,
de la Arhimede pana in secolul al XX-lea. O dulce ameteald, la varsta adultd, in
prelungirea starii similare traite in copilédrie, la varsta scranciobului si a toboganului.

In 1830, Carl Gustav Jacobi, intr-o scrisoare citre Adrian-Marie Legendre,
scrie:

,DI. Fourier crede ca scopul principal al matematicii este de a fi utild si de a
ezxplica fenomenele naturale; dar un filozof ca el ar fi trebuit sa stie ca scopul unic al
stiintei este onoarea spiritului uman gi ca sub acest titlu o chestiune privind numerele
nu valoreazd mai putin decdt una relativa la sistemul lumii®.

Sloganul lui Jacobi a fost preluat ca titlu al cartii sale din 1987, de céatre
Jean Dieudonné: Pour Uhonneur de lesprit humain (Hachette, Paris). Ca gi pe
Jacobi, pe Dieudonné il anima intelegerea (pe care am mogtenit-o de la vechii greci)
matematicii ca artd, mai degraba decit intelegerea ei ca stiintd; matematicianul
cautd frumusetea, nu utilitatea. Dar utilitatea vine gi ea, la vremea ei. Cu alte cu-
vinte, ar fi o profunda eroare sa credem ca functia cognitivi gi esteticad a matematicii
este un mijloc prin care atingem scopul reprezentat de functia ei utilitard. Ade-
varata matematica este cultivata pentru propria ei placere gi tocmai prin aceasta ea
onoreaza spiritul uman.

Capacitatea formativi a matematicii vine din gratuitatea ei

Ajungem astfel la una din sursele egecului matematicii gcolare: greseala de a
crede ca il educam pe elev furnizandu-i scule cu utilizari precise. Regulile de folosire
a sculelor pot fi deprinse relativ ugor, dar valoarea lor educationald este derizorie.
Aritmetica gi geometria dispun de resurse bogate de dezvoltare a capacitatii copilului
de a se mira, de a se intreba, de a imagina rispunsuri, de a tatona diferite cii de
rezolvare, de a stabili punti de legatura cu intelegerea naturii, a limbajului, a istoriei
si geografiei. Dar totul trebuie sd se bazeze pe dezvoltarea propriei sale curiozitati,
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in aga fel incat el sa accepte ca unica rasplatd bucuria, plicerea de a intelege, prin
pasi marunti, cate ceva din lumea care il inconjoara si de a se intelege pe sine.

La intrebarea pe care o auzim mereu, din partea unor elevi, dar i din partea
unor parinti gi educatori: De ce matematicd pentru copii care nu-gi propun si devina
matematicieni? le raspundem: Pentru cd matematica este un mod de gandire cu
valoare universald gi pentru cé ea prilejuieste bucurii spirituale la care orice fiinta
umani ar trebui si aiba acces. In misura in care adolescentii vor invita si se bucure
de frumusetile matematicii, ale stiintei, ale artei si literaturii si vor simti nevoia de
a le frecventa, ei nu vor mai suferi de plictiseala iar tentatia unor activitati derizorii,
uneori antisociale, va scddea.

Pornind de la o intrebare a lui Rilke

In celebrele sale Scrisori citre un tandr poet, pe care le-am citit ca adolescent,
Rainer Maria Rilke il sfatuia pe interlocutorul siu, atras de magia versurilor, sa
persiste in a scrie poezie numai daca simte cd nu ar putea trai altfel. Cercetarea
matematicd nu este cu nimic mai putin exigenta si selectiva, chiar daca severitatea
selectiei este aici de o altd naturd. Intrebarea lui Rilke devine inevitabild: S faci
cercetare matematici numai dacd simti ci nu ai putea trai altfel? Paul R. Halmos
a dat undeva un raspuns afirmativ unei intrebari similare. In ceea ce ma priveste,
un singur lucru pot spune: ci nu mi-ag fi putut imagina viata altfel decat intr-o
activitate de cercetare iar, in masura in care as fi fost impiedicat s-o fac, m-as fi
considerat de-a dreptul nenorocit.

Maestri si discipoli

Traditiei evocarii unui predecesor ilustru, la primirea in Academia Roména,
ar trebui sa i se adauge, cel putin din considerente de simetrie, portretizarea unui
discipol, a unui posibil viitor membru al acestei Academii. Ma voi conforma acestui
principiu, dar o voi face nu atat din ratiunile de simetrie la care m-am referit, cat
dintr-o nevoie profundi de a spune adevarul, de a ma marturisi: am invatat de la
unii dintre fostii mei studenti nu mai putin decat au invatat poate ei de la mine.
Intr-o circularitate simptomaticii pentru vremea in care triim, ajungem sa invatam
de la cei care ieri au invitat ei de la noi. Intr-un anume sens, discipolii de ieri ne
devin azi profesori.

Relatia maestru-discipol trebuie deci reconsideratd. Fatid de complexitatea
actuala a vietii academice si fata de cerintele tot mai variate ale competitiei actuale
a valorilor, tanarul in plina formare are nevoie de mai multe puncte de sprijin, de
mai multi termeni de referinta. Nimeni nu exceleazi in toate privintele, nimeni nu
este un reper in toate; nevoia de mai multe repere este legitima. Dar, pe de alta
parte, inaintarea in varsta adaugi la maegtrii gi la discipolii de ieri pe altii, care apar
pe parcurs. Ca student, aveam cateva repere: Miron Nicolescu §i Simion Stoilow,
Dan Barbilian si Gheorghe Vranceanu. Ulterior, s-a adaugat Grigore C. Moisil. De
la fiecare dintre ei am preluat altceva. Dar treptat, pe masura ce ii descopeream,
prin lecturd, pe profesorii profesorilor mei, m-am atagat puternic de Spiru Haret,
Dimitrie Pompeiu, Traian Lalescu si Petre Sergescu. Cu toti acestia m-am simtit
pe aceeagi lungime de unda. N-au fost numai matematicienii, dar nu mai este loc
pentru ei aici.
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Un discipol care mi-a devenit maestru: Vasile Ene

Pana aici pare totul normal, conform agteptarilor. Numai cd printre noii mei
maestri au inceput a se strecura unii dintre fogtii mei studenti. Voi da un singur
exemplu: Vasile Ene. Venea dintr-o familie siraca, isi traise copilaria intr-o casi fara
biblioteca. Ca elev, aflase dintr-o carte de popularizare ca exista integrale mai bune
decat aceea care se afla in manualul gcolar. Ardea de curiozitatea de a le cunoaste.
A ales matematica. Nu era studentul meu, predam la altd serie. Dar intr-o zi, in
sala de lecturd a Bibliotecii Facultatii de Matematica, m-a abordat. Dupa cautari
haotice, fara rezultat, in rafturile Bibliotecii, incercase pe cont propriu sa imagineze
o continuare la ceea ce se afla in cursul universitar. I-am recomandat si consulte
colectia revistei Real Analysis Exchange, in care se publicau frecvent articole pe tema
care-1 obseda. A fost pentru el un moment de revelatie, care i-a schimbat viata. A
devenit, in scurt timp, un colaborator aproape permanent al acestei reviste de inalta
exigenta. Trdia cu atata intensitate problemele integralelor neabsolute, observa cu
atata finete punctele delicate si cotiturile periculoase carora trebuia sa le faca fati,
imi vorbea despre ele cu atata pasiune, recurgand la reprezentari vizuale, gesturi,
mirdri, incit aveam impresia ci obiectele sale matematice erau nigte fiinte vii, cu care
convietuia intr-o armonie deplina. Ma simteam un invitat privilegiat in laboratorul
siu de creatie. Nu mai traisem momente de acest fel decét la cursurile profesorului
Dan Barbilian. Intalnirile mele periodice cu Vasile Ene erau zile de sirbitoare,
prilejuite de cate un nou articol care urma sa fie trimis la Real Analysis Exchange.
Contrastul izbitor dintre caracterul foarte tehnic al acestor texte i modul in care ele
prindeau viata in discutia directa cu autorul lor avea pentru mine o valoare simbolica
si suna ca un avertisment privind felul gresit in care se face educatia matematica.
Da, aveau dreptate vechii greci, o teoremé este un spectacol, dar trebuie ca cineva
sd-i asigure regia; o teorema poate fi un sentiment, cum observa Moisil, dar pentru
a-l trii este nevoie gi de expresia sa verbali.

Despre Vasile Ene pot spune cu certitudine cé, din momentul in care a cunos-
cut adevirata matematicd, nu a mai putut trai fard ea. Aceastd pasiune a dat vietii
sale un sens superior, de o valoare intelectuala si morald exemplard. A murit la
varsta de 41 de ani, rdpus de o boald careia nu i s-a putut stabili natura. Pentru
cercetdrile sale profunde de analizd matematica, revista Real Analysis Exchange l-a
omagiat prin infiintarea a ceea ce se numeste Vasile Ene Memorial Fund, anuntat in
fiecare numdr al revistei gi destinat finantarii participarii unui tanar matematician
roméan la o conferinti internationald de profil.

Prin omagiul pe care-1 aduc lui Vasile Ene, imi exprim recunostinta fata de toti
cel care m-au insotit, in vreun fel sau altul, in cilatoria neverosimila care, probabil,
se apropie de sfargit.

Imi vin in minte versurile lui Serghei Esenin:

Te-am trait sau te-am visat doar, viata?

Parca pe un cal trandafiriu

Vesel galopai de dimineata!

Bucuresti
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Grupuri de matrici din M, (R) si aplicatii la rezolvarea
ecuatiei diferentiale LX' + M X =0, unde M € M, (R) si
L ¢ GL,(R)

DE ADRIAN REISNER

Abstract

The article shows how certain aspects of the theory of matrix groups can be used
in solving a differential equation.

Key words: matrix groups.

M.S.C.: 34A05.

Partea I: Grup de matrici

Vom nota cu aceasi literd A un endomorfism al spatiului vectorial R™ gi ma-
tricea sa in baza canonica al lui R™.

Consideram un grup multiplicativ G continut in multimea M, (R), nu redus
la {0}. Elementul neutru al grupului G va fi notat cu E (acest element E poate fi
diferit de I,, matricea unitate al algebrei M,,(R)). Deci, G nu este in general un
subgrup al grupului GL,, (R). Pentru orice matrice A € G avem AE = A, EA=A
gl existd o unicd matrice A’ € G astfel incat: AA' = A’A = E. Avem:

Propozitia 1. Toate elementele din G au acelasi rang v > 1.

Demonstratie. Intr-adevir, din egalitatea AE = A deducem: rg A < 1g F
[rg (AB) < inf{rg A,rg B}]. La fel egalitatea F = AA’ conduce la inegalitatea
rg F <rg Asi, in final, pentru orice A € G, rg A=rg E=r, c.c.t.d.

De acum inainte vom numi G, un grup multiplicativ continut in multimea
M, (R) care verifica, pentru orice A € G, rg A =r. Are loc:

Propozitia 2. Matricea E este asemenea matricei

I. 0
J, = ( 0 ) .
Demonstratie. Deocarece E? = E, endomorfismul E este un proiector pe
ImFE si de nucleu KerE. Rezultd R” = InE@®KerE. Fie atunci {e1,es...¢e.} 0 bazi

aspatiului ImE si {e,;11,...,e,} 0 bazid a spatiului Ker E. Matricea endomorfismului
asociat lui F in baza {ej,ea,...,e,} este

I, 0
#=(5 )
c.c.t.d.

Dacar =n, avem E = I,,: in acest caz avem A’ = A~! si G,, este un subgrup
(propriu sau impropriu) al grupului GL, (R).

Fie P € GL,(R) verificand J, = P7'EP. Avem urméitoarea teoremi care
caracterizeazd un grup G,:

Teorema 3. Urmdtoarele cele doud asertiuni sunt echivalente:

i) Matricea A de rang r < n apartine unui grup G, de element neutru
E=PJ.P "
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ii ) Matricea A este asemenea unei matrice de forma ( %1 8 ) unde 4; € G

subgrup al grupului GL,.(R):

_ A 0 1
ar(B Yo

Mai mult, cu aceste notatii, avem

p o AT 0 5o
A_P(O 0 P,

Demonstratie. i) = ii) Consideram aplicatia M, (R) — M,(R),
X — P7!XP. Multimea G’ imaginea grupului G, este un grup multiplicativ —
avand pe J, ca element neutru. Pentru orice matrice

_( B1 B /
B<33 B4>€GT

descompusa in blocuri, din egalitatile BJ, = J,.B = B deducem By = Bs = By = 0.
Pe de altd parte conform propozitiei 1, pentru orice B € G, rgB =rg J, = r si deci
B; € GL,(R). A fiind o matrice oarecare din G,

iy (A0
PAP_<00,

unde A4; € GL.(R). Aplicatia ¢ : G, — GL.(R), A — A, este un morfism de
grupuri. Imaginea Imy a morfismului ¢, este deci un subgrup G al grupului GL,.(R):

B A 0 1
o {r( 4 0)r
Deoarece J,. este elementul neutru al grupului G, matricea A’ este asemenea

(AT 0
matrlcel( 0 0)

Aleg}.

A':P(“g)1 0>P_1.

ii) = i) Invers dacd G este un subgrup al grupului GL,(R) si P o matrice
oarecare apartinand grupului GL, (R) rezulta imediat ca

B A 0 o
o {p( 4 0

este un grup multiplicativ. Teorema 3 este astfel demonstrata . Cu alte cuvinte:
Orice grup multiplicativ G, confinut in mulfimea M, (R) este P— conjugat
unui subgrup G al grupului GL,(R) unde P € GL,(R).
Observatie. Matricea A poate apartine mai multor grupuri G,.. Matricea
A’ nu depinde decat de matricea A, independent de grupul G, care contine A.
Avem atunci:

Aleg}
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Corolarul 4. Cele cinci proprietati urmatoare sunt echivalente:

a) A apartine unui grup multiplicativ G.

b) rg A =rg A2

¢) ImA = ImA?2,

d) KerA = KerAZ.

e) R" =ImA @ KerA

Demonstratie. a) = b ) A gi A% sunt doud matrici apartinand grupului G:
conform propozitiei 1 deducem atunci asertiunea b).

b) = ¢) Avem ImA? C ImA deci dacd rg A = rg A%, avem ImA = ImA2.

c¢) = d) Avand ImA = ImA?2, teorema rangului conduce imediat la dim Ker A =
=dim KerA?. Pe de alt# parte KerA C KerA? i deci asertiunea d) este demonstrata.

d) = e) Demonstram cid KerA NImA = {0}. Fie v € KerA NImA; Avem
x=A(y) si 0 = A(z) = A%(y). Deci y € KerA? = Ker4; deci x = A(y) = 0.

Avand dimImA 4 dim KerA = n deducem asertiunea e).

e) = a) Fie {e1,ea,...,¢,.} 0 bazd a spatiului ImA si {e,y1,...,e,} o bazd
a spatiului KerA. ImA fiind un supliment al spatiului KerA deducem ca restrictia
endomorfismului A la spatiul ImA este un izomorfism ImA — ImA. A; fiind ma-
tricea acestui izomorfism in baza {ej, e, ..., e}, matricea A este asemenea matricei

< 01 8 > Implicatia ii) = i) din teorema precedenta permite atunci si se deduca

concluzia.

Mai mult, are loc:

Propozitia 5. Toate elementele grupului G.(r < n) au aceeasi imagine i
acelasi nucleu.

Demonstratie. Din egalitatea FA = A, pentru orice A € G, se deduce ca
ImA C ImFE, pentru A € G,. La fel egalitatea AA’ = E, pentru orice A € G,
conduce la ImE C ImA, pentru orice A € G,. Deci InA = ImFE, pentru orice
A € G,. De asemenea, pentru nucleul KerA, folosind egalititile AE = Agi AAA=E,
pentru A € G, (sau teorema rangului), rezultd KerA = KerE, pentru orice A € G,..

Observatie. Cu aceastd propozitie, A si A? apartinand grupului G,., aserti-
unile b), c), d), e) din corolarul 4 sunt astfel evidente.

Exemplu numeric
01
(0 0)

e Matricea nilpotenta
nu apartine nici unui grup multiplicativ de matrici cici avem A?=0 decirg A#rg A2.
e Fie matricea

1 2 1
A= 2 4 2 € Ms(R).
1 0 0
Avem
6 10 5
A2=1| 12 20 10
1 2 1
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si deci rg A = rg A? = 2, adica A apartine unui grup multiplicativ de matrici Gs.
Matricea A este asemenea matricei

-4 2 1 1 21 11 0 110
pPtap=| 5 -2 -1 2 4 2 2 2 -1 |=|54 0 |;
2 -1 0 1 00 1 0 2 00 0
avem
1 0 0
E=PJLPt=| 2 0 0
-4 2 1
si
-4 1 0 -4 2 1
A=P| 5 -1 0 |Pt=| -8 4 2
0 0 0 21 —10 -5

O alta caracterizare al grupului G, este datad de propozitia urmaétoare:

Propozitia 6. Urmatoarele doud asertiuni sunt echivalente:

a) A apartine unui grup multiplicativ G;

b) Ezistd o matrice X € M,(R) astfel incit sa avem: AX = XA = E,
X2A=X si A’°X = A.

Mai mult aceastd matrice X este unicd si nu depinde decdt de matricea A si
nu de grupul G care contine matricea A.

Demonstratie. a) = b) A’ fiind inversa matricei A in grupul G, matricea
X = A’ verifich AX = XA =F, X?A=X(XA) = XE =X, A2X = A(AX) =
= AFE = A. Deci matricea X = A’ verifici egalitatile din asertiunea b).

b) = a) Invers presupunand existenta unei matrice X verificand egalitatile din
asertiunea b) avem A = A2X deci rg A < rg A%. Dar cum rg A% < rg A deducem
rg A =rg A% Implicarea b) = a) din corolarul 4 termini demonstratia.

Acum, presupunem ci existd doud matrici X7 si Xo verificand AX; = XA,
X2A = X;si A2X; = Apentrui = 1,2. Calculand in doud maniere diferite produsul
X1 AX, obtinem, pe de o parte

X1AXy = (X?2A)AX, = X2A%X, = X2(A%X,) = X2A =X,
si, pe de altd parte:
X1AXy = (X1A)(X2A) = A’X 1 X2 = AXE = X2A = X,.

In final rezultd X; = X,. Matricea X fiind unics, avem deci X = A’ si
observatia de la teorema 3 permite sa tragem concluzia.

Observatie. Unica matrice X = A’ verifici relatile AA’A = Agi A/AA’ = A’:
deci A’ este o pseudoinverss a matricei A; A’ este unica pseudoinversi a matricei A
care verifici ImA’ = ImA si KerA’ = KerA (vezi [1]).

Am dat mai sus doud exemple numerice. Un alt exemplu de matrici aparti-
nand unui grup multiplicativ continut in M., (R) este dat de

Propozitia 7. Orice matrice B de forma

[ B1 B
B_( 0 0 )eMn(R),
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unde By € GL,.(R) cu r < n, apartine unui grup multiplicativ G de matrici. Mai
mult, matricea B’ este de aceeasi formda

[ C1 Oy
7= (0 %)
unde Ci € GL.(R).

Demonstratie. Matricea B continind o submatrice By de rang r, avem
rg B > r. Dar toti determinantii bordand submatricea B; fiind nuli — avand o linie
nuld — B, este o submatrice pricipald a matricei B gi deci rg B = r. Pe de alta parte

avand
B? — ( B} BB )
0

deducem — in acelasi fel — c& rg B? = r. Implicatia b) = a) din corolarul 4 incheie
demonstratia. Mai mult, si ciutdm matricea B’ — G — inversa lui B — avand forma

I Cl 02
P=(0F)
si verificand B'B = BB’, B?B = B’, B?B’ = B; obtinem sistemul matricial
Bi1C1 B1Cy ) B ( C1B; C1Bs ) < C?B; C(%Bs ) _ ( Cy Cy >

0 0 0 0 0 0 0 0
BiC, BiCy \ _( B B
0 0 0 0

Deducem, matricea B fiind inversibild, ca C; = Bfl si Cy = BfQBg. Ma-
tricea B’ fiind unicd propozitia 7 este demonstrata.

Partea a II-a: Generalizare
Generalizam aici notiunile introduse in partea I, considerand sistemul matri-
cial avdnd necunoscuta X:

(S)AX = XA, X2A=X

si existd i > 0 verificand A"71 X = A’. [Pentru partea I avem i = 1]. Fie Y € M,,(R)
comutand cu matricea A si verificand Y2A = Y si pentru un intreg convenabil j:
AIHY = A4, Avem atunci:

Lema 8. a) Pentru orice m > 0 avem egalitatea Xmtlgm = X

b) Emistd un intreg m astfel ca produsul X™ T A™TLY sd fie comutativ.

Demonstratie. a) Intr-adevir, egalitatea este triviald pentru m = 0 si se
procedeaza apoi prin inductie: presupunind egalitatea verificatd pentru m avem
matricile A si X comutand :

XA — X A(X™A™) = XAX = X?2A = X.

b) Verificim imediat ca pentru m > i A" X = A™ i la fel pentru m > 7,
AMHY = A™. Pentru m > sup(i, j):

Xm+1Am+1Y — Xm+1(Am+ly) — Xm+1Am — X
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dupa a) si la fel
YAm+1Xm+1 _ (Am+ly)Xm+1 _ AmeJrl _ Xm+1Am _ X,

matricile A, X pe de o parte si 4, Y comutand. In final, produsul X™tt A"ty
este comutativ pentru m > sup(i, j). Deducem :

Teorema 9. Daca sistemul (S) are o solutie atunci aceastd solutie X este
unica .

Demonstratie. Presupunem ci existd doud solutii pentru sistemul (S): X
siY.

Produsul comutativ precedent X1 AMHY = Y AmHL XM+ A m >sup(i, j),
poate fi evaluat astfel

Xmtlgmtly — xm+l gm Ay = X AY

XMl Amtly — Yy AA™ XML =V AX.

Avem, deci, tindnd seama de asertiunea b) din lema precedentd, X AY =
=YAX = X. Dar X i Y avand roluri identice in prima egalitate deducem imediat
ca X =Y.

Cazuri speciale

e Dacd ImA = R”, A este inversibild si din A*7'X = A’ deducem imediat ci
AX = I. In acest caz, unica solutie a sistemului (S) este X = A~1.

e Dacd ImA = ImA? # {0} unica solutie a sistemului (S) este X = A’ matrice
introdusd in partea I (vezi corolarul 4 c) gi propozitia 6).

e Daci matricea A este nilpotentd de indicie k (i.e. A* = 0, A¥=1 £ 0)
asertiunea a) din lema 8 conduce (pentru m = k) la: unica solutie al sistemului (5)
este X = 0.

Presupunand de acum inainte ci matricea A nu este nici inversibila nici nilpo-
tentd, avem:

Propozitia 10. Sirul de subspatii (ImA*),cn este stationar incepind de la
un indice k si avem suma directd R™ = ImA* @ Ker A*.

Demonstratie. Sirul (ImA¥),cy este descrescitor deci stationar din mo-
tive de dimensiune si deci prima asertiune al propozitiei este demonstrati. [Putem
preciza acest rezultat: avem, in mod evident

ImA* = ImA** = Vm >k, ImA™ = ImA*
si deci pentru m > k:
ImA™ = ImA* cImA* ! cImA*2 ... CImA,
7 7 z 7
k fiind primul indiciu pentru care ImA**! = ImA* ]
Pentru demonstratia egalititii R® = ImA* @ KerA*, este suficient si aratim
ca ImA* N KerA* = {0} din motive de dimensiuni al subspatiilor vectoriale.

Fie deci z € ImA* N KerA*. Avem z = AFy gi 0 = AFz = A?!y deci
y € KerA?! = KerA*, de unde, in final, z = 0.
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Definitie. Cu notatile precedente subspatiul ImA* se numeste centrul endo-
morfismului A si se va nota Co(A) = ImA* ([1]).

Rangul s al matriciei A* fiind diferit de n (ciici A nu este inversibila) si de 0
(céci A nu este nilpotenta) are loc:

Teorema 11. Ezista o matrice P € GL,(R) verificand

Ci 0
—1 _ 1
PAP_(O Nl)’

unde Oy € GL4(R) i Nf = 0. Mai mult, avem CN = NC =0, A = C + N,
Cl O —1
0 )P

ImC = ImC? unde matricile C si N sunt definite prin C = P 0

(0 0 o,
N—P(0N1>P.

Demonstratie. Fie {e;...es} o0 bazi a spatiului ImA*, {e,41...e,} o baza
a spatiului KerA* si P matricea de trecere de la baza canonici la baza {e; ...e,}.
Spatiile Im A gi Ker A¥ fiind stabile pentru endomorfismul A fie: C; : ImA* — ImA*,
x +— Az, in baza {e;...es} si Ny : KerA¥ — KerA¥, z +— Az in baza {es11...¢e,}.

Avem atunci .
1 _ 1 0
par= (G0,

Mai mult, Nf : KerA* — KerA*, x — A*z, deci N} = 0.

La fel endomorfismul CF : ImA* — ImAF, 2+ AFz este injectiv, deci bijectiv,
caci ImA* NKerA* = {0}; C¥ este inversibila si deci C; € GL,(R). Pe de alta parte:
CN = NC =0gi A =C+ N (evident), unde C este matricea endomorfismului
lui R™ definit prin C' : R® — R", 2 + Az, unde = 21 + x5 cu x; € ImA* si
29 € KerAF. Deci ImC = ImA¥; Ia fel pentru C2. Rezultd ImC = ImC? = ImA*.

Deducem imediat:

Corolarul 12. Sistemul (S) admite o solutie unici: X = C’ cu notatile din
partea 1.

Demonstratie. Cu

! Cfl 0 —1
C—P( 0 0 P

(vezi partea I) verificdm imediat cd AC" = C' A,

C’2A=P<C(1)2 8)(%1 8>P‘1:P<C(1)1 S)P—lzc’

si

ckl crtoo
k+1,v __ 1 1 -1 _
A c_p( 3 N{M)( 10 ) pre

(o /et o oo L (CF O o L/ CF O “1 4k
—P<OO boo )P =P )P =R ) P A

Deducem corolarul 12, solutia sistemului (S) fiind unicd (teorema 9). Vom
nota cu A” aceastd unica solutie. Spectrul SpA” al matricei A” este dat de
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Teorema 13. Spectrul matricei A fiind {\1 #0,... A\s#0, 541 = ... A\, =0},
1 1
spectrul matricei A" este {,ul = Hs = T Hskl = = lin = 0.
1

S
Demonstratie. x(M)(X) fiind polinomul caracteristic al matricei M €
€ M, (R) avem, tinand seama de teorema 11:

X(A)(X) = x(C1)(X)x(N1)(X) = X" x(C1)(X)

matricea N fiind nilpotenta si x(A”)(X) = X" *x(C;')(X). Matricea C; in-
versibild avand pentru spectru S,Cq1 = {A1 #0,...,As # 0} deducem

_ 1 1
SpCllz{,ul:)\l,...uS:A},

ceea ce incheie demonstratia teoremei 13.

Pentru calculul matricei A” ne propunem si demonstrim ci existd un polinom
Q € R[X] verificand Q(A) = A”. Avand CN = NC, formula binomului conduce la
(C+ N)™=C™+ N™, pentru orice m € N, deci:

vQeRX], Q)=o) +ow)=r( AT 0 e

In consecinta
Q) =A" = Q(C1)=Cr" st QM) =0.

Teorema 14. Ezistd un polinom Q € R[X] verificind Q(A) = A”.
Demonstratie. Polinomul caracteristic @Q1(X) al matricei C1 nu admite pe
0 ca radicina, matricea C fiind inversibila. Deci polinoamele Q;(X) si X**! sunt
polinoame prime intre ele, teorema lui Bézout asigurd ca existd doud polinoame
U(X) si V(X) verificand: U(X)Q1(X) + V(X)X* ! = 1. Din teorema lui Cayley-
Hamilton avem ci Q1(C) = 0 gi deci V(C,)CF ! = 1. Fie Q(X) = V(X)X*; avem
Q(C1) =V (C)CF = C;t i Q(Ny) = 0 — cici NF = 0. Rezults Q(A) = A”.
Exemplu numeric

Matricea
0 0 0 O
1 0 0 O
A= 01 0 -1
0 0 1 2

este matricea asociatd polinomului caracteristic al lui A:
x(A)(X) = X* —2X% + X? = X3(X — 1)

Aici, k = 2, Q1(X) = (X — 1)2. Cautand polinoamele U(X) si V(X) astfel
caUX)(X 124+ V(X)X? =1gisim U(X) =3X?+2X + 15 V(X)=-3X +4.
Deducem, deci, tinand seama de teorema 14:

A" = A%V (A) = A*(=3A +4I) =

(e}

e}
_= NN oo
o= O O
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Partea a III-a: Aplicatie
Fie ecuatia diferentiala

(&) LX'+ MX =0,

unde L ¢ GL,(R), M € M,(R) si X este o functie de variabila reald ¢ cu valori
in R™. Generalizarea din partea II ne va permite sd rezolvam aceastd ecuatie, in
anumite conditii. S& distingem doud cazuri:.

Cazul 1: M € GL,(R)

In acest caz avem:

Teorema 15. Ezxista o matrice inversibila P astfel incit X este solutia
ecuatiei (£) dacd si numai dacd Y = P~1X este solutie fie a ecuatiei diferentiale
Y = MY’ (cazul a)), fie a ecuatiei

_ Cl 0 /
Y‘(o M)Y’
(cazul b), unde Ny este nilpotentd i C; € GLs(R) pentru un s convenabil ales.
Demonstratie. Avem echivalenta

(€) LX'+MX & X = AX',

unde A = —M~'L.
e Dacid A este nilpotenta obtinem:

() LX' +MX=0&Y = N,Y/,

unde Y =X (P=1)si N, = A.
e Daca A nu este nilpotentd, fie P o matrice inversibila astfel ca

1 Ci 0
P AP( 0 N

(vezi teorema 11). (Matricea A nu este inversibild ciaci L ¢ GL, (R)).
In acest caz avem

&) LT+MX0@PYAH”@YP1AH”<i?]8>YC
1
Teorema 15 este demonstratid. Deducem cele doui propozitii urméatoare:
Propozitia 16. In cazul a) — A este nilpotentd — singura solutie a ecuatfiei
(&) este: X(t) =0
Demonstratie. In acest caz avem de rezolvat ecuatia Y = N;Y’. Deoarece

N este nilpotentd, aceastd matrice este triangularizabila pe corpul R: deci exista
R € GL,(R) astfel incat

0 A2 e QA1n
R_lNlR _ 0 a23 a2n
o o0 ... 0
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Cu Z = R™'Y obtinem sistemul:
AR a12Z£ +...+ aan;w ceey L1 = anfan;m Zy = 0,

deunde Z; =0...2Z, 1 =0, 27, =0;fie Z=0deci Y =0 i, in final, X = 0.
Observatie. Nu putem scrie Y = N{“Y(k) cici nimic nu garanteaza cd Y este
suficient derivabild .

Propozitia 17. In cazul b) ecuatia diferentiald (£) admite pentru orice
a € Co(A), Co(A) = ImAF (vezi definitia dupd propozitia 10, pagina 202) — o solutie
unica trecand prin punctul (0,a) € R x R": X (t) = exp(tA”)a unde A" este unica
matrice definitd la corolarul 12. Mai mult, pentru orice tg € R problema Cauchy
relativ la punctul (to,a) admite o solutie dacd i numai dacd a € Co(A) (pentru
orice tg € R si pentru fiecare a € Co(A) ecuatia diferentiala () admite o solutie
unicd trecind prin punctul (tg,a) € R x R™ : X (t) = exp|(t — tg)A"]a).

Demonstratie. a) Fie a € Co(4), a = A”b (ImA¥ = ImA” = Co(A)).
Notand cu X (t) = exp(tA”)a = exp(tA”)A”b, deducem X'(t) = exp(tA”)A"?b, de
unde AX'(t) = AA" exp(tA”)b = A" exp(tA”)b = exp(tA”)a = X (t), matricile A”

o0 tm
si exp(tA”) = Z —'A"m comutand. Mai mult — cu notatiile de la propozitia 15 —
m!
m=0
deducem ultima afirmatie din propozitia 17, cici sistemul diferential :

Yi\_(C 0 Yi\_ (G Y
(2)-(9 5 ) ()= (53
conduce la Y7 = C1Y{ ¢i Yo = N1YJ unde C; € GL4(R) gi Ny este nilpotenta.
Avem, deci, imediat Y; (t) = exp[(t —to)Cy Y1 (to) — sistem diferential cu coeficientii
constanti —, Y5(t) = 0 (propozitia 16).

Aceasta propozitie conduce la corolarul urmator:

Cazul 2: M ¢ GL,(R)

Corolarul 18. e Daca ezistd oo € R astfel ca matricea oL + M € GL,(R)
atunci pentru orice to € R si pentru fiecare a € Co(A), unde A = —(aL + M) 'L,
ecuatia diferentiala (£) admite o solutie unica trecand prin punctul (tg,a) € R x R™.

Demonstratie. Intr-adevir cu Z(t) = e=**X(t) de unde X (t) = e**Z(t)
avem: X'(t) = e*[aZ(t) + Z'(t)]. Deducem

() LX'+MX=0sLaZ+2)+MZ=0% LZ' + (oL +M)Z =0

si astfel am redus ecuatia (€) la cea rezolvata la propozitile 16 ) sau 17 ).

e Dacid pentru orice o,al + M ¢ GL,(R) atunci fie n + 1 numere reale
distincte g, a1, ...,a, — deci matricile a;L + M ¢ GL,(R) pentru ¢ = 0,...,n.
Avem atunci :

Propozitia 19. Cu aceastd ipoteza ecuatia (£) admite solutii trecand prin
punctul (0,0) diferite de solutia X (t) = 0; acestea sunt functiile de forma:

X(t) = z": re®it,
=0
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n
unde x; € Ker(a; L + M), le =0.
i=0
Demonstratie. Pentru i = 0,...,n matricile a; L. + M nefiind inversibile,
subspatiile vectoriale Ker(a;L + M) sunt de dimensiune 1 cel putin si avem n + 1
astfel de subspatii. Deci aceste subspatii nu sunt in sumi directd si putem gisi x;,
n

nu toti nuli, verificand Z x; =0, x; € Ker(oy L + M).
i=0

n n
Fie atunci X (¢t) = ine“it; atunci X'(t) = Zaixieait.
i=0 =0

n
Functia X (t) = Zmieait nu poate fi identic nuld cici functiile ¢ +— e®it,
i=0

1=20,...,n sunt liniar inzlependente. Pe de alta parte

LX'(t)+ MX(t) =Y (ovL + M)z =0
=0

§i X(0) =0, cici Yy _x; =0.
=0

Deci in acest caz problema lui Cauchy relativ la punctul (0,0) nu admite o
solutie unica. Deducem o conditie necesara si suficienta pentru ca matricea oL + M
si fie singulara pentu orice real a. Aceastd conditie este data de

Teorema 20. Urmdatoarele doud asertiuni sunt echivalente:

i) pentru orice « € R, oL + M ¢ GL,(R);

ii ) existd n + 1 numere reale distincte ag, a1, o, ..., q, astfel ca matricile
a; L+ M ¢ GL,(R) pentru i =0,...,n

Demonstratie. i) = ii) Trivial.

ii) = i) Prima demonstratie. Presupunind ci existd « astfel ca aL+ M €
€ GL,(R), deducem din teoremele 16 gi 17 Cazul 1, M € GL,(R) — ci prob-
lema Cauchy relativ la punctul (0,0) admite o wunicd solufie ceea ce contrazice
propozitia 19.

A doua demonstatie. a — det(aL + M) este o functie polinomiald de grad
inferior sau egal cu n si admite n+ 1 rddacini. Deci aceastd functie este identic nuld
ceea ce incheie demonstratia teoremei 20.
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Generalizari ale inegalitatilor lui
Young, Holder, Rogers si Minkovski

DE DORIN MARGHIDANU

Abstract

We present a short proof of the generalized Young inequality. This allows an uni-
tary exposition of generalizations of the Holder, Rogers, Cauchy-Buniakovski-Schwarz
and Minkowski inequalities.

Key words: Young, Jensen, Holder, Rogers and Minkowski inequalities.

M.S.C.: 26D15.

§1. O generalizare a inegalitatii lui Young

Este binecunoscuti inegalitatea lui Young, [1]- [4], [12] - [15]:

e pentru numerele reale a,b > 0 si p,q > 1, astfel incait — + — = 1, are loc
P q
relatia

.bq’ (1)

cu egalitate daca a? = b9.
Cu ajutorul ei, se compara produsul a doud numere cu o suma speciala a celor
doud numere (mai precis, cu o combinatie convexd de puteri a celor dous numere).
Prin aplicatiile sale, inegalitatea lui Young se dovedeste a fi poate cea mai
importantd dintre inegalitatile clasice. Din ea derivd — cum se va vedea si in conti-
nuare — inegalitatea mediilor gi inegalitatea lui Hélder, iar din inegalitatea lui Hélder
rezultd inegalitatea lui Minkowsksi.

1 1
1.1. Definitie. Numerele reale p, q, pentru care — + — = 1, se mai numesc
p q

st numere (Holder) conjugate.
Observatie. Pentru numere (Hdlder) conjugate are loc urmitoarea echiva-
lenta:

(p>0)si(¢g>0)& (p>1)si(¢g>1),

deoarece relatia din definitie se mai scrie echivalent, ¢ = etc.

O extindere naturald a acestei definitii se impune prin urmatoarea

1.2. Definitie. Numerele reale p1,ps,...,pn > 1 se numesc Hélder-conju-
gate, daca i numai daca, prin definitie avem
1 1 1
— 4 —4...+—=1
P11 P2 Pn

O formulare fireasci si generala a inegalitatii lui Young este surprinsa in
1.3. Propozitie (inegalitatea lui Young generalizatd). Dacd aq,as,...

ceeyGp 20§80 D1, D2, ..., P > 1, sunt numere Holder-conjugate, atunci
1 1 1
ay-ag-...ap < —-at+ —-a?+... 4+ — - afm, 2
" ! 2] 2 P @)
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cu egalitate dacd gi numai dacd a* = ab? = ... = aPr.

Demonstratie. Utilizim inegalitatea ponderata a lui Jensen pentru functii
concave:
e dacd f: I C R — R este o functie concava, I -interval, atunci

f (Z wkxk> > Zwkf(a:k), w > 0, mk,Zwkxk S I,Zwk =1. (3)
k=1

k=1 k=1 k=1

Folosind concavitatea functiei logaritmice cu bazd b > 1 si inegalitatea (3), in
aranjarea

1 1 1
logy ay - as - ... a, = —log,al* + —logyah> + ...+ — log, abr <
D1 P2 n

1 1 1
< log <~ap1+~ap2+...+-ap">,
’ P1 ! D2 2 n "
cu monotonia functiei log b, se obtine inegalitatea din enunt. Asemdinator, se poate
demonstra folosind inegalitatea lui Jensen pentru functia convexd f(z) = e®.
Pentru alte demonstratii vezi si [1] [4] , [13] , [14] .

1.4. Corolar. Dacd ay,as,...,a, >0, n € N, n > 2, atunci
1 n n n
a1~a2-...~an§ﬁ-(a1+a2+...—|—an), (4)
cu egalitate daca $i numai dacd a1 = az = ... = ay.
Demonstratie. Dacid in (2) ludm p; = ps = ... = p, = n (evident, Hélder-

conjugate) se obtine inegalitatea din enunt,.
Dacd, in plus, in (4) ludm z; = /a;, i = 1,n, deducem

1.5. Corolar (inegalitatea clasici a mediilor). Are loc inegalitatea

1
ﬁ~(9c1+x2+...+xn), (5)

VX1 - To oo, Ty <
penru orice x1,Z2,...,T, >0, n € N, n > 2.
Putem obtine, ceva mai general

1.6. Propozitie (inegalitatea ponderati a mediilor). Dacd x1,22,...
ey 20,neNN>250<q1,92,.--,9, <1, 1 +q+...+qn =1, atunci

ot 2l < gy + e + .+ gun. (6)
Demonstratie. Inlocuind in inegalitatea lui Young generalizatd : a3 = z{*,
1
as=2xP ... a, =2l gi —=q, — =q, ..., — = q, echivalent cu
b1 P2 Pn
i =1,page=1,...,pngn =1, (7)
obtinem :
q1 q2 dn 1 q1\P1 1 q2\P2 1 qn \Pn
aft ayt e ap < — (@) 4+ — (@) 4 — (@) =
D1 P2 Pn
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=q1T1 + @2T2 + ...+ GnTn.
In fapt, obtinem ceva mai mult:
1.7. Corolar. Inegalitatea generalizata a lui Young si inegalitatea ponderata
a mediilor sunt echivalente (in sensul cd fiecare o implica pe cealalta).

Demonstratie. Prin demonstratia Propozitiei 1.6., am demonstrat de fapt
implicatia Inegalitatea generalizata a lui Young = inegalitatea ponderatd a mediilor.

Cu aceleagi substitutii (7), se demonstreaza foarte ugor i implicatia contrara.
Alte demonstratii pentru inegalitatea mediilor — sau echivalente ale sale cu alte
inegalitati sunt prezentate si in [8] [11] .

§2. Inegalitatea lui Holder generalizata

Forma clasicid a inegalitatii lui Holder (v.[1]- [6], [13], [14]) este:

e dacd a;,b; > 0 (i = 1,2,...,n) si p,q > 1 sunt numere Hélder-conjugate,
atunci :
1 1
San< () ()" o
i=1 i=1 i=1
g _a

cu egalitate cand ,j =1,n, 1 # j. Daca fie p, fie g este negativ, atunci in

==
bl b?’
(8) se schimba sensul inegalitatii.

Utilizind generalizarea inegalitatii lui Young din Propozitia 1.3., vom oferi
o demonstratie gi pentru forma generald a inegalitatii lui Hélder, valabila pentru
multimi de numere Hélder-conjugate oarecare.

Pentru aceasta avem nevoie de urmatorul rezultat premergator :

2.1. Lema. Fie a;; > 0,9 =1,n, j = 1,m gi p1,p2,...,pm > 1 numere
n n

n
Hdlder-conjugate. Dacd g all = E aly =...= E al™ =1, atunci
i=1

i=1 i=1

ma“<i-ap1_~_i.ap2+ _’_i.apm
J I 71 Do 12 P im

Insumand dupd i = I, n, obtinem

[es<—=> ai + => als+...+ —> alm =
1j=1 1= P2 i Pm i3

n
1=

1 1 1
=t =4+ — =1,
b1 D2 Pm
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adica rezultatul din lema.

2.2. Propozitie (inegalitatea lui Hblder generalizatd). Dacd a;; > 0,

t=1,n,5=1,m g p1,pa2,...,pm > 1 sunt numere Hélder-conjugate, atunci

1o < 1T (Xr) a0

i=1j=1 j=1 \i=1
Demonstratie. Sa consideram numerele:

R @ij - :
Qg = - 1/pj,z—1,n,j_1,m.
P
()
i=1

pPj

n n ap_;

n
i i=1 ] i=1 J
§ Pj E a,s
( aZj) . !

i—1 =1

«
Il

-

-

deci numerele a;; sunt in situatia numerelor a;; din Lema.
Prin urmare

n m n o m n m m n 1/p;
9| TR 9 | e et )| VR0 1 (ST
i=1j=1 i=1j=1 _ i=1j=1 j=1 \i=1
J J (Z afj) J J
i=1
Notita istorica. Forma generald a inegalitatii lui Hélder a fost data J. L.
W. V. Jensen in 1907, cf. [1], [14] (pp.52, 78 ), chiar pentru o conditie mai largd
1 1 1

pentru p;, j = 1,m, anume — + — + ...+ — > L.
b1 D2 Pm
Dupa [3] (p-181), sau [6], este adevarata urmatoarea
2.3. Propozitie (inegalitatea lui Rogers). Dacd 0 < r < 1, atunci

zn:agb}rg<zn:ai> (ib) . (11)

Demonstratie. Printr-o simpla schimbare de variabile , inegalitatea lui
Rogers este echivalentd cu inegalitatea lui Hélder, (8) (v. [6], sau demonstratia
mai generald ce urmeazi).

Nu este dificil sa formulam si generalizarea acestei inegalitati.

2.4. Propozitie (inegalitatea lui Rogers generalizatd). Dacd a;; > 0,

t=1Ln,j=1msi0<ry,re, ...,y <1 astfel incit ri +r2+...+1m =1, atunci
n m m n Tj
S el < < aij> : (12)
i=1j=1 j=1 \i=1
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Demonstratie. Echivalenta dintre inegalitatea lui Hélder generalizata si

1
inegalitatea lui Rogers generalizat, are loc in baza substitutiilor — = r;, respectiv,
J

/pj _a
1] - 7,]7

Notita istorica. Datoritd echivalentei dintre cele doud inegalitati si pentru
ca rezultatul lui Rogers a fost obtinut in 1888, iar al lui Hélder in 1889, Maligranda
[6] consider ci inegalitatea lui Holder ar trebui sa fie numita inegalitatea lui Rogers,
sau cel putin inegalitatea lui Rogers-Hélder!

Nota bene. In lucrarea sa, Holder a citat rezultatul lui Rogers !

a;; — a; i=1,n,j=1,m.

2.5. Remarca. Rezultatele din Lema 2.1. respectiv din Propozitiile 2.2. si
2.4 constituie rezultate interesante (gi in sine) pentru elementele unei matrici de n
linii gi m coloane, cu componente reale pozitive.

1 1 1
2.6. Aplicatie. Numerele 2, 3, 6 sunt Hélder - conjugate (i.e. §+§+6 =1),

deci cu inegalitatea lui Hélder generalizatd, avem

1 1 1
2 n 3 n 6
3 6
E ;102043 < <§ %1) <§ ai2> <§ ai3> )
i=1 i=1

sau eventual, trecand la notatiile cu un singur indice a;; — z;, a2 — Y;, @iz — 25,
aceasta devine

szyzzz < (Z 9512) (Z yf’) (Z zf) : (13)
i=1 i=1 i=1 i=1

2.7. Corolar (inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz genera-
lizatd). Dacd a;; > 0,i=1,n,j=1,m, m,n € N*, atunci

m

n m m
ZHGU‘ S H (Z a"L) . (14)
i=1 j=1 j=1 \i=1
Demonstratie. Luand p; = ps = ... = p,, = m (care evident sunt numere

Holder - conjugate) in inegalitatea lui Holder generalizatd, se obtine

iar prin ridicare la puterea m, rezultd enuntul.

2.8. Remarcad. Luand in inegalitatea C-B-S generalizatd (10) m = 2, se
obtine inegalitatea C-B-S clasica.

Pentru m = 3, si notatiile din Aplicatia 2.6., se obtine inegalitatea C-B-S
pentru trei variabile:

(Eoe) <(G) (B) (B9)
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§3. Inegalitatea lui Minkowski generalizata

Ca gi inegalitatea lui Rogers-Hdlder, inegalitatea lui Minkowski este prezenti
in diverse capitole de algebra, analiza gi geometrie .

Forma clasica a inegalitatii lui Minkowski are urmatorul enunt;:

3.1. Propozitie (inegalitatea lui Minkowski). Dacd a;,b; > 0
(j=1,2,...,n) sip > 1, atunci :

<Z(a]+b > Za Z;bf : (16)

i=1

cu egalitate daci sirurile (a;),_77, (bi);—15 sunt proportionale.

Daciap <1, p#0, inegali’tatea este inversa.

Demonstratia sa o vom urmari intr-o formulare mai generald, in care apar
sume de cate m termeni. Mai precis, vom enunta si demonstra pentru aceasti
inegalitate urmatoarea:

3.2. Propozitie (inegalitatea lui Minkowski generalizati). Dacd a;; >
>0,i=1,n,5=1m, myn € N*gip>1, atunci

1p 1p

Z (Z ai]) < Z : afj . (17)

Jj=1 =1 =1

Pentru p < 1, p # 0, inegalitatea se inverseaza.

Demonstratie. Vom demonstra prin inductie dupa m. Pentru m = 1, relatia
are loc cu egalitate. Vom starui mai mult asupra pasului m = 2, care este cazul
esential al demonstratiei, deoarece reprezintd inegalitatea clasica a lui Minkowsk:
(cu notatie modificatd) si este determinant in demonstrarea pasului inductiv. Mai
exact, avem de demonstrat inegalitatea

n P n P

POICTRE B DL B DOL ) I (18)
j=1 j=1

Jj=1

Q=

Pentru probarea acesteia, utilizand o idee de demonstratie a lui Riesz (v. [6],
[13]), vom porni de la identitatea

n

n n
Y (arj+agy)P =Y ai;(ay +az)" Y ag; (ar; +az)"

j=1 j=1 j=1
si vom aplica inegalitatea lui Rogers-Holder pentru fiecare suma din membrul drept.

1 1
Tinand cont si de faptul cd — + — = 1 este echivalent cu (p — 1)g = p, avem
P q

1/p 1/q

n n
(pfl)q
= E : (a1, +a2j E :a’lj E : (a1 + az;) +
Jj=1 Jj=1
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3
3

p (p—1)g _
+ D db; (a1; + az;) =
Jj=1 Jj=1
n 1/p n l/q n 1/p n 1/q
_ P . \P P . \P —
- Z alj (0’1_7 + a2]) + Z a2] (alj + a‘2j) -
j=1 j=1 j=1 Jj=1
1/p 1/p 1/q
n n n
_ D 4 . P
= § ay; + § Qyj E (a1 + azj) =
j=1 j=1 j=1
1/p 1/p

n n
_ D p . ql/q
=Dl + (D abs S
j=1 j=1

Impartind inegalitatea obtinuta prin S'/9, se obtine inegalitatea (18).

Presupunem adevarata inegalitatea (17) in cazul m si vom demonstra ci este
adevarata gi in cazul m + 1. Intr-adevar, folosind cazul m = 2 , demonstrat mai sus
si ipoteza de inductie, avem succesiv

n m—+1 p n m p
§ E Ajj = E § A5 + Am+1j <
j=1 i=1 j=1 \i=1
1 1
n m p\ P n p
S{2\2a) | | 2dey] <
j=1 \i=1 J=1
1 1 1
m n P n P m+1 n P
p p — p
< Za” + Zamﬂj - @ij ’
=1 \j=1 j=1 =1 j=1

ceea ce incheie definitiv demonstratia prin inductie .

3.3. Remarca finald. Toate inegalitatile anterioare, exprimate in cazul
discret, pot fi transpuse in inegalitati integrale.
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NOTE MATEMATICE

How many disjoint subsets with a given sum of elements
can {1,2,...,n} have?

DE GABRIEL DOSPINESCU §1 MARIAN TETIVA

Abstract

This note contains some results about partitioning a set of natural numbers into
subsets having equal sums of their elements.

Key words: partition of a finite set.

M.S.C.: 05A05.

Maybe you have noticed, maybe not: the second author of this note loves
Kvant’s problem M1115 (part b) (obsessively?). We remind that the problem states
that for positive integers m, n and k such that mk =14 ---+nandn > 2k —1
(which is equivalent to m > 2k — 1), the set {1,...,n} of the first n positive integers
can be partitioned into k subsets, each having the same sum of elements (the sum
m, evidently). In fact this happens if and only if k divides 1+ --- +n and n >
2k +1 < m > 2k — 1 (see [1],[3]). Thinking and thinking about this problem we
arrived to the following:

Proposition. Let n, m and k be positive integers satisfying m > 2k — 1 and
mk<14+24+.--+n.

Then m can be expressed in (at least) k different ways as the sum of some integers
from {1,...,n}, such that all the summands (from all the k expressions of m) are
mutually distinct.

From here one can infer the following generalization of the old contest prob-
lem that appeared as M1115b: if n and k are positive integers with n > 2k — 1 and
n(n+1)

2
integers, excepting 7, can be split into £ disjoint subsets such that the sum of ele-
ments of any of this subsets is the same. In what follows we intend to present the
proof for this generalization of M1115. But before that, we must say that a far
more general result stands, being proved in [2]; namely, this is the following beautiful

leaves remainder » when divided by k, then the set of the first n positive

Theorem. Let k, n, and mi > ... > my be positive integers such that
1
my 4+ -+ my = % and mi_1 > n. Then {1,...,n} can be partitioned as
S1U...USg in such a way that Zm:miforany 1<i<k.
z€S;

Unfortunately, the proof itself of the theorem is much more complicated (it
uses graph theory) than what we are going to do. We invite the interested reader to
see this proof in [2] and to understand how the theorem implies the proposition, and
we hope that he or she will enjoy the proof of the particular case that we present
further (proof which is based on the same ideas from [1]).
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Proof of the proposition. We show the result by induction on n. There
is nothing to prove for n = 1 (only m = k = 1 is then possible), so we assume the
claim to be true for all positive integers less than n and show its validity for n. We
distinguish between several cases concerning m.

First we observe that the given relations imply

nn+1)>2k—-1)2k=n>2k—-1
and that for m = 2k — 1 the expressions
m=2k—1=02k-2)+1=...=k+(k—1)

solve the problem (the numbers 1,2,...,2k — 1 are from the set {1,...,n}). Also,
if m = 2k it follows that n > 2k and we are done with the equalities

m=2k=02k-1)+1=...=(k+1)+(k—1);

therefore, we may assume m > 2k.
The first case is when m <n+1 < m—1 < n, when the numbers 1,...,m—1
are among the first n positive integers. Now the relations

m=m-1)+1=...=(m—k)+k

are those that we need, since m — k > k.
The case m > 2n is also relatively simple, but now we need to appeal the
induction hypothesis. We may write

mk<14+24+...4+n

as
mk<1+4...4+(n—2k)+(Mn—2k+1)+...+n,

or
mk<14...+(n—2k)+k@n—2k+1s (m—2n+2k—1Dk<1+...+(n—2k).

According to the recurrence assumption (which may be used, since m — 2n +
2k —1> 2k —1 and n — 2k < n) it is possible to express m — 2n + 2k — 1 as k sums
with (all) distinct terms from {1,...,n — 2k}. If to any of these expressions we add
one of the k pairs

{n,n—-2k+1},....{n—k+1,n—k}

(each having the sum 2n — 2k + 1) we obtain exactly k expressions of m with distinct
terms from {1,...,n}.

It remains to see what happens when n 4+ 1 < m < 2n; in this case we have
0 <m —n < n and it is natural to try to decrease n using equalities like

m=m-n)+n=m-n+1)+(n—-1)=...=(m—-n+s—-1)+(n—s+1)

with s as big as possible. In fact it is easy to see that the biggest possible s (for
which m —n+s—1 < n — s+ 1, ensuring that all the numbers are from the set

{1,...,n}) is

m
= [n="1 41
5 [” 2}+’
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where [z] denotes the integer part of z. And that if m is odd precisely all numbers
from m — n to n are involved in these equalities (each one time) and they form s
pairs with the sum m; hence in this case we have

mk<1+2+...+nemk<l+...+(m-n—-1)+(m-n)+...+n<

emk<l+...+(m-n—-1)+smemk-s)<1l+...+(m—n-—1).

(Of course, we are done if s > k, so we suppose k > s.) Now we use again the
induction hypothesis, for the number m —n — 1 instead of n and k — s in place of k;
m is the same, so the relation m > 2(k — s) — 1 follows from m > 2k — 1. According
to this, there are k — s expressions of m as sums of different summands from the
set {1,...,n—m — 1}; together with the above s expressions of m (with terms from
{m —n,...,n}), we have again k expressions as requested for m.

One more case is yet to consider, namely n+1 < m < 2n, but now m is even.
In this situation the numbers from

m=m-n)+n=m-n+1)+(n—-1)=...=(m—n+s—-2)+(n—s+2)

are all the numbers from m — n to n, E:m—n—l—s—lzn—s—|—1excepted, SO
we obtain m
mkg1+...+(m—n—l)+(s—1)m+§

(there are s — 1 groups with sum m); consequently,
m
(2k725+1)5 <l+...4(m-n-1).
The number n is diminished to m —n — 1 (m < 2n < 2n + 1) and we could apply

the induction hypothesis if we had

m

(% is in place of m and 2k —2s+ 1 in place of k). Since in this case % is an integer,

m
we have s =n — ) + 1 and this inequality becomes

m28k—8<n—%+1)—|-2<:>8n—|—628k:+3m.

(n+1)

. n
To prove it, remember first that & < 5 , therefore
m

dn(n+1)

8k +3m < + 3m,

then consider the function f : (0,00) — (0, 00) defined by

f(x):w+3x,x>0
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(suppose, for the moment, that n is fixed) and observe that it has exactly one

minimum point in the interval (0, c0) (like any function of the form f(x) = — + Buz,
x

for positive A and B), therefore its maximum value in any compact interval included
in (0,00) is attained at one of its endpoints. In our case, we have

f(z) <max{f(n), f(2n)} = max{Tn+4,8n+ 2} < 8n +6

for any x € [n,2n], hence

8k +3m < +3m < 8n+6

dn(n +1)
m
for any m between n and 2n, and our inequality is proved.
m
So, we can apply the induction hypothesis, for the numbers m —n — 1, EX

2k—2s+1 instead of n, m, k respectively (of course, we do this only if 2k—2s+1 > 0;

else we have k < s —1 and the s — 1 pairs (m —n,n) = (% —s+1,%+5—1) Yo
coom=—n+s—-2n—s+2) = (%—1,%4—1) suffice for our purpose) to find
that there are 2k — 2s+ 1 expressions of % as sums of distinct numbers from the set

m
{1,...,m —n—1}. Together with the number — itself (which has not been used in
the mentioned s — 1 expressions of m with numbers from {m —n,...,n}) 2k —2s+2
m
groups with sum 5 arise, which yield precisely k — s + 1 groups with sum m (if we
associate them two by two in a certain way) and these k — s 4+ 1 groups with the
previous s — 1 are the k desired expressions of m in this case, completely closing the
proof.
As concerns the remark following the enounce of the proposition, it is quite
simple now, that we have the first part at our disposal. Indeed, we consider
[n(n +1)
m = —_—

ok } (the square brackets denote the integral part), for which we have

. [<2k_1)(§/]:—1+1) Cr g

(since n > 2k — 1) and, obviously,

1
m < M@mkglJr...wLn.
2k
Thus, the previously proved result may be used and it yields the existence of k sums
of different numbers from {1,...,n}, all sums being equal to m. The numbers from
{1,...,n} that do not participate to any of these sums have then the sum
n(n+1) n(n+1)
14+... —km = —k =
+...+n m 3 [ % r

and this means exactly the remainder r left by 1 + ... + n when it is divided by
k. So, apart from the k expressions of m as sums of terms from the set {1,...,n}
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remain some numbers with sum r; if this group consists only of r» we are done, else
we replace r from one of the expressions (it must appear in one of them, actually
exactly in one, since all the numbers from {1,...,n} are now involved) with the
group of this "outsiders" and let r alone, as the enounce claims; thus the numbers
from {1,...,n} — {r} are now partitioned in & classes, each of which has the same
sum, namely m.

Remark. Many other questions arise from this problem, and we submit here
only one of them: what are the (necessary and sufficient) conditions for n and k
such that the set {17,...,n”} can be partitioned in k subsets, each with the same
sum of elements (p being a given positive integer)? Are there similar results to those
proved above for the set {17,... , nP}?

References

[1] A. V. Andjans, Solution of the Problem M1115, Kvant, nr. 11-12/1988.

[2] Fu-Long Chen, Hung-Lin Fu, Yiju Wang, Jiangin Zhou, Partition of a Set of Integers
into Subsets with Prescribed Sum, Taiwanese Journal of Mathematics, 9(2005), no. 4,
pp 629-638 (available on-line at http://www.math.nthu.edu.tw/tjm/).

[3] M. Tetiva, Ca sd rezolvi aceastd problemd..., G.M.-B, nr. 12, 2005, pp. 611-615.

Ecole Normale Supérieure Colegiul National ,,Gheorghe Rogca-Codreanu*
Paris Barlad

La constante d’Euler exprimeé par des intégrales

PAR ALEXANDRU POPESCU-ZORICA

Abstract

In this paper we emphasize some integrals that can be expressed using the con-
stant of Fuler.

Key words: Constant of Fuler, integrals, antiderivatives, uniform conver-
gence, Leibniz-Newton formula, Weierstrass formula, theorem of Cauchy, Tissérand,
Painlevé.

MSC.: 26A06, 26A09, 26A36, 26A42, 33B15, 40A05, 40A10.

La fameuse constante d’FEuler,

1 1
C = lim (1+2—|—...—|—n—1nn) =0,5772156649...1)

n—oo
apparait non seulement dans des problémes attachés & la somme harmonique
1
H, =1+ 3 + 3 + ...+ — (par 'interméde de I’expression asymptotique du pre-
n
mier ordre, H, = Inn + C' + ¢, avec &, —— 0, ou par celui des expressions

(n—o0)
asymptotiques d’ordre superieur

1 b B; 1
_ _1yi—1D
Hn—lnn+C+2n+jE:2( 1) jnj+0<nk+1>’

1) Elle est notée aussi 7. (N.A.)
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B; étant les nombres de Bernoulli), mais aussi dans beaucoup d’autres contextes,
notamment:

(a) des formules qui contiennent des fonctions spéciales;

(b) Pexpression de la valeur numérique de certaines intégrales définies (géné-
ralement impropres et ayant la primitive correspondente nonexprimable par un nom-
bre fini de fonctions élémentaires);

(c) expression de la valeur numeérique de la somme de certaines séries.

Les formules des catégories (b) et (c) peuvent étre interprétées aussi comme
des expressions de la constante C' par des intégrales, respectivement par des sommes
de séries. Dans la littérature mathématique destinée aux fonctions spéciales, aux
intégrales et aux sommes de séries (Bierens de Haan, Bateman-Erdélyi, Ryzhik-
Gradstein, Abramowicz-Stegun, Janke-Emde - Lésch, Magnus-Oberhettinger-Soni)
toutes ces formules sont souvent seulement énoncées, sans étre accompagnées par les
démonstrations afférentes.

Dans cet article nous mettrons en évidence quelques formules du type (b),
présentant aussi des démonstrations complétes, plus difficilement accessibles dans la
littérature mathématique. Mais on ne fera pas de références aux livres déja cités,
en utilisant, que deux autres, William Beyer [1] et Frangois-Féliz Tissérand & Paul
Painlevé [2].

Avant de passer a la présentation des intégrales, nous rappelons que, en ce
qui concerne le nature de la constante C' d’Euler, méme si ’on suppose bien qu’elle
devrait étre un nombre transcendent (comme e et 7), jusqu’a présent on n’a pas
réussi d’établir au moins si C' est un nombre rationel ou un nombre irrationel!

1. Dans [1], & la position 721, de la page 346, on trouve sans démonstration

le
Théoréme 1. On a l’égalité
(oo}
/efx Inzdz = —C|. (1.1)
0
Démonstration. La formule de Weierstrass concernant la fonction gamma,
o0
INED) dof / t*“le~tdt (Iintégrale étant convergente) affirme que
0

ﬁ el ﬁ (1+5)e s, (1.2)

n=

ot le produit infini du second membre est absolument et uniformément convergent
sur tout intervalle compact de ’axe réel qui ne contient aucun entier négatif.

Logarithmons les deux membres: le logarithme transforme le produit infini
de fonctions dérivables en une série de fonctions dérivables

X

—lnF(m)zlnx—FC’x—Fi(ln(l—k%)—7>. (1.3)
n=1

n
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o0
1 1
La série des dérivées du membre droit est Z( — >, ou encore
\n +x n
> —x
Z —— et elle est absolument convergente sur tout compact K, de 'axe réel.
— a(n+x)
En effet, pour un tel K, il existe un A > 0, tel que I'on ait K C [—A, A]; donc, pour
n - n
tout € K, on a || < A et, en prenant n > 24, il résulte |n + x| > n — 5= 3

2
c’est-a-dire < —;, donc la série est majorée (a partir de n > 2A) par
n

1
n(n + x)
— 2
la série convergente Z — . (Bien str, partant de I'égalité (1.3) qui contient cer-

n=
tains logarithmes, la convergence de la série nous intéresse seulement sur I’ensemble
K N (0,00).) Donc ’égalité suivante est légitime

(e

n=1

On a ainsi

1 1

I'(z) = —T(z) (; + c+§:1 <n+m - n)) . (1.4')

L’intégrale qui définit la fonction I' (déja mentionnée)') est, pour z € R,
x > 0, uniformément convergente et la fonction I' se trouve dans les conditions ou
la dérivée s’obtient en dérivant la fonction de l'intérieur de l’intégrale par rapport
au parametre x

= /t””_le_t In tdt. (1.5)
0

De (1.4') et (1.5) on trouve

/tx te7'Intdt = —T'(z) (
0

&M—‘

()

1 .
Pour 2 = 1 et tenant compte que I'(1) =1 et Z (n —y 1) =1, on obtient
o0
/e_tlntdt =-C. [ |
0

1) La deéfinition se mentient aussi dans le demiplan complexe Re(z) > 0, c’est-a-dire
oo

I'(z) = /tzfle*tdt en faisant ensuite le prolongement qui conduit & une fonction méromorphe

0
ayant comme poles —1, -2, —3,....(N.A.)
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2. Introduisant © = —Int dans (1.1) et suivant le théoréme de changement
de variable pour les intégrales sur un intervalle non compact, on obtient une autre

expression de la constante d’Fuler & ’aide d’une intégrale sur un intervalle non
compact (mais borné).

Théoréme 2. On a l’égalité

1
/ln(lni)dtz—C’ .
0

*

(2.1)

* *

Pour l'obtention des deux résultats suivants on utilisera essentiellement la
formule (1.1).

3. A la position 723 de [1] on trouve sans démonstration le
Théoréme 3. On a l’égalité

T/ 1\ _,
/(1e””_x)e de =C1. (3.1)
0

Démonstration. On a, pour la primitive correspondante & l'intégrale, la
suite d’égalités

/(1—1”‘30)6_%:/( - —e_z)dx:

1—e% x
—z\/ —x —x
/<(11_Z—r)—e )dx:ln(l—e_’”)—/e dz.
- T

x
Effectuons pour la derniére intégrale, une intégration par parties, en choisis-
sant
fl@)=e™ f'(@) = —e"
g’(x)z; . glx)=Inz,
donc

/e—dx =e¢ *lnx + /e*w Inzdz.
T

On a obtenu la formule

[ (==

x) e fdz=In(l—e¢*)—e “Inz— /e*z In zdz. (3.3)

On appliquera, en relation avec cette primitive, la formule de Leibniz-Newton
pour les integrales impropres (ayant a,b € R, a < b, f : (a,b) — R)

(3.2)

(3.4)
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ou, par convention, on note

F(z)| = lim (F(8) - F(a)), (3.4')
“ B
ce qui est équivalent &
b
F(z) = g{l;nb F(z) — ;1{% F(z). (3.4")

La formule est valable en acceptant les hypothéses usuelles:

(i) f est intégrable sur tout compact [«, 3] C (a, b);

(ii) f admet une primitive F;

(iil) les deux limites de (3.4”) sont finies ou bien leur différence est finie.
(Les deux conditions (i) et (ii) sont satisfaites dans le cas particulier ou f est continue
sur (a,b).)

Donc, de (3.3) et (3.4), nous obtenons

/ ( - ) e *dz=In (1 — e*"”) — /e*z Inzdz =
1—e% x 0
0 0

= lim In(1—-e *)—limIn(1 - e””)—( lim e ¥ Ilnz — lime™® lnx) —/efm Inzdx =
0

oo
—e *Inx
0

T—00 z\,0 T— 00 z\,0

r—00 z\,0

= lim (ln (1 — e_‘”) —e F lnx) — lim (ln (1 — e_”) —e 7 1na:) — /e_m In zdx,
0

l2 ll

c’est-a-dire - -
1 1\ _ _
/( — —)e xdleg—ll—/e ¥ 1n xdz. (3.5)
l—e?* =z
0 0
Pour calculer I5 et [; on utilisera les limites fondamentales
e —1 . .
lim =1, limalhz=0, lime “lnz=0. (3.6)
z—0 xT 0 T—00
On obtient
lp=1lm (In(l1—e¢®)—e *Inz) =0. (3.7)

On remarque aussi que

In (1 —e_x) —e Plnx=1In 1=

1—e™ 1—-e* r—1 -1
n ° 4 © (arlnx):hle 48 (zlnx),
x x —x —x

=1
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c’est-a-dire

1
ln(l—e_l)—e_wlnac:lne + (zlnx).
x

Avec cette transformation et en appliquant (3.6), on trouve

Iy = il{% (In(1—e ™) —e *Inz) = 0. (3.8)

Des égalités (3.5), (3.7) et (3.8) il en résulte

/ ( L — 1> e ¥dx = f/e*“’ In zdx,
l—e™ =z
0 0

donc on a trouvé justement ’opposée de 'intégrale (1.1).
La formule (3.1) est donc obtenue. |

4. A la position 724 de [1] on trouve la formule du
Théoréme 4. On a l’égalité

i1
0

Démonstration. Cette formule sera aussi déduite en partant de la formule
(1.1) En effet, aprés une décomposition évidente en fractions simples, on trouve

;( ! em)llez. (4.2)

1+« r 142z T

Tenant compte des formules (4.2) et (3.2), la primitive correspondante a
lintégrale (4.1) sera

1 1 a _ e’
/x(l—i—x_e )dx—lnx In(1 4+ x) / . dz =
T . .
=1In —(e "Llnx—i—/e ‘lnxdm>.
1+zx

Appliquant la formule de Leibniz-Newton, on obtient, comme dans la démonstration

de la section 3
- /e_“J Inzdr =
0

/1 ! —e *)ldr=1In gc
z\l+zx 1+
0

= lim In ro_ lim In a: lim e *Inz — lime *lnzx /e Inxdx =
z—oo 1l4+x 2N0 14z T—00 z\,0
0

oo
—e"Inx
0
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— lim (In—— —¢%Inz)—lim (In—— — e ®lng | — /e*”” In xdx,
T—00 1+z 0 1+«
0

L2 Ll
c’est-a-dire - -
1
/f < em> de =Ly —L; — /e*‘” Inzdz.
z\l+z
0 0
Mais
Ly=lim (n—— —¢®Inz ) =0
2= Jim (g — e ) =
et
) _ . 1—e™®
Ly = lim <ln —e ””ln:c) = lim ( (zlnz) — In(1 +z)> =
2\,0 1+x 2\,0 x
i (" pma) —m(1+2) ) =0
= lim — zlnz) —In z) | =0.
Donc

/1< ! —e_x)da::C. [ ]
z\1l+zx
0

5. Effectuons dans 'intégrale (3.1) le changement de variable t = e~*. On a
donc dt = —e~*dx, x = — Int et aussi

{x\oét/ézl

T—o00=t\, lim e ™® =0.

r—00

On trouve

s} 1

1 N .. 1 1
/(1_e—m‘x>e dm_/(l—t—'—lnt)dt
0 0

Donc on a obtenu une expression de la constante d’Fuler en tant qu’intégrale
sur un intervalle borné.
Théoréme 5. On a [’égalité

1
dt=C|. 5.1

[ () o

0

Mais cette intégrale n’est pas impropre! En effet, considérons la fonction

cw=[b

1
17—t —+ m, pour t S (0, 1)
p(t) = 1, pour t=0 (5.2)
1
> pour t=1,
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comme j’ai procédé en 1958.

La fonction est continue sur (0, 1) et un calcul simple des limites, en 0 et en 1
prouve la continuité en ces points; donc la fonction est continue sur tout ’intervalle
[0,1] et ainsi la formule (4.1) peut s’écrire d’une maniére plus précise a 1’aide d’une
intégrale de Riemann sur un intervalle compact

/ p(t)dt = C. (5.1
[0,1]
Le graphe de la fonction ¢ est tangent a
Paxe Oy au point (0,1), ayant ¢'(0) = —oo,
en temps que ¢'(1) = I l’aire du trapéze

curviligne OAA'BO est exactement la constante
d’Euler, C; en plus, ¢ est convexe (¢ > 0) (voir
la fig. 1).

< 1 1
A cause de l'inégalité B < (t) < 1 pour tout z € [0,1]"), on a 3 <

< / p(t)dt < 1, ce qui offre une belle illustration géométrique a l'inégalité connue

[0,1]

1
—<(C<1.
2

Par l'intérméde de la substitution ¢ = 1 — s dans la formule (5.1), on trouve

la forme complémentaire
1 1 1
Z R [ P )
[ (G ma—g) e =c): (53)
0

qui est, de nouveau, une intégrale de Riemann / D(s)ds, ou B(s) = (1 —t). Les

0,1
propriétés et le graphe de la nouvelle fonction % slobtiennent sans aucune difficulté
de celles de ¢, ou directement.
6. Supposons que la fonction P, restreinte & lintervalle (0,1), peut étre
exprimée comme somme d’une série convergente de puissances de la variable s. Alors,

du dévéloppement connu 2)
2 3
x x
In(1 —r— <1
n(l+z)==z 5 + 3 ||
en substituent * = —s (|s| < 1), on aurait
2 8
n(l-s)=—(s+—=—+—=+...], |s|] <1
2 3
1) Ayant ¢(t) = % st=letplt)=1<t=0. (N.A)
2) De Mercator. (N.A.)
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d’6u, aprés un petit calcul,

1 s s? sn2
L el LI R R ST
sln(l —s) s 82 st
T+ + 4.+ t...
2 3 n
=co 185+ + .. Feps”+ ... (6.1)

De 14, en éliminent le dénominateur et en identifiant le coefficient de s™, des
deux membres de la nouvelle relation obtenue, on trouverait la relation de récurrence
des coefficients ¢,

1 1 1 1 1

1

= —Cp1+ —Cpat ...+ — = . 6.2

(o Tt gt et om0 = o (62)
En écrivant les relations pour n = 1,2,3,...,k et en résolvant le systéme &

l’aide de la régle de Cramer on pourait exprimer directement tous les ¢ sous la
forme d’'un déterminant d’ordre k + 1

1
1 0 0 0o =
2
1 1
= 1 . -
2 0 0 3
1 1 1
— — 1 —
L = 3 2 0 4 =
i ....... S f“”““i ..... :
ko k-1 k-2 k+1
1 1 1 11
E+1  k k-1 2 k42
! 1 0 0 0
2
= 1 10 0
3 2
1 1 1
-~ = | 0
= (—1)* 4 3 2 (6.3)
S S S 1
1 F Foa
1 1 1 1
k+2 k+1 k-1 "~ 2

(le déterminant du systéme étant égal a 1).
De légalité (s) = co+c15+cas?+...+ ¢, 8™ +. .., par intégration terme par

terme sur l'intervalle [0, 1] et tenent compte de (5.1’), on obtiendrait que la constante

d’Euler est la somme d’une série qui ne contient plus aucun logarithme

Cp—1 Cn

C1 C2
C= —+=+...
co+2+3+ +n+n—|—1

oo (6.4)
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Ces coefficients pouraient étre obtenus I'un aprés I’autre. Les premiers seraint

11 v o 1 3 863 275
CT T Ay 2T o ST e T 1600 P T 604807 T 24192
o — 33953

T 36288007 7

7. Dans [2], le probléme 4 de la page 449 exige d’établir I'égalité!)

/o1 1
0

Solution. (Nous réproduisons exactement celle de [2].) Partons de la fonction

1 1
F(z) = - —e7%).2)
() z<1—|—z ¢ )

Cette fonction est holomorphe & l'origine, car

—z

— e~ % est développable

+z

suivant les puissances de z et contient z en facteur *)

Appliquons le théoréme de Cauchy au con-
tour OAA’BO du probléme précédent (voir la
fig. 2).
Quand R*) croit indéfiniment, Iintégrale étendue a AA’

R
1 1 Choi)
— W) idy,?) 6)
/R+iy (1+R+iy ¢ )ly
0

tend vers zéro, car elle est moindre en module que

Rl 1

= -R
/R(R—i-e )dy,
0

1
c’est-a-dire que = + e 2. De méme, l'intégrale étendue & A'B

o 1
_ a—T,—iR
/x+iR(1+z+iR ¢ ° )dx’

0

1) Dans ce probléme, la demande est formulée prenant comme définition de la constante d’ Euler
justement la valeur de l'intégrale du théoréme 4. (N.A.)

2) 1l s’agit, bien str, d’une fonction complexe de variable complexe. (N.A.)

z 22

3) En effet, e % = 1— o + o avec convergence uniforme sur tout compact et, pour |z| < 1,

1
:1—,3-1—,32—...,donc1 -

on a — e~ % admet méme 22 en facteur. D’une écriture plus

z

moderne, F: C\ {1} — C, F(z) = ~ < LI e—2> pour z € C\ {—1}, z # 0 et F(0) = 0. (N.A.)

z\14+=z
1) R est le coté du carré OAA’BA. (N.A.)
5) I’auteur utilise la notation courante z = x +iy et les régles usuelles de I’intégration complexe.
(N.A)
6) La lecteur soucieux des détails est vivement conseillé a refaire par sois-méme tous les calculs!
(N.A)
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est moindre en module que
i 1 /1
—|=+e*)d
[ (5 ) "
0
. 2 ) I, -
donc moindre que = et tend vers zéro avec = D’aprés cela, on peut écrire

r 1 d / 1 d

/ —e 7 —x—k/ — —e & =e,
1+z x 1+1iy Y

0 R

€ tendant vers zéro quand R tend vers +oo. La premiére intégrale est réelle et a
pour limite la constante d’FEuler, C'; de 14 les deux égalités

c 7 1 o dz 7 1 cos dz
= —_— —_— —_— I PR
14+2z x 1422 z’

0 0

La premiére est I’égalité a démontrer; la seconde donne

o0 oo
sinz . dz
- dr = T3 2 arctgx
0

0

oo
_ T

2

0

égalité déja établie.?)

La solution préséntée appartient a la partie de l'ouvrage [2] rédigée par Painlevé
(pp. 439-524).

A la fin de cette section, quelques mots sur les auteurs de [2], deux illustres ma-
thématiciens francais. Frangois-Féliz Tissérand (1845-1896) a été professeur a la Faculté
des Sciences de Paris (étant le successeur de Victor Puiseur et le prédécesseur du grand
Henri Poincaré a la Chaire de Mécanique Céleste), membre de I'Institut®), directeur de
I’Observatoire Astronomique. Par ses travaux, Tissérand a continué la ligne des recherches
d’astronomie mais aussi d’analyse mathématique de Puiseuz, celui qui en 1879 avait décerné

1) Dans l’écriture de I’avant-dernier terme de cette formule nous nous sommes écarté un peu de
Pécriture originale de Painlevé (arctgz)g”, en utilisant la notation moderne. (N.A.)

2) Ici Painlevé fait réféerence a Pordre des matieres de [2]. (N.A.)

31 s’agit de I’Institut de France, fondé en 1795, situé Quai de Conti, & Paris et qui contient
les cinq Académies de France: ’Académie frangaise, I’Academie des Inscriptions et Belles-Lettres,
I’Académie des Sciences, I’Académie des Beaux-Arts et 1’Académie des Sciences morales et poli-
tiques. (N.A.)
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le titre de docteur és mathématiques & notre illustre professeur David Emmanuel (1854-
1941). Puiseuz avait succédé Pierre Ossian Bonnet a la Chaire mentionnée antérieurement
et en 1857 a succédé au grand Cauchy a la Chaire d’Astronomie mathématique, ot il a été
suivi en 1866 par Tissérand.

Paul Painlevé (1863-1933) a été un illustre mathématicien frangais; ancien éléve de
I'Ecole Normale Supérieure (E.N.S.) il a suivi aussi les cours de Schwarz et de Klein a
Gottingen, avant de passer l'agrégation en 1886 et d’obtenir son doctorat en 1887. Il a été
professeur & I’Université de Lille, & la Sorbonne, 4 'E.N.S., au Collége de France et & I’Ecole
Polytechnique. Il a obtenu des résultats notables dans la théorie des équations differentielles
(notamment concernant quelques unes qui avaient résisté a Poincaré et Picard!). En 1909
il a crée le premier cours universitaire de mécanique des fluides appliquée & I'aéronautique
et a soutenu le dévéloppement de ’aviation. Membre de I'Institut, et méme président de
I’Académie des Sciences, homme politique, il repose au Panthéon de Paris.

*

La structuration et la mise & point finale de cet article a été faite en collabo-
ration avec M. Andrei Vernescu.
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21, Rue du Dr. Staicovici,
Bucharest

O noud demonstratie a inegalitatii lui Erdés-Mordell si
extinderea ei

DE NICUSOR MINCULETE

Abstract

This note gives a new proof and an extension of the Erdés-Mordell inequality.
Key words: Erdos-Mordell inequality.
M.S.C.: 51M04

Introducere.

P. Erdos a propus intr-unul din numerele revistei ,, The American Mathema-
tical Monthly* din anul 1935 urmatoarea problema deschisa:

Daca M este un punct in interiorul unui triunghi ABC, iar x, y, z sunt
distantele de la punctul M la laturile [BC], [CA], [AB], atunci

MA+MB+ MC > 2(x+y+ z). (1)

Aceasta a fost demonstrata in anul 1937 de L. J. Mordell si de D. F. Barrow.
Pe urma au aparut o serie de demonstratii ale altor matematicieni: Leon Bankoff
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(1958), André Avez (1993), V. Komornik (1997), Hojoo Lee (2001), Nikolaos Der-
giades (2004) si George Tsintsifas (2006 — 13 demonstratii) (vezi lucrdrile [1], [2],
31, [4] si [6]).

In continuare, prin analizarea unei metode utilizate in [5], voi demonstra ine-
galitatea lui Erdés-Mordell printr-o metoda noud si, de asemenea, voi extinde aceasta
inegalitate, astfel incit aceasta sa fie valabila pentru orice punct din interiorul tri-
unghiului si de pe laturile sale.

Demonstratia inegalitatii

Pentru inceput, consideram punctul M in
interiorul triunghiului ABC. Vom nota cu z, y, z
distantele de la punctul M la laturile [BC], [C'4],
[AB] de lungimi a, b, c.
Fie punctele P, @, proiectiile punctului M pe la-
turile [BC], [C'A], iar M’, un punct in exteriorul
triunghiului AbC, astfel incat

IMAC =4M'BC i sMCA=<M'CB.

Se considerd proiectia punctului M’ pe
latura [BC] ca fiind S i M'S = y’. Deoarece
triunghiul AMCsi BM'C sunt asemenea, avem
proportionalitatea laturilor:

MA MC b oy

M'B_ M'C a y’

prin urmare

M'B = %MA, M'C = %MQ y = %y

Se observa ugor din figura 1 ca
IMCM' = «BCA

deci, prin aplicarea teoremei cosinusului in triunghiul M’'C M, obtinem

2
M M? = M'C?+ MC? —2M'C - MC -cosC = S MC? + MC? — 22 MC? cos C =

b2 b
Mc? ., MC? . ¢?
= (a +b —QGbCOSC)ZT,
adica
MM,:C-MC
o
Tnsi
MM >z +y,
ceea ce inseamna ca
c-MC’>w+g
b =T
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c .
—, obtinem

iar, prin impartire cu b

b
MC>z - +y- 2 2)
c ¢
Analog demonstram inegalitatile
c b
a “a
c a
MB>zx- - e 4
ey +z 2 (4)
Prin adunarea relatiilor (2), (3) si (4) se obtine inegalitatea

b b
MA+MB+MC2a (=47 )4y (2+5)42(5+2). (5)
c b c a b a

. . Lo u v . .
Deoarece avem inegalitatea algebrici — 4+ — > 2, oricare ar fi u,v > 0, ine-
voou

galitatea (5) devine
MA+ MB+MC > 2(z+y+2),

ceea ce demonstreazi problema propusad de Erdds.

Extinderea inegalititii

Acum vom extinde aceastd problemd, astfel
incat punctul M sd poata fi situat si pe laturile [BC],
[CA] si [AB].
Daci punctul M coincide cu A, atunci inegalitatea
lui Erdés-Mordell devine

AB + AC > 2-d(A, BC) = 2h,,

ceea ce este evident, deoarece AB > h, si AC > h,.
La fel de simple sunt gi inegalitatile care se obtin
cand punctul M coincide cu B sau cu C.

Dacd M este un punct pe (BC), atunci ¢ = 0, iar din faptul ci patrulaterul
ARMQ este inscriptibil rezulta RQ) = M A-sin A. Pe de alta parte, aplicand teorema
cosinusului in triunghiul M QR, obtinem

RQ? = y* + 2% + 2yz - cos A,
deci
MA? -sin? A =9? + 22 +2yz-cos A = (y-sinC + z-sin B)? + (y - cos C — z - cos B)?,

deci
MA? — sin®?A > (y-sinC + z - sin B)?,

adica

sin B sin C'
=7 SinA+y sin A’
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Prin urmare

1 sinC 1 sinB
S 2
MA+MB+MC; >y (sinC * sinA> + <SinB M SiDA> B

1 1
> 2 2 —_—>2
= y\/sinA + Z\/sinA > 2(y + 2),

1
1 > 1, in consecinti MA+ MB + MC > 2(z +y + 2).

Sin
Se demonstreazd in mod similar cazul in care M apartine laturilor [C'A] si

[AB).

deoarece

Observatie. Consideram punc-
tul M in exteriorul triunghiului ABC),
ca in figura 3. Se observd ca patru-
laterul BM PR este inscriptibil, deoarece
m(xXBRM) = m(<xBPM) = 90°, deci
m(XRMP) = m(xABC), deci RP =
= M B -sin B; dar, prin aplicarea teoremei
cosinusului in triunghiul RM P, obtinem
RP? = 22 + 22 — 22z - cos B deci

MB? . sin?B=2%+ 22— 222 -cos B =

= (z-sinC —z-sinA)* + (z-cosC 4 z - cos A)*,
deci
MB?.-sin® B> (z-cosC + z - cos A)?
adica

MB >

x -

(6)

cos C' cos A
sin B sin B

Analog se arati cd

x -

MC > (7)
Prin urmare, doar inegalitatea (2) rdmane valabild in situatia din figura 3.
Daca triunghiul ABC' este ascutitunghic, atunci, din relatiile (2), (6) si (7),
obtinem;

sin C Ty sin C'

cos B cos A ‘

MA+MB+MC’Zx<COSB COSC> (cosA smC’) Z(COSA smB>'

sinC + sin B sinC + sin A sin B + sin A

Deoarece avem inegalitatea algebrica u + v > 24/uv, pentru orice u,v > 0,
inegalitatea (8) devine;

MA+ MB + MC > 2z+/ctgB - ctgC + 2+/ctgA(y + 2). (9)

Prin pozitionarea punctului M in regiunile similare celei din figura 3 (in raport
cu laturile [C'A] si [AB], vom obtine analoagele inegalititii (9).
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NOTE METODICE

Demonstrarea unor inegalititi cu ajutorul generalizirii
inegalitatii lui Cauchy la matrici
DE LiLiaANA CRACIUN g1 IoAN ToTOLICI

Abstract

This note gives a generalization of the Cauchy inequality, for numbers from an
array.

Key words: Cauchy inequality.

M.S.C.: 26D15.

In prima parte a notei vom prezenta o demonstratie elementars a inegali-
tatii lui Cauchy gi a generalizarii pentru tabele dreptunghiulare a inegalitatii lui
Cauchy. In partea doua, vom prezenta cateva exemple de aplicare a inegalitatii lui
Cauchy generalizate pentru demonstrarea unor inegalititi cunoscute, iar in partea
a treia vom aplica aceastd schema de obtinere a inegalitatilor in rezolvarea catorva
exercitii.
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I. Inegalitatea lui Cauchy generalizati
Daca aq,as, ..., a, sunt numere reale pozitive, atunci numerele:

a1+a2+...+a

n .
An: §1Gn:\n/al'a2'an
n

se numesc media aritmeticd si respectiv media geometricda a celor n numere. Evident

cd A, si G, sunt invariante fata de ordinea numerelor aq, as, ..., ay,.
Teorema 1 (inegalitatea lui Cauchy). Are loc inegalitatea A, > G, cu
egalitate numai dacd a1 = as = ... = G-

Pentru demonstratie folosim urméatoarele leme:
Lema 1. Daca x > 0 si n natural, n > 1, atunci " > nx —n—+1 cu egalitate
pentru x = 1.

Lema 2. Dacd 0 < a1 < ag < ... < ay, atunci Ax < Akt §0 app1 < ——

k=1,2,...,n—1, cu egalitate pentru a1 = as = ... = ay,.
Demonstratia Lemei 1. Avem succesiv

" —nr+n—-1=2"-1-n(x—-1)=@@" '+2" % +...+2+1-n)(z—-1) =
=@-1)["-D+ @@ "' -1)+...+(@x-1)]=

=(@-1)2["?+22" % +.. .+ (n—2)z+n—1] >0,

cu egalitate pentru x = 1.
Demonstratia Lemei 2. Putem scrie

ai +ag + ...+ aps1 ap + + ag

A — Ay — _ _
k+1 k T -
1
:m[k(m+a2—|—...+ak+1)—(k+1)(a1+a2+...—|—ak)]:
1
= m[(alﬂ'l7a1)+(ak+17a2)+"'+(ak+1*ak)] >0
cu egalitate numai dacd a1 =ay = ... =api1, k=1,2,...,n— 1.
A
Cum % >1,k=1,2,...,n— 1, folosind Lema 1 giisim
k

At A\ Apt1
+ :Ak< ) > Ay {(k—i—l) —k| =(k+1)Ar1 — kA = agy1,

Ak Ay Ay
k=1,2,...,n— 1, cu egalitate pentru a; = as = ... = a,.
Demonstratia teoremei 1. Daca unul din numerele a1, as, . . ., a, este zero,
inegalitatea lui Cauchy este evidenta.
Dacad numerele aq,as,...,a, sunt pozitive, atunci, pe baza Lemei 2 putem
scrie ) 5
As A Al
Gﬁzalag...an<A1—2~—3-...- n_ = A"
> 1 2 -1 n
A A3 AnTy
de unde G,, < A, cu egalitate cand a1 = as = ... = a,.-
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Observatia 1. O alta variantd a acestei demonstratii pentru teorema 1 se
obtine dacéa in locul Lemei 2 se considera:

Lema 2. Daci 0 < a1 < ag <... < ay, atunci Gy < Giyq 8t (k+ 1)Grp1 —
kGr < agt1, k=1,2,...,n — 1, cu egalitate cand a1 = as = ... = ay.

Sa consideram urmatorul tabel de numere reale nenegative

an a2 a13 . ain | Gin

azy  azx a3 . azn | Gon
A

Aml Am2 Am3 ... Amn a

unde pe linia lui A sunt trecute mediile aritmetice ale numerelor de pe coloana
corespunzatoare, iar pe coloana lui G sunt trecute mediile geometrice ale elementelor
de pe linia respectivd, m si n numere naturale nenule,

Teorema 2 (Inegalitatea Cauchy generalizatd). Este valabild inegali-
tatea

T{/Aml.A,,LZ....-AngG1"+G2n+”'+Gm", (1)

m

cu egalitate, fie cind elementele unei coloane sunt toate nule, fie cind elementele a
doua linii sunt proportionale.
Demonstratie. Si notadm prin G* gi A* primul si respectiv, cel de-al doilea

membru al inegalititii (1). Dacd A,,; = 0 atunci a1; = ag1 = ... = apy1 = 0,
Gin = Gop = ... = Gy = 061 deci A,y = 0. La fel pentru A,0—¢ sau ... A, =0
Fie, acum, A,,1 > 0, Ao > 0, ..., Ay > 0; aplicand inegalitatea lui Cauchy
putem scrie:
ail aio A1n Gln
+ +...+ >n
Aml Am2 Amn G*
asy ag asn Gan
+ + ...+ >n
Aml AmQ Amn G*
m1 m?2 Amn Gin
+ +...+ >n
Aml Am2 Amn G*

Adundm membru cu membru inegalitatile precedente i obtinem

nm A*
A & > —ATes1>—,
nmfG* Z o

Ami Ao Ay . M
m +m +...4+m >
Aml Am2 Amn G*

de unde rezulta (1).
Observatia 2. Inegalitatea (1) este o generalizare a inegalititii lui Cauchy.
Intr-adevar, scriind inegalitatea (1) pentru tabelul patratic

ar ay ... Gp_1 an, |Gy,
as ag ... an ai G,
Qp, aj ce. Qp—2 Qap-—1 Gn

A
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gasim inegalitatea lui Cauchy. Schema pentru obtinerea de inegalitati consta in
alegerea convenabild a tabelului dreptunghiular si aplicarea la acest tabel a inega-
litatii Cauchy generalizata (1).

I1I. Exemple de aplicare a schemei

Pentru economie de spatiu, in unele tabele vom face mediile aritmetice pe linii
gi mediile geometrice pe coloane, fapt ce nu afecteazi valabilitatea inegalitatii (1).
Acest fapt va fi marcat prin schimbarea locurilor literelor A* gi G*.

1. Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz
Fie ay,az,...,a,,b1,ba,...,b, € R, n > 2. Atunci

(a1by + asb + ... + anby)? < (af+a3+...+a2) (BT +b5+...+02).

Demonstratie. Pentru demonstrarea inegalitatii, formam tabelul dreptun-
ghiular

1 n
a? ai ... ad? % Z EE% a?
2 2 2 Moo
v T A > élgi b2
[albl] [agbg] e [anbn] ‘ Z

Aplicand (1) la acest tabel avem

(23] (232 = 13w
k=1 k=1 k=2

de unde rezultd cunoscuta inegalitate a lui Cauchy-Buniakowski-Schwrz.

2. Inegalitatea lui Bernoulli. Pentru orice x > —1 gi n € n* avem
(1+x)2 > 1+ nx.

Demonstratie. Pentru demonstratie se foloseste tabelul:

1 1 1 1
— 4z — — —V1+4+nz
n n n n
1 1 1 1
— —+x — —V1+4+nx
n ori n n n n
1 1 1 1
— — . —+x —V1+4+nx
n n n n
1+2 1+=z 1+ A
— — — e

Aplicand (1) la acest tabel avem

n n

1
n =1 n
" <1+:c) Zn n +mc¢><1+:c) Z1+nx
n
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de unde rezultd inegalitatea (1 4+ z)™ > 1 + na.

Inegalitatea lui Huyghens generalizatid. Daca aq,a9,...,a, si

3.
., by, sunt doud giruri finite de numere reale nenegative, atunci are loc ine-

b, ba, ..
galitatea

(b1—|—a1)(b2—|—a2)-...~(bn+an)2 (\n/blbg...bn—l— \"/alagm..-an)

Demonstratie. Aceastd inegalitate rezultd din tabelul

bg . bn RV b1b2 . bn

2

by

ai a2 Qp, vai1ag s ... Qp
by +a1 by +as b, +an é
2 2 2 G

Aplicand inegalitatea fundamentald (1), rezultd inegalitatea:

S Ybiby - ... b, + Vajas - ... ay _

ﬁ by, + ay,
2 - 2
k=1

\n/blbg e bn-l- Jaiag - ... ~an>2
=

:ku+ak >
2 2
k=1

n n
@H(bk+ak)2(\"/blbz‘...'bn+ {L/alaz‘...'an) .
k=1

b, = 1, atunci gasim

=by = ... =

Daca in aceasta inegalitate ludm b
inegalitatea lui Huyghens (v. [2], [3]).
ITI. In aceastd sectiune a notei prezentim o serie de inegalititi demonstrate

cu ajutorul schemei descrise mai sus.
1. Dacd a >0, k=1,2,...,n, atunci
(=) (5=
k=0 ’ k)

Solutie. Pentru demonstratie se foloseste tabelul

1 n
a a a Ay Ay — a — a
1 2 3 n—2 n—1 n nkZ:l k
1 1 1 1 1 |11
ap a2 ag Up—2 Ap—-1 Gn | N =1 ag
G
1 1 1 1 1 1 —
A
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Aplicand inegalitatea fundamentald (1) rezultd inegalitatea:

1 — 11 1+1+...+1
— = > &
(@k) (@ak)— "

k=1 k=1
() () e (Be) (54) =
"\ \i=1 ’ =) k=1 * o)
2. Dacd ay,ao,...a, $iby,ba,..., b, sunt numere reale iar a1, oo, . .., a, sunt

numere reale strict pozitive, atunci

(Brt) (£55) = (B)

Solutie. Pentru demonstratie se folosegte tabelul

n
2 2 2 2 o | 1 2
L B R R L L ) ST
k=1
2 2 2 2 2 2 n_ o
bk by b b1 b | 1Bk
o (%) (6 %3 Ap—2 Gp—1 Qp n k=1 ak
G
la1b1| |agba| |asbs| ... |an—2bn—2| |@n—1bp_1| |anbyl 1

Aplicand inegalitatea fundamentald (1), rezultd inegalitatea

() (D) e

k=1

2] G-t

=1 ¥k
2 k
= agag | - — > |akbk|
€75
k=1 k=1 k=1
3. Dacd aq,as,...,a, sunt numere reale, atunci

(al—|—ag—|—...—|—an)2gn(a%—|—a%—|—...—|—ai)2

problem3 propusa pentru O. I., Cehoslovacia
Demonstratie. Pentru demonstratie se folosegte tabelul

ai a5 a3 ... ai_, an_y a - > aj
1 1 1 1 1 1 1
G
lar| laz| laz| ... lap—2| lan—1] |an] 1
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Aplicand inegalitatea fundamentald (1), rezultd inegalitatea:

(&) -

) - (&)

1 & 1 & 1 & 1
2 2
- 1> =S > =
(n ak> = lax| < - ayp > -
k=1 k=1 k=1

o () <5

4. Dacd x1,T3,...,T, sunt numere reale, atunci
n
(n—1) x2>2 Tk,
z = etV
i=1 1<i<j<n

Demonstratie. Pentru demonstratie se foloseste tabelul

n
o o
n
2 .2 2 2 ,.2 2 2 2 ni_lz:af
T5 X3 ... T r] X3 ... T R AR e n(nfl),l i
——— —— ————— i=
(n—1) ori (n—1) ori (n—1) ori
G
|x1xal|zias| ... |T1@n| |Tazr| |2z - . . |X2xy| . X120 - . | TpEn—1] 1

Aplicand inegalitatea fundamentald (1), rezultd inegalitatea:

-1 & 2
(nnl Zﬁ) _Tl) Z |ziz;| <

Pentru n = 3 avem inegalitatea:

2 2
]+ xjxg > x120 + 173 + X273,

n

5. Daca x1,T2,...,x, sunt numere reale nenegative cu E T = 8§ §& o un
k=1
numdr real pozitiv, atunci are loc inegalitatea

(s+axi)(s+axs) ... - (s+ax,) > (n+a)"x129... 2.
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. e i as . o . p .
Demonstratie. Mai intai consideram « rational de forma =, p gi ¢ numere

naturale. Pentru demonstrarea inegalitatii se foloseste tabelul:

Iy To Tn—1 Ty Y/ X1X2...Tp
T2 T3 e Tn I \/T1X2 ... Tp
Tp T ce Tp—2 Tn—1 /L1 ... Ty
IR Tno1 |y
q q q q —YT1T2...Ty
x1 Zo Tn—1 Zn, q
— — — 1
q q q q —YT1T2...Ty
p ori . . . q
T ) Tn—1 Tn
o o T 1
q Y
q
s+ax1 S+ axs S+ axn_1 S+ axy, A
n+p n+p n+p n+p G

Aplicand inegalitatea fundamentald (1), rezultd inegalitatea:

s+ axy) - (s+axs) ... (s+ axy,) < (n+a): Yrixe ... Tn
(n+p)" B n+p '

Pentru a « € (0, 00) se considerd « ca limita unui sir de numere rationale, se
scrie inegalitatea pentru acest sir si se trece la limita.

6. Fie ay,a9,...,a, o progresie aritmetica finitd cu a; > 0 si ratia r > 0;
atunci are loc inegalitatea

ar +an\"
ala....-an<(12n> , n>2.

n+1\"
Dacid a; = 1 si r = 2 se obtine cunoscuta inegalitate n! < ( ;r ) .

Solutie. Pentru demonstratie se foloseste tabelul

ai as as . Ap—2 Ap—1 Qp, varag ... apy

Qp Ap—1 Ap—2 . as aq al vaiag ... Qp
a; +an a; +ap ay +an a1+ an a; +ap a; +ap £

2 2 2 o 2 2 2 G

Am folosit faptul ca intr-o progresie aritmeticd ay + a,,—r+1 = a1 + a,, pentru
orice k > 1. AplicAnd inegalitatea fundamentald (1 ), rezulta inegalitatea:

n n
o a1+ a a; +a
<12n> > "a1a2~...'a"<ﬁ><12n) > a1G. ... Qp.
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Deoarece ratia progresiei este r > 0, rezultd cad inegalitatea de mai sus este
stricta.
Observatie. Dacd a; = 1 si r = 1 inegalitatea de mai sus devine

ntl n>n'
5 I.

2n
7. Are loc inegalitatea <2n) > 2 ,neN.
n n+1
Solutie. Avem
2n\ 22n o (2n)! o 22n o (2n)! o
n) n+l  @Hxn!) " n+1  (2:4-6-...-(2n))-(2:4-6-...-(2n)) —
< 1 @1-3~5-...-(2n—1) 1 o
“n+1 2:4-6-...-(2n) T n+1
< nmh+1)(1-35-...-2n—-1))>2-4-6-...-(2n). (*)

Pentru demonstratia inegalitatii (x) se folosegte tabelul:

2 46 ... 2n—4 2n—-2 2n | /2-4-6-(2n)

2n 2 4 ... 2n—6 2n—4 2n—2]| {/2-4-6-(2n)
A

n+l 3 5 ... 2n—5 2n—3 2n—1‘ e

Aplicand inegalitatea fundamentald (1), rezultd inegalitatea:

Yn+1)B-5-...-2n—1))> V/2-4.6-...-(2n) &

Sm+1)(1-35-...-2n—1))>2-4-6-...-(2n)
si (%) este demonstrati.

8. Dacd aq,as,...,a, sunt numere reale pozitive, atunci

2(p —
I<isi<n B T 4(a +az+ ...+ ay)

Solutie. Pentru demonstratia inegalititii () se folosesgte tabelul

n—1 n—2 1
2 n
a1+ as+...+a1+apas+as+...+ax+ay ... Qp_1+ ay mZ(n—l)ak
k=1
2 n
— Y (n—1ag
n(n—l);
1 1 2 2 1 %
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Aplicand inegalitatea fundamentald (1) rezultd inegalitatea:

2 o 2 1
2 ) (2 Y 1
n e n(n—1) a; + a;

1<i<j<n
si deci 2
(a1 +ag + ... +ay) Z aiiajzn(zl)
1<i<j<n
= Z LN n*(n —1) n > 2.

1<i<j<nai+aj T 4(artas+...+ap)’
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Liceul teoretic ,Nichita Stanescu*
Ploiegti

Vindem carti de specialitate la kilogram!
DE DAN PLAESU

In ultimii 15-16 ani un fenomen ingrijordtor igi face simtitd tot mai acut
prezenta in invitadmantul roméanesc: proliferarea necontrolata a productiei de carte
de specialitate. Mii de culegeri de probleme gi manuale au invadat rafturile librariilor,
tonetele stradale, ghiozdanele elevilor gi buzunarele parintilor. Nefiresc de multi
profesori de matematicd (i nu numai) au produs cel putin o carte, dacd nu zeci de
carti, unele in tiraje minuscule gi editii tip ,,princeps-opera omnia“, altele in tiraje
si numar de editii de proportii biblice. Daca cenzura gi, mai ales, autocenzura nu isi
vor face simtitd prezenta, atunci fenomenul mai sus amintit se va croniciza gi vom
putea parafraza cu amari satisfactie versurile unei melodii, altaddata des fredonata:
,Ca nu e profesor sa nu fi scris o carte, méacar o data, doar o datad-n viata lui®.

Toate ar fi bune si frumoase, cu impact pozitiv in cultura matematici ro-
maneasca, dacd productiile colegilor nostri, inainte de a vedea lumina tiparului, ar
strabate un filtru, in primul rand personal, care sa vizeze originalitatea, oportuni-
tatea, respectul fata de dreptul de autor, redactarea si, nu in ultimul rand, rigoarea
stiintifica. Din pacate, un astfel de filtru al onestitatii nu se fabrica la noi in tari,
numarul cererilor pe piata libera fiind ruginos de mic. S-a ajuns in situatia in care
dictonul Pauca, sed matura (Putine, dar coapte!) respectat cu sfintenie de acel
ymonstru sacru“ al matematicii din toate timpurile, Carl Friedrich Gauss, sa fie
inlocuit cu de tot pragmaticul indemn al lui lon Heliade Radulescu in a sa revistd
yintegral literard”, ,,Curierul de ambe sexe* (1837-1848): ,,E vremea de scris, i scriti
cat veti putea gi cum veti putea!*
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Intru sprijinirea celor scrise in randurile anterioare si cu asumarea tendenti-
oasd a posturii de carcotag, prezentdm in cele ce urmeaza trei probleme de mate-
maticd, aparute in cirti destinate elevilor studiosi, probleme ale caror solutii sunt

incorecte, una avand carente gi in ceea ce privegte enuntul.
Din lucrarea [1] avem in vedere urmétoarele probleme:

Enunt (pag. 39):
b b
Fie a, b, c € R*, astfel incat a—l— = jl_ c_¢ + e Si se calculeze

(a+b)(b+c)(c+a)
abe

Solutie (pag. 229):
a+b b+c c+a 2a+b+c)

c a b a+b+ec
a+b=2c
= b+c=2a :>(a+b)(b—il;c)(c+a):8.
c+a=2b ave
Solutie corectad :
b=kc
b b a+
et s bre=he =
¢ a c+a=kb

=2(a+b+c)=kla+b+c)= (k—2)(a+b+c)=0.
Dacia+b+c# 0=k =2 si atunci
a+b=2c (a—|—b)(b+c)(c+a):8

b+c=2a = 5
c+a=2b ave

Dacid a + b+ ¢ = 0, atunci

a+b=—c
bt c— —a :>(a+b)(b—|l;c)(c+a):_1.
c+a=-b ave

Enunt (pag. 51) :
Fie a,b,c € Q* asa incat =
b c a

streze cd a = b = c.
Solutie (pag. 235):
Fiecare raport al sirului este egal cu

3a—b— 3b—c— 3c—a—1»
a4 ¢ ca_o2c~a . Sa se demon-

3a—c=2b
3 b -2 b
(atb+c) (a+ +C):1:> 3b—a=2c =a=b=c.
atbte 3¢c—b=2a
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Solutie corecta:

Demonstram mai intai cd a + b + ¢ # 0. Daci, prin reducere la absurd, am
presupune ca a + b+ ¢ = 0, atunci am avea

3a—b—c_3b—c—a_3c—a—b:>4a—(a+b+c) _4b—(a+b+c)

b c a b c -
de—(a+b+c) a b ¢ o> = b 2 42 9
— o=l =={ V= =+ +E=ab+bctca=
a b ¢ «a 2 —ab

=(a-b2+0b-—c’+(c—a)’)=0=a=b=c,

Cum a+b+c¢ =0, avem a = b = ¢ = 0, ceea ce contrazice enuntul !
Prin urmare, a + b + ¢ # 0. Putem scrie:

3a—b—c=kb
3a bb c:3b c a:30 a b:ké B—c—a—ke =
¢ a 3c—a—b=ka

=a+bt+c=kla+b+c)=(k-1)(la+b+c)=0=>k=1=

3a—2b—c=0
=4 —a+3b—-2c=0 =a=b=c#0.
—2a—b+3c=0

Poposind pe meleaguri moldave, surprindem in culegerea de probleme [3] ur-
matorul:

Enunt incorect (pag. 173):

Daci p este un polinom cu coeficienti reali si se arate ci daca ecuatia p(xz) =0
are toate radécinile reale, avem:

p(x)p”(x) —p'(z) <0, Vo € R.

Solutie (pag. 342):

/ 1 1
P(x) = + +...+ ; derivand aceastd egalitate obtinem:
p(x) T—T X -9 T — T,
p'(z) - p(x) — (v (@))* 1 1 1
2 - 2 2 7 < 0
(p(z)) (—21)* (- a2) (x —n)

Enunt corect:
Fie n € N, n > 2 gi polinomul p € R[z|, de gradul n, avand toate rddicinile
reale gi simple. Sd se demonstreze ca:
p"(x) - p(z) - [p'(@)]* <0, Vo € R.

Solutie. Fie x1,xo,...,x, € R ridicinile polinomului p’; atunci:

p(x)=alr —x1)(x —x2) ...  (x —xp), Ve €R.
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"(x 1 1 1
p(): + +...+ , Ve eR\{z1,z2,...,20}
p(x) T—T, T —To T — T,

Derivand egalitatea precedentd, obtinem

P (i) - p(xi) — [p'(@i)]? _ 1 1 1
ok BT AT R ]
Ve e R\ {x1,20,...,2,}.
Rezulta
p"(z;) - p(x;) — [p'(2:)]? < 0, oricare ar fi ¥ € R\ {x1,79,...,2,}. (1)

In continuare, in baza enuntului, putem scrie:
xi, ¢t = 1,n — raddcini reale simple =

e S Vi ST =0 @) p(e) — @0 =~ <0, Vi =T )

Din relatiile (1) si (2) rezultd inegalitatea din enunt,.

Incheiem aceste randuri cu precizarea ci un exemplu de culegere de probleme
ce poate fi luatd drept model este [2], ai cdrei autori, trei la numir, cultivd cu
naturalete respectul de sine, asortat cu probitatea gtiintificd. Indexul bibliografic ce
insoteste lucrarea presupune modestie, adevar gi bun simt editorial.

Speram ci lectura acestuia va orienta cititorul in urmatoarele sale demersuri
livregti.

Bibliografie
[1] T. Andreescu, B. Enescu, A. Jorza, O. Pop (plus alti 17 coautori), Olimpiadele de
matematicd (clasele V -X), Editura GIL, Zaldu, 2002.

[2] I. Tliescu, B. Ionescu, D. Radu, Probleme de matematicd peniru admiterea in in-
vatamantul superior, E.D.P., Bucuresti, 1976.

[3] Colectiv format din 14 profesori ieseni, Teste de evaluare pe unitdfi de invatare. Liceu,
Editura GIL, Zaldu, 2003.

Profesor,

Str. Garii nr. 10, bl. L21, et. IV, ap. 9,
Iasi

PROBLEME PROPUSE

264. Fie n € N* 5i V spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult n — 1
cu coeficienti complecsi. Vom nota cu id aplicatia identica a lui V' i pentru orice
a € C vom desemna prin u, : V — V aplicatia definita de egalitatea

uq(p(r)) = p(x + a).

a) Sa se arate ca multimea G = {u, }aec este un subgrup al grupului GL(V)
(grupul automorfismelor lui V) izomorf cu grupul aditiv al numerelor complexe.

247



Folosind acest rezultat, si se precizeze un subgrup al grupului GL,,(C) (grupul ma-
tricelor inversabile cu coeficienti in C) izomorf cu grupul aditiv C. Sa se determine
inversa unei matrici din acest subgrup.

b) Pentru a € C — {0}, se considerd in V polinoamele:

x zx—a) ...-(x — (n—2)a)
Po(@) =1, p@) = g eer pale) = T,
Sa se arate cd familia {pg,p1....,pn—1} constituie o bazd in V si s se scrie

matricea endomorfismului u, — id in raport cu aceastd bazi.
¢) Pentru k € N, sa se determine ker(u — id)* si im(u — id)*.
d) Fie a,b,«, 0 € C. Si se arate ci urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) (ug + Bup)™ = o;
(ii) ker (auq + Pup) # {0};
(iii) a+ g = 0.
Dan Radu
265. Fie (z,,),,~; un sir de numere pozitive care converge la 0 astfel incat

9]
E Ty = OQ.
n=1

Atunci exista un subsir (2, ), al lui (z,),~, astfel ca:

(o) o0
E Ty, = 00 si E xik < oo.
k=1 k=1

George Stoica

266. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat a > b > ¢ si b > ac. Sa se
arate ca functia ¢ : (0, +00) — R data prin:

a® +b* + ¢ g
oo = ()

pentru orice x > 0, este logaritmic concavi pe intervalul (0, +00).
Marian Tetiva

267. Si se arate ci
-1
nmw ta (n—1Dm
2n+1 2n +1

tg

pentru orice n € N*.
Gheorghe Sz6ll6sy

268. Fie cubul [ABCDA'B'C'D'] de muchie a si X € (AB, Y € (AD,
7Z € (AA’ astfel incat AX =, AY =3, AZ =~, unde o, 3,7 > a si

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+>>, Z+=>, 4>
a B a B 4 a v a a

Planul (XY Z) imparte cubul in doud corpuri [C4] gi [Co] si intersecteaza
muchiile (A'B’), (BB'), (BC), (CD), (DD') si (D'A’) in punctele M, N, P, Q,
R, S.
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Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Dreptele MQ, NR si PS sunt concurente.
2) Sferele situate in interiorul corpurilor [C1] i [C2], tangente planului (XY Z)
si fetelor triedrelor tridreptunghice cu varfurile in A, respectiv C’, au raze egale.
1 1 1 2
) —+=-+-—=-.
)a+6+7 a

Daniel Vacaretu

SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

243. Sa se determine solutiile, numere intregi, ale ecuaties

x2+y2+22+w2=902y222.

Dan Radu

Solutia autorului. Vom face mai intai observatia cd, datoritd structurii ecuatiei, este
suficient si cdutdm soutiile in Z. Pe de altd parte se vede cd ¢ = y = z = w = 0 este solutie a
ecuatiei. Vom ardta ci aceasta este singura solutie.

Dacd zyz = 0, atunci rezultd, in mod necesar, w = 0.

Dacd zyz # 0, atunci vom ardta cd si w # 0.

intr-adevir, vom avea

z2 (y222 -3)+ > (:)3222 -3)+ 22 (x2y2 -3) = 3w? (1)
si, presupunand — prin absurd — cd w = 0 ar urma ci, de exemplu, y222—3 < 0, de unde, obligatoriu,
y = z = 1. Atunci, inlocuind 1n (1), deducem c#

—2172+m2 —3+a:2 —3=0,

ceea ce constituie o contradictie.

Fie (z,y, z,w) o solutie a ecuatiei si § cel mai mare divizor comun al numerelor z, y, z si
w. Atunci existd a,b,c,d € N atfel incat ¢ = ad, y = bd, z = ¢§, w = dé, unde a, b, ¢ si d sunt
prime intre ele, iar ecuatia din enunt, este echivalentd cu ecuatia:

a? + b2 4+ 4 d? = 5?2t 2)

Pentru ecuatia (2) nu existd decit urmitoarele patru posibilitigi:
1. Trei dintre numerele a, b, ¢ §i d sunt pare, iar unul impar; atunci:

a2 +b02+c?+d?=1(mod 4), 6*a?b?c? =0 (mod 4).
II. Doud dintre numerele a, b, ¢ gi d sunt pare, iar celelalte doud impare; atunci:
a2 +02 4+ +d?>=2(mod 4), §*ab?c? =0 (mod 4).
III. Unul dintre numerele a, b, c si d este par, iar celelalte trei sunt impare; atunci:
a? +b% 4 %+ d? = 3 (mod 4).

Dacs unul dintre numerele a, b sau c este par, atunci §2a2b%c? = 0(mod 4). Daci d este
par, atunci 62a?b?c? este congruent cu 0 sau 1 modulo 4, dupa cum d este par sau impar.
IV. Toate numerele a, b, ¢ si d sunt impare. Fie a = 2k + 1, atunci:

a?=02k+1)2 =4k +4k+1=4k(k+1) =1 (mod 8)

si deci
a? + 0%+ c? +d? = 4 (mod 8) = 0 (mod 4).

Dacd § este impar, atunci §*a?b?c? = 1(mod 4).
Dacd § este par, atunci

5%a%b%c? = 0 (mod 16) = 1 (mod 8).
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Prin urmare, nici una dintre cele patru variante de mai sus nu este posibild. Cum, de
asemenea, nu este posibil nici ca toate numerele a, b, ¢ si d sd fie prime, urmeaza ci singura solutie
a ecuatiei initiale este x =y = z = w.

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National ,,Gheorghe Rogca-Codreanu*
din Barlad.

Ecuatia nu are decat solutia banald t =y =2z =w = 0.

Se gtie cd pdtratele numerelor intregi pare, respectiv impare, dau la impdartirea cu 4 restul
0, respectiv 1. Prin urmare dac# printre numerele z,y, z,w sunt k numere impare (0 < k < 4),
atunci avem x2 + y2 4 22 + w2 = k (mod 4). In particular, se vede ci nu este posibil cazul k = 4
(adic# si fie toate numerele impare), deoarece membrul stang ar fi par (chiar multiplu de 4), iar
cel drept impar. Atunci cel putin unul din cele patru numere este par si acela nu poate fi w (daca
x,y, z sunt impare), deoarece in aceastd situatie membrul sting ar da restul 3 la impértirea cu 4,
iar membrul drept ar da restul 1. Dar dacd unul dintre z,y, z este par, atunci membrul drept este
0 modulo 4, deci trebuie sa fie la fel si membrul stang: ceea ce, dupd cum am ardtat, se poate
realiza doar dacd z,y, z, w sunt toate pare.

Fie atunci z = 2z1, y = 2y1, 2 = 221, w = 2w1; ©1,Y1, 21, w1 sunt numere intregi care
verificd

2 +yi + 27 + wi = 1627y 7.
Rezultd cd 22 +y? + 27 +w? =0 (mod 8) si cum modulo 8 pitratul unui numir este congruent cu 0
sau 4, respectiv 1 (dupd cum numirul este par, respectiv impar) rezultd ca mai sus cd z1,y1, 21, w1
trebuie si fie toate pare. Daci x1 = 2x2, y1 = 2y2, 21 = 222, w1 = 2w (deci © = 22x3, y = 22ys,
2 = 2223, w = 2%2w3), obtinem
@3 +y3 + 25 +wi = 16%23y323.

Acum rationamentul se poate repeta pentru a obtine cd z2,y2, 22, w2 sunt si ele pare (deci

x,y, z,w se divid cu 23) si aga mai departe. Prin urmare rezultd cid x,y, z, w se divid toate cu orice

putere a lui 2, ceea ce, evident, se poate intampla doar dacd * =y = z = w = 0 gi asta am vrut sd
demonstram.

Nota redactiei. O solutie corectd a problemei a mai dat si domnul Marius Olteanu — S.
C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior* din Ramnicu-Valcea.

244. Fie a,b,c >0 si p > —2. Sd se arate cd

2a% + (1 +2p)bc 202 + (1 +2p)ca  2¢? + (1 + 2p)ab S 3(3+2p)
b2 + pbe + c2 c2 + pca + a? a2 +pab+b2 T 24p

Vasile Cartoaje

Solutia autorului. Cazul p > —1.
Scriem inegalitatea sub forma:

22a27b2702>z 3+2p b2+ + (1+2p)be
b2 4 pbc + 2 — 24+p b2 + pbc + 2

ceea ce este echivalent cu

2a% — b% — 2 1+p (b—c)?
2y

b2 + pbc +c2 ~ 2+p + pbc + 2’
Deoarece
Z 202 — b2 — 2 _ (a® = %) — (c? — a?) n (0% — c?) — (a® = b?) i (2 —a?)— (2 —c?) _
b2 + pbe + c2 b2 + pbc + c2 c2 + pca + a? a? + pab + b2

9 o 1 (b—c)?(b+c)(pa+b+c)
=2 (07— 27 g2 5) =2 2 2Y(a2 2
c? + pca+ a a +pab+b (2 4 pca + a2) (a2 + pab + b2)’
inegalitatea capiti forma:
Ab—c)? +Bla—c)?+Cla—b)?2>0
unde

A=(2+4p)(b+c)(pa+b+c)(b® + pbe+ ¢?) — (14 p)(c® + pea + a®)(a® + pab + b%),

250



B =(2+p)(c+a)(a+pb+c)(c® +pca+a®) — (1+p)(a® + pab+ b°)(b* + pbe + ¢?),
C = (2+p)(a+b)(a+b+pc)a®+ pab+b?) — (14 p) (b2 + pbe + ) (2 + pca + a?).

Deoarece inegalitatea este simetricd in raport cu a, b si ¢, considerdm a > b > c si ardtam
¢da B>0,C>0s1 A+ B > 0. Intr-adevir, in aceste conditii, avem

A(b—c)24+B(a—c)?+C(a—b)? > A(b—c)?2+B(a—c)? > A(b—c)2+B(b—c)? = (A+B)(b—c)? > 0.
Inegalitatea B > 0 rezultd prin inmultirea inegalitdtilor

(24 p)(c+a)(a+pb+c) > (1+p)(a® + pab+ b?)

si
2 +pca+a2 > b2 +pbc+cz.
Prima inegalitate, scrisd sub forma
(2+ p)c* + (2 +p)(2a + pb)c + (a — b)[a + (1 + p)b] > 0,

este adeviratd deoarece 2a +pb=2(a—b)+ (2+p)b >0sia+ (1+p)b=a—b+ (24 p)b> 0.
A doua inegalitate este adeviratd deoarece

2 +pea+a® — B2+ pbe+c?) = (a—b)(a+b+pc) = (a—b)[(a—c)+ (b—c) + (2+p)d > 0.
Inegalitatea C' > 0 rezultd prin inmultirea inegalitétilor
24+p>1+p,
(a+b)(a+ b+ pe) > + pea + a2,
a? —&—pab—l—b2 > b2 +pbc+02.

Intr-adevir, avemn

(a4+b)(a+b+pc) —c? —pea—a?=b2 -2 +b]2(a—c)+ (2+p)d >0

a? +pab+b% — (B® + pbc+ %) =(a—c)a— b+ (14 p)b+¢] > 0.
Inegalitatea A+ B > 0 se demonstreazd ordonand expresia A+ B dupa puterile lui ¢, astfel
A+b=cyc* + 0303 +cac® +cie+ co,
unde
ca =2(2+p),
c3 =2(1+p)(2+p)(a+b),
c2 = 2(1 4 p)*(a® + b* + pab),
c1 = (4+3p)(a® +b) + p(1 + p)ab(a+b) > (2 + p)>ab(a + b)

co = (a —b)?[a® + b2 + (2 + p)ab).
Deoarece ¢4 > 0,c3 >0, ¢ca >0, c1 >0sico >0, avem evident A+ B > 0.
I1. Cazul =2 <p < —1.
Scriem inegalitatea sub forma

Z 202 + (1 +2p)bec 1+ 2p S _6
b2 + pbe + c2 24p | T 2+4p’

echivalentd cu b
Z f(a‘7 7C) 2 6,
b2 + pbe + c2

f(av bv C) = (4+ 2]))&2 - (1 +2p)(b - C)Z 2 0.

unde

Vom ardta cad

2
v Swho o [Sien)
b2 4 pbc+ 2 > fla,b,c) (b + pbe + )

> 6.
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Inegalitatea din stanga rezultd direct din inegalitatea Cauchy-Schwarz. Pentru demon-
strarea inegalitdtii din dreapta tinem seama ca

%f(a,b,c) :(1fp)z:aQJr(1+2p)Z:bc7
3 [ s@nal =

=2(1-p)* > a®+6(1+2p°) > B> +4(1+p—2p%) > be(b? + ) +4(2+p)(1+2p)abe »  a,
SZ f(a,b,c) (b2 +pbc+02) =
=—6(1+2p) Y a*+6(B+p+2p*) Y b2 +3(2—p)(1+2p) > be (b* + ) +6p(2+p)abe y _ a.
Pe baza acestor relatii, inegalitatea cerutd devine succesiv astfel:

2(2+p) (Z at -‘racha) —2+p)A+2p) Y be(b®+c*) —6(2+p) Y b >0,

22+p) [Yat +abe} a= Y be (B )| +3[3 be (b +F) —2) 02 >0,
22+p) Y a*(a—b)(a—c)+3 be(b—c)* > 0.

Ultima forma rezultd imediat din inegalitatea lui Schur:

Z a’(a—b)(a—c) > 0.

Cu aceasta inegalitatea datd este demonstratd. Avem egalitate pentru a = b = ¢, precum
giin cazurilea=0g8ib=c,b=0sia=c¢,c=0¢ga=0.
Pentrup=2,p=1,p=0,p = _Tl, p = _71, p=—-1lgip= _73, obtinem respectiv
urmédtoarele inegalitdti:
2a% +5bc | 2b% +5ac | 2¢* +5ab _ 21

(b+c)? (c+a)? (a+b)227

1
2a? + 3bc 202 + 3ac 2c? + 3ab
b2 +bc+c2  cZ+cat+a?  a?+ab+b2 T
2a%2 +bc 202 4+ca  2c2 +ab 9
b2 + 2 c2 +a? a2 +0b2 — 2’

1 1 1 9
4b2 — be + 4c2 t e — ca + 4a? e — ab + 4b? 2 7(a2 + b2 + ¢2)’
a? i b2 i c? > 1
202 —be+2¢2  2c2 —ca+4a2 202 —ab+202 T
2a® — be n 2% — ca 2¢2 — ab >3,
b2 —bc+c2 c2—ca+a? a2 —ab+b?
a? — be b2 — ca 2 —ab

+ + > 0.
22 — 3bc +2¢?2  2c¢?2 — 3ca +2a?  2a? — 3ab + 202

Nota redactiei. Domnul inginer Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bu-
curesti, sucursala ,,Olt-Superior” din Ramnicu-Valcea face observatia c3 inegalitatea a fost inserata
in volumul V. Cartoaje, Algebraic Inequalities, old and new methods, Editura GIL, Zaldu, 2006.
Facem mentiunea cid problema se afli in portofoliul nostru editorial cu mult inainte de aparitia
cdrtii.

245. Prove that for any positive real numbers x, y, z, the inequality

ay?2? LN S — <3
Y 26 + 4323 | 46 44823 | 26 44343 ) = 2
holds.
Marian Tetiva
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Author’s solution. We shall prove, for the beginning, that the inequality
a n b n c < 3
ad+1 b +1 S+17 2

is valid for any positive a, b, ¢ with abc = 1, for which we need these two helping results.

1
Lemma 1. For o € { and any positive x, y such that xy = o2, the inequality

—=,1
V2 )
T Y 2«
+ <
»+1 Y3417 ad 41

takes place.
2

e
Proof. By replacing y with — we get the equivalent form
T

T o z? 2

<
2+1 23+ab T ad3+41

of the inequality that we have to prove; after clearing the denominators and some more simple
calculations this becomes (also equivalently)

20z — (a5+a2)x5— (a3+1)$4+2(a7+a) — (a5+o¢2)x2— (a9+a6)x+2a7 > 0.

As expected, the sixth degree polynomial from the left-hand side is divisible by (z — a)2;
s0, we can rewrite this as

(x —a)? (204:(:4 + (3042 — a5) z3 — (2046 —3a% + 1) z? + (3a4 — a7) z+ 2a5) > 0.

Now, the hypothesis o € {L, 1] implies o € [l, 1} , thus

&2 2
20% - 30 +1= (22> -1) (&® —1) <0
and, also,
302 —a® =202 4 o? (1- a3) 0and 30* — o =2a* + a*(1 - a?) > 0;

therefore
20t + (3042 — as) z3 — (2ab —3a% + 1) z? + (3a4 — a7) z 4 2a°
is positive, as a sum of non-negative terms (some of them being even strictly positive) and the first
lemma is proved.
Lemma 2. The inequality

2t2 2
341 t641

is true for any positive t.
Proof. After clearing the denominators and some further calculations the inequality proves
itself to be equivalent with

39— 4B 4315 — 25+ 3 —612+3>0 <

St —1)23t" + 20 45 +3t1 4363 +3t2 + 6t +3) >0
which is evident for ¢ > 0.
Now let us solve our problem. Because we have abc = 1 (and a,b,c > 0), one of the three
numbers has to be greater than (or equal to) 1. Suppose (without loss of generality, due to the
symmetry) that this is ¢ and consider two cases.

i) First, as sume that c € [1, %/Z}, then
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1 1?2
and ab= - = (7> . According to the first lemma, we have
c

c
1
9
e b < Ve 2
ad+1 b3+1*<1>3 T ee+1
— | +1
Ve
and this yields
a b c 2c c

+ + < + )
ad+1 b3+1 A+1 " c/e+l B3+1

But second lemma (for ¢t = 1/c) tells us that

2c " c
e+l B3+1

<

N | W

)

so we get the desired inequality:

a n b n c < 2c n
ad+1 b+1 S34+1 " c/et+l S+1

c 3
=3

ii) In the second case we suppose that the number from a, b, ¢ which is greater than 1
(asumed to be c) is also greater than /4. One can observe that the function

t
f:(0.00) = (0,00), f(t) = g V>0
has the derivative .
f’(t) = ﬂ Yit>0:

1 1
therefore the function increases from 0 to — = and decreases from —— to oo, having an absolute
V2 V2
1
maximum at the point —=:

V2

f(t)gf(%ﬁ) :%%/Z, Vi > 0.

1
In particular, f(a) aud f(b) are less than (or equal to) 3 /4. As concerns f(c), we have

ez Vi= fo < f (Vi) =2 VA4,

because of the monotony of the function f. Then

a b c

N N 3 13 8 104 3
ad+1 B+1 SB+1

1 1 3 _Es 13 8 104 3
ﬂ@+ﬂw+ﬂd§<zg+g>¢l_w il 10 3

(the inequality ¥4 < 1,6 is equivalent to 4 < 1,63 = 4,096, thus it is true) aud the proof ends.
Now, to get the enounce inequality, it is sufficient to take

in
a b c
a3+1+b3+1 +c3+1
we are now campletely done.
Observation. We can give to our inequality the alternative form

3
< 2 a,b,c >0, abc=1;

xy? yz2 zx? 3
- =+ — =+ — <
3 + yd yd + 23 23 + 3 2

Va,y,2 >0

z z
(it suffices to replace a, b, ¢ from the enounce with —, g, = respectively).
y z
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Solutie datd de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala
»Olt-Superior” din Ramnicu-Valcea.
Inegalitatea se scrie echivalent astfel

1 n 1 n 1 < 3 (1)
x* Yz yt Tz 2% xy — 2
Y222 2 2222 ?72 122 22
T y z . .
Notand — =a, = =b, — =c¢,avem abc=1,a >0, b > 0, ¢ > 0, iar (1) devine
z z
1 1 1 3
< —. 2
a2+c+b2+a+02+b_2 )
2 a a? b b c
b
Notand &£ = A, © =B, S = C, avem ABC =1, A> 0, B> 0, C > 0, iar (2) devine
c a
1 1 3
T Ptm Cte
ie.
A2 B2 Cc? 3
+ + <=,
A3 +1 B3 +1 C3+1 2
1
Cum ABC =1, avem C = B’ deci (2) este echivalentd cu
A2 B2 AB 3
(3)

< —.
A3 +1 +B3+1+A3B3+1 -2
Din cauza simetriei putem conchide A > B > C; cum ABC = 1, rezultd cd AB > 1 si
C < 1. Mai departe ,fixdm* pe B si considerim A = B -z, unde « > 1 (deoarece A > B).
In plus, tot din conditia A > B > C ¢i ABC = 1, rezultd cd A > 1. Cum AB > 1, iar
1
A > 1, tindnd seama de relatia A = B -z, obtinem ¢ B-x > 1gi (B-z)-B>1,i. e. z > B si
1 1
x> —=, de unde 22 > —, ceea ce este echivalent cu x2B3 > 1. Astfel (3) devine
B2 B3
B2z B2 B2z
+ +
B3z34+1 B3+1 BSz3+1

Fie f:[1,00) — (0,00) definitd astfel

<> @

_ B2%g? N B2 N B2z
T B3234+1 B341 BSz341’

f(z) (5)

1

undezzl,ng,mz , x2B?% > 1.

1
B2
Avem
f'(z) = B? {{—x7 "B —(z—1)- [:cQ (21‘3B6 -1)+ (a:4B6 1) += (x336 -1)]-
1
(1+23B3)? (1 + 23B6)?’
in relatiile i obtinem z° - — z* - — z* - — i
Din relatiile (5) si (3) obti 3.5 -1>0,2%-B5-1>0,22-B2-1>0si
223 . B% —1 > 0. Tinand seama de aceste ultime inegalitiiti si de faptul ci = > 1, se observd ci
f'(x) < 0, pentru orice = > 1, deci f este strict descrescitoare pe [1,00).

2
Prin urmare f(z) < f(1) = B2 <B3+1 + BG+1>’ B> 0.

—4x (acQB2 — 1) — 1} -23B% + (1 — x4B3) + 22383 (1 — 35436)} .

In continuare vom arita ci

IN

2 1 3
B?. =, 6
<B3+1+BG+1> 2 ©)
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Intr-adevir, aducand la acelagi numitor gi efectuand cateva calcule, inegalitatea (6) este
echivalentd cu a ardta ci

4B® + 6B%2 +2B% <3B° +3B%+3B%>+3, VB >0,
i. e. cu
3B —4B® +3B% —2B% +3B3 - 6B2+3>0,VB >0,
adicd cu inegalitatea

(B-1)?[B"+B%B+1)+B*(B*+B+1)+3B(B>+1)(B+1)+3(B+1)] >0, VB >0.

Ultima inegalitate, este evident, adeviratd.

3
Agadar, avand in vedere (6), avem f(z) < 5 Revenind la notatia A = Bz, obtinem chiar
inegalitatea (3), q. e. d.

Solutie dati de llie Bulacu, matematician la Erhardt+Leimer PTS, Bucuregti.
Vom demonstra o inegalitate mai generald decat cea din enunt, anume:
Fie x, y, z, A numere reale strict pozitive . Atunci are loc urmdtoarea inegalitate

By (s e e t) <
T < z =
y ECDNTIPY PSSP WP Vs WD S W5 N B

FEgalitate avem dacd st numai dacd x =y = z.
Vom introduce doud notatii pentru doud tipuri de sume care apar in calcul: suma ciclici si
suma simetrici. Pentru P(z,y, z) o functie de trei variabile reale strict pozitive, definim

> P(z,y,2) = P(x,y,2) + P(y, z,@) + P(,2,y),

ciclic
Z P(m7 y’ Z) = P(x1 y7 Z) + P(m7 Z) y) + P(y7 Z,CE) + P(y7x’ Z) + P(Z1 ‘Z7 y) + P(Z7 y’ Z)‘
sim
Tinand cont de aceste notatii, inegalitatea din enunt se transforma succesiv astfel
2) 2X 2) 1 3
ERTENER — < - &
roys = me_,_y)\z)\—g

ciclic

Z <x2>\ +y>\zx) <y2/\ +zxxx)

22 222X ciclic 3
r3 Y3 23 < -
(22 + 22 (v22 + 22 (22 + xAyA) 2
Z 1,2/\ 2 + Z zSAyA + Z $ y Z
N x%y%z% ciclic sum ciclic < § PN
Z x2)\ 2\ + Z 14/\y Z + 2I2>\ 22 2>\ -2
ciclic ciclic
o3 Z 3;3)‘ 3 +3 Z x4AyAZ>\ + 6x2ky2)\ 2X >
ciclic ciclic
Sk M 2X 11X 55X 2A 8A 5A 5A
222 323 +2 3 323+22x3y0323<:>
ciclic sim ciclic

o 2 Z x3)\ EDN 4+ 2 Z x4)\y)\z>\ + Z Z,2)\y2)\ 2 >

sim sim sim
8X 8\ 2\ A 5A 22X 8X 5A 5A
> Zz?y?z? +22;pT T2 +ZIT R
sim sim sim
o 32 $3>\ 3\ _,’_32 :c4>‘y>‘zA + 22 x2ky2)\ 2\ >
sim sim sim
8A  2) A 5A 2) 8\ 55X 5A
>22£3yT27+4ZxT TZT+2ZxTyTz3 =
sim sim sim
<:>2ng>\ 3A+Zx3A 3>\+3Z$4>\y>\2>\+22$2>\y2k 2\ >
sim sim sim sim
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8A 8A 2 11X 5A 2 11X 53 2 8A 5A 5A
22535.3 3 3+Ex3 3z3+3§1‘3 3z3+2§gj3y3z3,
sim sim sim sim

Trecand toti termenii intr-un singur membru, obtinem inegalitatea

8A 81 2A 5A 2X 11
<ZISA 3 ZIT 323) <Zx3>\ 3 ZzTyTz 3 >+

sim sim sim sim

5A 2\ 11X 5A 5A 88X
+3<Z$4>\>\A Zws 5 3>+2<Zx2>\2/\2>\ Zx3y323>20.
sim sim sim sim

In continuare aplicim inegalitatea lui Muirhead, care are urmatorul enunt:
Fie a1, az, a3, b1, ba, b3 numere reale pozitive astfel incat

a1 > az > ag, by > b2 > b3, a1 > b1, a1 +az > b1 + b2, a1 + a2 + a3z = by + bz + b3.

Dacd xz, y, z sunt numere reale pozitive, atunci
§ zalya22a3 Z § :Ebl beZbg
sim sim
FEgalitate avem dacd si numai dacd v =y =z sauz =y, 2z =0 sau y = z, ¢ = 0 sau
z=z,y=0.

In cazul nostru ludm succesiv

a1 =3\, az = 3\, az =0, blz%, bgz%, bSZ?
a1 = 3\, a2 = 3, a3z =0, b1:%7 bg:?’ b;;:%
a1 =4\, a2 =4\, a3z = A, 61:%,172:%, bSZ%
a1 =2\, ag =2, a3 =2\, by = 53)\ bo = 53)\, bg—%

§i rezultd, conform inegalitétii lui Muirhead, ci fiecare termen al inegalitdtii de mai sus este pozitiv.
In plus, egalitate avem dacad si numai dacd x = y = z, deoarece z, y, z sunt numere reale
strict pozitive.

. . 1 1 . 1 . . . .
Observatie. Inlocuind z cu —, y cu — si 2 cu —, obtinem urmdatoarea inegalitate echiva-
x z

Yy
lentd
>\ A A 4Ax A A A 4x
y323 +x3y323 r3y3z3 <3
xz)\ I D N o N L I e Y
Egalitate avem avem dacd si numai dacd z =y = 2.
Observatie. In particular, pentru A = 3, obtinem inegalitatea din enunt.
Generalizare. Fie x1,x2,...,Zn, A numere reale strict pozitive §i n numdr natural astfel
tncdt n > 3. Are loc urmadatoarea inegalitate
(n=1)A  (n—1)A (n—1)x 1
Ty oy T Ty —
(n=1)A 4 zdzd ..z
1 1 n
+ +...+ < —.
—1)A —1)A =
(n=1) +aay .. .a) x;" ) +xiay..T) 2
Egalitate avem avem dacd si numai dacd 1 =22 =... =z +n.
246. Fie a, b, c numere reale strict pozitive $i n > 4 un numdr naturel. Sd se demonstreze
a

(o) (GFar) (o) e

Dan Coma
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Solutia autorului. Avind in vedere simetria in a, b, ¢ a inegaliti{ii putem considera
a < b < c. De asemenea, notdim S1 = a + b+ ¢, S2 = ab+ bc + ca, S3 = abc. In aceste conditii
inegalitatea din enunt devine

[S1 4 (n — 1)a] [S1 + (n — D8] [S1 + (n— 1)e] > (n + 1)%(S1 — a)(S1 — b)(S1 — )
sau, dupd efectuarea calculelor,
nSy + (n—1)28182 + (n — 1)353 > (n 4 1)28152 — (n + 1)2S3,
de unde
53 — 45185 4 (n? —2n +5)S3 > 0.
inlocuind Sy, Sa, S3 si efectuand calculele obtinem succesiv

53 — 481824+ (2 —2n+5)S3 = (a+ b+ ¢)® —4(a+ b + ¢)(ab + be + ca) + (n? — 2n + 5)abe =

=(a+b+c) [(a+b+c)2 — 4(ab + bc + ca)] + (n? — 2n + 5)abc =
=(a+b+c) [aQ + b2 4 2 — 2ab — 2bc — 2ca)] + (n? — 2n 4 5)abe =
=(a+b+c)(a+b—c)? —4dabla+b+c)+ (n? — 2n + 5)abc =
=(a+b+c)(a+b—c)? —4ab(a + b) — 4abc + (n? — 2n + 1)abe =
=(a+b+c)(a+b+c)? —4dab(a+b) + (n? — 2n + 5)abec =
=(a+b+c)(a+b+c)? —4dab(a+b) + (n — 1)%abe =
= (a+b+c)(a+b+c)2+ab[(n—1)20—4a—4b} >0,
deoarece a +b+c >0, (a+b+c)2 > 0, ab > 0, iar pentru n > 4 avem si (n — 1)%¢c — 4a — 4b > 0.
Observatii. 1) Pentru n = 4 se obtine inegalitatea din volumul L. Panaitopol, V. Bandils,

M. Lascu, Inegalitati, Editura GIL Zaldu, 1996, unde are altd solutie.
2) Pentru n < 4 sensul inegalitdtii se schimba.

Solutie data de Ilie Bulacu, matematician la Erhardt+Leimer, Romania PTS, Bucuregti.
Vom enunta si vom demonstra o inegalitate mai generald gi mai tare decat cea din enunt:

Fie a, b, ¢ anumere reale pozitive, asstfel incdt cel putin doud sunt strict pozitive gi X un
numdar real strict pozitiv.

Sa se demonstreze ca

A Ab A
( a4 +1>< +1>< © +1>2(>\+1)2,v>\21+\/5.
b+c c+a a+b

Pentru A = 1 + /5 egalitatea are loc dacd si numai dacd a = b = ¢ sau a =0, b = ¢ sau
b=0,c=a sauc=0, a=">b, iar pentru X\ > 1+ /5 egalitatea are loc dacd si numai dacd a = 0,
b=csaub=0,c=a sauc=0,a=0.

Intr-adevir, inegalitatea de mai sus se scrie succesiv

Aa+b+c)Mb+ct+a)Act+a+bd) > A+ 1D2b+c)(ct+a)(a+d), VA>1+V5s
& A+ 207 + (A2 + 1) ab+ (A + Dbc+ (A +1)ca+ c?| (Ac+a+b) >
> (A+1)2 (ab+bc+ca+02) (a+b), YA>1+V5&
S A(a®+02+ ) + (A +A+1) (a®b+ ab® + b%c + be® + Pa+ ac®) +
+ (A3 43X +2) abe > (A + 1)? (a®b + ab® + b%c + be? + c?a + ac?) + 2(X + 1)2abe,
YA>1+V5 &
/\(a3+b3+c3)+)\(/\272)\71)ab02)\(a2b+ab2+b2c+b02+02a+a02),
VA>14+V5 <
(a3+b3+03) +()\272/\71) abe > ab(a + b) + be(b+ ¢) + ca(c+ a), VA > 1+ /5.
Ultima inegalitate rezultd imediat din inegalitatea lui Schur de gradul 3
a® + 0% 4+ ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b+ ¢) + ca(c +a), a,b,c >0,

tinand seama de faptul cd A2 —2X—1> 3, VA > 14+ /5, adici A2 —2X\—4 > 0, pentru A > 1++/5.
Cazul de egalitate se deduce imediat in functie de X\ din inegalitatea de mai sus.
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Observatie. In continuare vom stabili o inegalitate aseminitoare si pentru A < 1 + /5.
Astfel avem:

Fie a, b, ¢ anumere reale pozitive, astfel incdt cel putin doud sunt strict pozitive si \ un
numdar real strict pozitiv. Sd se demonstreze cd

3
(A“ +1>< Ab +1>( Ac +1>2<5+1> VA< 1+6.
b+c c+a a+b 2

FEgalitatea are loc dacd st numai dacd a =b=c.
Intr-adevar, inegalitatea de mai sus se scrie succesiv:

A 3
Aa+b+e)Ab+c+a)Aeta+b) > <§+1> (b+c)c+a)a+b), VA<1+V5 o
& [Aa? + 202 + (A2 + 1) ab+ (A + Lbe + (A + Dea+ c*] (Ac + a +b) >
A 3
> (5+1> (ab+bc+ca+02) (a+0b), VA<1+V5&

S A(a® +85+ ) + (A2 + A +1) (a®b+ ab® + b%c + b + c?a + ac?) +
A 3 by 3
+(>\3+3>\+2) abe > (5+1> (a2b+ab2+b23+bc2+02a+a02) +2 <5+1> abe,

VA<1+V5 &

3A2(\ — 2)

<:>>\(a3+b3+03)+ abe >

2 _
o A(AZ—2)+4)
= 8
& 8(a® +b% + c3) + 6X(X — 2)abe > (A% — 2\ +4) - [ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a)],
YA <1+465.

Distingem 3 cazuri:
I. 0 < A < 2. Pornim de la inegalitatea cunoscuté

(a2b+ab2+b20+b02+02a+a02),VAS 1+v5 &

2(a3+b3+03) > ab(a+b) + be(b+ ¢) + ca(c+a), a,b,c>0.

Egalitate avem dacid gi numai dacd a =b = c.
Tnmultim aceasts inegalitate cu A2 — 2\ 4+ 4 > 0 i obtinem

2 (/\2—2)\+ 4) (a3+ b3+ 03) > ()\2— 22+ 4) - [ab(a+b) + be(b+c) + ca(c+a)], (1)

pentru a,b,c > 0.
Prin urmare, ramane si aratam cid avem inegalitatea

8 (a®+ b2+ ¢) + 6A(N — 2)abe > 2 (A% — 20+ 4) (a®*+ b3+ ¢?) | a,b,¢ > 0, (2)
care se scrie succesiv astfel
3N\ = 2)abe > A\ —2) (a3+ b3+ 03) , a,b,c>0< a®+ b3+ & > 3abe, a,b,c >0,

ultima inegalitate fiind, de asemenea, cunoscuti.
Egalitate avem dacd si numai dacd a =b = c.
Din inegalititile (1) si (2) rezultd inegalitatea care trebuia demonstrati

8 (a®+ b+ 03) +6A(\ — 2)abe > (A% — 2\ +4) - [ab(a+b) + be(b+c) + calc+a)] .
Egalitate avem dacé si numai dacd a =b=c.
II. A = 2. in acest caz obtiem inegalitatea cunoscuts
2(a3 +b° +03) > ab(a +b) + be(b+ ¢) + ca(c+a), a,b,c>0.
Egalitate avem daci si numai dacd a =b = c.
IIL. 2 < A < 1 ++/5. Pornim de la inegalitatea lui Schur de gradul 3
a® + 63 4 ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c +a), a,b,c> 0.

259



Egalitate avem daci si numai dacd a =b = c.
Inmulgim aceastd inegalitate cu factorul 2X\(\ — 2) > 0 si obtinem inegalitatea

22(A—2) (a®+ b®+ ) +6A(A—2)abe > 2M (A — 2) - [ab(a+ b)+ be(b+ ¢)+ ca(c+ a)] (3)

a,b,c > 0.
De asemenea, folosim inegalitatea cunoscuta:

2 (a® +b3 +c3) > ab(a+b) + be(b+ ¢) + ca(c+a), a,b,c>0.

Egalitate avem dacd si numai dacd a =b=c.
Inmultim aceastd inegalitate cu factorul —A2 42X\ +4 = —(A\2 — 2\ — 4) > 0 si obtinem

2(=A2+2x+4) (a3 +b3+c3) > 1)
> (=A2+2X+4) - [ab(a +b) + be(b+ c) + ca(c+ a)], a,b,c>0.

Adunand inegalitatile (3) si (4), rezulta inegalitatea care trebuie demonstratd, anume
8 (a3+ b3+ 03) + 6A(\ — 2)abc > ()\2 — 2\ +4) - [ab(a+b) + be(b+c) + ca(c+a)].
Egalitate avem dacid si numai dacd a = b= c.
Solutia 2 (acelagi autor). Putem presupune ci a+b+c = 1. intr-adevar, avem succesiv
Aa )\+ A\x
H<b+c+1>:H b aZHC o :H< H)’

y+z
a+b+c a+b+c

: b C i, evident, 2 +y+2 =1
= z = V- xT z = 1.
. a—i—b—i—c’y a+b+c’ a+b+c§’ ’ Y
In continuare, aplicim teorem compensirii aritmetice (AC-Theorem [1]):

Teoremada. Fie s > 0 gi F(x1,22,...,%n) 0 funclie simetrici continud pe muliimea com-

unde z =

pacta
S={(z1,22,...,xn) 1+ 22+ ...+ T =35, 21 > 0,22 >0,...,z, >0} CR™
Dacd

F(xz1,2z2,...,2Zn) Zmin{F(xl;J,y,xg,...,zn> ,F(O,x1+x2,x3,....xn)},
V(z1,®2,...,%n) €S,

unde 1 > x2 > 0, atunci

. s s
F(z1,22,...,2n) > min F{ —,...,=,0,...,0 |, V(21,22,...,2n) € S.
1<k<n k k\w—"
k.' n—k ori
¢ Orl

Observatie. Pentru a demonstra inegalitatea din ipotezd, este suficient si ardtim cid
implicatia

r1 + T2 X1+ X2

F(I1,3627~--7In)<F< 5 ' g ,137~-~,xn>,V(11,$27~-~79«“n)€5

unde 1 > z2 > 0=
F(z1,22,...,2n) > F (0,21 + z2,23,...,%n), VY (z1,%2,...,Zn) €S

unde 1 > x2 > 0, este adevirata.
In cazul nostru ludm = =1 si n = 3 gi fie F(a, b, ¢) functia simetrici

A Ab A
Fla,be) = [ 2% 41 +1 41,
b+c c+a a+b

unde a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, astfel incat cel putin dou# sunt strict pozitive, iar \ este
un numdr real strict pozitiv.
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Aceastid functie este continui pe multimea compacti
S={(a,bc): a+b+c=1,a>0,b>0,¢>0} CR3
Conform teoremei compensdrii aritmetice, daca

b b
athat ,c) ,F(o,a+b,c)}, V(a,b,c) € S,

F(a,b,c) > min {F (
unde a > b > 0, atunci

1 1
F(a,b,c) > min F| —,...,~,0,...,0 |, V(a,b,c) € S.
2<k<3 k k ——
& ori 3—k ori

11 111
Prin urmare F(a,b,c¢) > mins F( =, =,0),F | =,=, = adici
2 2 333

<b>—fc +1) (cj—ba +1) <aA+Cb +1> Zmin{()\+1)27<;+1>3}.

Conform observatiei de mai sus, trebuie si demonstrim implicatia:

b b
F(a,b,c)<F<a; 7a—2|— ,c),V(a,b,c)ES,a>b>0:>
:>F(a,b,c)2F(0,a+b,c),V(a,b,c)GS,a>b>0.
X b b
Intr-adevir, inegalitatea F(at,b,c)ﬁF(aJQr ’a;r ,c) se scrie succesiv
)\a-i-b 2
( Aa ( b 3
+1 +1) < | —FF—+1] &
b+c c+a a+b
+c
2
a+b7?
L+O—1a-1+A-1p |[1TO-D
< <
(1—a)(1—1b) 1_a+b
2

a+b

>2<(17a)(17b)- [1+(A71)a;br©

@[1+()\71)a]-[1+()\71)b]-<17

a+b

2 2
@[1+(A71)(a+b)+()\71)2ab}-<17 > <[l (a+b)+al- {IJF()\il)a;rb} -

a+b\?
< 5 ) —ab
Analog, inegalitatea F'(a,b,c) > F(0,a + b, c) se scrie succesiv
(b/::ch) <c/-\Tba+1> > La:b) r1e
IT+A=1Da]-[14+\—1)b] . 1+N—=1)(a+b)
1-a)(1-0) - 1—(a+0)
Sl+A—1a] - I+X-1b-1—(a+Dbd)]>1—-a)(l—-b)-[1+(A—-1)(a+d)] <
Sl+A-1D(@+bd)+A-1)%ab-[1—(a+b)]>[1—(a+b)+ab] - [1+(A—1)(a+b)] <
SA-A=D(a+b)+A=2jab>0 —-(A—1)(a+b)+A—-22>0.
Prin urmare, implicatia de mai sus este demonstrata.
In final, deoarece

SA[N—1)(a+b) —A+2] <0 M—1@a+b) —r+2<0.

3 3
(,\+1)2§<%+1> CVYA> 146 s (,\+1)22<g+1) L VYA<1+5,
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rezultd inegalitdtile

(Aa +1>< Ab +1>( Ac +1)2(,\+1)2,v,\21+\/5
b+c c+a a+b

3
()‘“ +1>< Ab +1>( Ac +1>2<5+1> VA< 1+V6.
b+c c+a a+b 2

Cazurile de egalitate sunt date de teorema compensirii aritmetice si sunt cele precizate in
cadrul solutiei 1.

Observatie. Solutia 2 conduce imediat la urméitoarea generalizare a problemei de mai sus
(a se vedea i [1]). Fie z1,z2,...,zs numere real pozitive, astfel incat cel putin n — 1 sunt strict
pozitive gi A un numér real strict pzitiv. S& se demonstreze ci

si

n . k
I -2 s1| > min <L+1> :
=1 2<k<n \ k —1

J=1,j#1
Observatie. in particular, pentru a, b, ¢ numere reale strict pozitive si A > 4 un numir
natural, obtinem inegalitatea din enunt.
Bibliografie
[1] V. Cirtoaje, Algebraic Inequalities. Old and New Methods, GIL Publishing House, Zaliu, 2006.

Nota redactiei. O solutie asemianitoare cu cea initiald a dat domnul inginer Marius
Olteanu de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior” din Ramnicu-Valcea.

247. Fie numerele reale strict pozitive a, b, ¢ cu proprietatea cd existd o permutare a lor
xz, y, z astfel tncdt z <y < x < 8z i 8y < 27z. Sd se arate cd

3
max{ } < %IH_C — Jabe.

Solutia autorului. Deoarece inegalitatea este simetricd in a, b, ¢, presupunem ca
c<b<a< 8¢ 8 < 27c. Rezultd ci a > b >csgicuma—c >a—b,a—c >0b—c,
obtinem c&

3 3

Va- | |%- ve| |ve- va

Ovidiu Pop

max{ Va- ||| |ve- va }:<%f—%)3.
Pe de altd parte -
1< f/g <2 1)
C
§i _
b 3
1< f/— << (2)
c 2
Inegalitatea din enunt, este echivalentd cu
. . b
(Va- ve)® < T2~ Vabe, 3)

sau, echivalent cu

3a — 9Va2c + 9VacZ + 3Vabe — 4c — b < 0.

. @ D
Impértind cu ¢, notand vg =z, \3/7 = y si tinAnd seama de (1) (2), inegalitatea (3) este
c c

echivalenti cu

3
223 — 922 + 924 3xy —y> —4 <0, Vo €[1,2], Vy € {1,5] . (4)
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3
Pentru y € {1, 5}, considerdm functia fy : [1,2] — R,

fy(@) = 223 — 922 + 92 4 30y — y° — 4.

Avem cd
f}(z) = 62% — 18z + 9 + 3y,
A, = 36(3 — 2y)
gl cum
1<y< 3
— y —_— 27
rezultd ca
0<3-2y<1, (5)
deci
Ay > 0.
Tinand seama de (5), riddcinile lui fy, z1, z2 verifics
3—v3-—-2 3
1<ay =2 Y2 <2 (6)
2 2
3 3++v3-2
Scay =22 V<o, (7)
2 2
si
222 — 6x1 +3+y=0. (8)
Avem ¢ fy(1) = —y3 +3y — 2= —(y — 1)?(y + 2), deci
3
fy(1) <0, Vy € [1, 5} . 9)
. . 3 3
Fie functia g : |1, 51~ R, g(y) = fy(2) = —y° + 6y — 6.
Avem ci
g'(y) = —3y° +6
si tabelul

3
1 2 2

V2 5
g | + 0 -
g |/ —64+4v/2<0 \

de unde rezultd ci 5
fy(2) <0, Vye [1, 5} . (10)
Tinand seama c&

3 3 1
fy(x):(2x2—6a:+3+y) (z—a) —3x+2xy—y3+§y+§,

ca gi de (8), avem

3 1 3-V3=2y 3 1
=Qy-3)z1 -y +Sy+-=0Qy—-3)— ¥ B3y
fy(@) =2y =3)e1 —y" + Sy + 5 = (2y = 3) 5 vyt
de unde ( ) 5
3—2y)v/3—2y—2y°+9y —8
fy(z1) = 5 . (11)
Aratdm ca 3
At 0. vye 3],
Tinand seama de (11), inegalitatea (12) este echivalentd cu
3
(3-2y)V/3—2y<2° -9y +8, Vye [175}- (13)
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3
Fie functia h : {1, 5] — R,

h(y) = 2y — 9y + 8.

Avem ci
W (y) = 6y> —9
si tabelul
V6 3
y |1 = =
2 2
h | - 0 +
h |\ 8-3/6>0
deci
h(y) > 0,
. 3 .
pentru orice y € {1, 5} ; adicd
2y% —9y +8 >0,
3
pentru orice y € {1, 2l
Deoarece in (13) ambii membri ai inegalitdtii sunt pozitivi, ridicand la patrat avem cd

(3—2y)% < (292 — 9y + 8)2, echivalent cu 27—54y+36y2 —8y3 < 4y8+81y2%+64—36y*+32y° — 144y,
echivalent cu

3
0 < 4y% — 36y* + 40y> + 45y% — 90y + 37, Vy € {1,5]. (14)
Inegalitatea (14) este echivalentd cu

3
7V 61777
! { 2}

43\? 12 216
0< (y—1)?|(2¢° +2y— — Z(y-1)(3-2 -
< ){(y+y 2) Ew- G-+ o

care este o inegalitate adevarati.
Din (13)-(15), rezulti ci inegalitatea (12) are loc.
Tinand seama de definitia functiei fy, de f;, de (6) si (7), avem tabelul de variatie

3

x 1 T 5 ) 2
fé + 0 — 0 +
Fy | H )7 fyl@) N\ fylze) 7 fy(2)

Tinand seama de (9), (10) si (12), din tabelul de mai sus rezultd cd fy(z) < 0, pentru orice

z € [1,2] si pentru orice y € |1, 3 deci inegalitatea (4) are loc, adic# inegalitatea din enunt este

valabild.

Tinand seama de (9), respectiv (12) si (15), egalitatea are loc dacd gi numai daci ¢ =y =1,
adici a =b=c.

Observatie. Aceastd inegalitate, in conditiile restrictive din enunt, dd o margine inferioara

.. a+b+c . . . . R
a expresiei % — {/abc. Marginea superioars este datd de inegalitatea lui Titu Andreescu

(vezi si articolul Generalizarea inegalitatii lui Titu Andreescu, de Marian Dincd, G. M. A, 3 (2005),
pp. 274-276.

Nota redactiei. O solutie la fel de calculatorie ca si cea a autorului a dat domnul inginer
Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-
Valcea.
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ISTORIA MATEMATICII

Despre sirul lui Fibonacci

de NECULAI STANCIU

Abstract

The purpose of the article is to describe the contributions to Mathematics made by the
thirteenth century Italian, Fibonacci. Unfortunately, not much is known about Fibonacci’s
personal life. Representative problems solved by Fibonacci are set as challenges to the reader.

After a brief historical account of Leonardo Pisano Fibonacci, some basic results con-
cerning the Fibonacci numbers are developed and proved, and entertaining examples are
described. Connections are made between the Fibonacci numbers and the Golden Ratio,
biological nature, and other combinatorics examples.

Considering both the originality and power of his methods, and the importance of his
results, we are abundantly justified in ranking Leonardo of Pisa as the greatest genius in the
field of number theory who appeared between the time of Diophantus and Fermat.

Key words: History of Mathematics, Fibonacci’s Rabbits, Fibonacci numbers and
nature, Divine proportion, Golden Section in Art (Architecture, music and human body),
The Fibonacci sequence, Fibonacci identities, matrix methods.

M.S.C.: 01-XX, 01AXX, 01A05, 11B39, 11B37, 11B50.

1. Istorie

1.1. Cine a fost Fibonacci?
Fibonacci (1175-1240) a fost unul dintre cei mai mari
matematicieni ai evului mediu. S-a n&scut in Italia, in oragul
Pisa, faimos pentru turnul siu inclinat, care parci sti si cadi.
Tatal sdu, Bonacci Pisano, a fost ofiter vamal in orasul
Bougie din Africa de Nord, astfel cd Fibonacci a crescut in mij-
locul civilizatiei nord-africane. A cunoscut astfel multi negus-
tori arabi si indieni (deoarece a ficut multe cildtorii pe coastele
Mediteranei) de unde a deprins gtiinta lor, aritmetica, precum gi
scrierea cifrelor arabe.
1.2. Cartile lui Fibonacci
in 1202 revine in Italia unde publici un tratat de arit-
meticd gi algebrd intitulat ,Incipit Liber Abaci (compositus a
Leonardo filius Bonacci Pisano). In acest tratat introduce pen-
tru prima datd in Europa sistemul de numeratie arab, cifre pe
care le folosim gi in zilele noastre: 0, 1, 2, 3, ..., 9.
in 1220 publici ,Practica Geometriae®, un compendiu de rezultate din geometrie si trigo-
nometrie, apoi in 1225 ,Liber Quadratorum® in care studia calculul radicalilor cubici. Cirtile lui
Fibonacci au cunoscut o largd raspandire aga incat timp de peste doud secole au fost considerate
sursele cele mai competente in domeniul numerelor.
Pentru a intelege mai bine situatia din acele vremuri trebuie s aruncam o privire pe
matematica in Europa gi in Orient.

Matematica araba

Imperiul arab, odatd cu aparitia Islamului (sec VII), se extinde foarte repede cuprinzind
Orientul Apropiat, o parte din Asia Micéd si Centrald, ajungand pand la Valea Indului, nordul
Africii si Peninsula Ibericd. Se ridicd importante centre culturale ca: Bagdad, Samarkand, Buhara,
Horezm, Damasc, Cordoba, Granada, Sevilla, Toledo, dupi ce in prealabil fuseseri distruse Ispa-
hanul, Persepolis gi Alexandria.

Matematica arabd este matematica creatd sub dominatia arabi, nu neaparat apartinand
arabilor, deoarece putini dintre matematicienii arabi erau de origine araba, dar au asimilat foarte
repede cultura Orientului precum gi cea elend pe care le transmit in diverse pirti ale imperiu-
lui. Primul mare matematician arab a fost Al-Horezmi (780 - 850). Din opera sa se detageazd
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»Algebra® structuratid pe 4 capitole (Solutiile ecuatiilor, Calculul dobénzilor, Geometria, Alge-
bra testamentard). Al-Horezmi a fost primul matematician care a stabilit reguli pentru adunare,
scidere, multiplicare gi divizare cu noile numere arabe. De la el provine cuvantul algoritm (incercati
sd spuneti numele Al-Horezmi repede de cateva ori!). Intr-un alt tratat, ,Stiinta transpunerii si a
reducerii®, specificd procesul manipulirii ecuatiilor algebrice, ,al-jabr®, ajuns la noi ca algebri.

Abu Kamil (900), niscut in Egipt, este continuator a lui Al-Horezmi. In ,Cartea rarititilor
din aritmeticd“ se ocupd cu rezolvarea in numere intregi a sistemelor liniare nedeterminate.

Abu Wafa (940 - 997) s-a ocupat cu geometria practica. in lucrarea sa ,Cartea per-
fectd” expune bazele trigonometriei, inclusiv teorema sinusurilor. De asemenea rezolvd probleme
de trigonometrie sferici, utilizand cu predilectie functia cotangenti.

Al-Hazem (1000) prin ,,Cartea opticii“ este un precursor al acestei stiinge. Tot el formuleazs
axioma lui Pasch si incearcd demonstrarea postulatului V al lui Euclid.

Omar Al-Khayyam (1048 - 1123), este primul matematician care expune o teorie generald a
ecuatiilor de gradul I11. Recent a fost descoperit un memoriu al siu asupra operei lui Fuclid. Omar
Al-Khayyam, conducitorul Observatorului astronomic din Ispahan, s-a ocupat si cu patrulaterul
Saccheri (care, de drept ar trebul numit patrulaterul lui Omar), apoi a dat prima formulare a
aziomes lui Arhimede. Era vestit si ca poet.

Al-Biruni (973 - 1048), persan de origine, este cel care in 1030 introduce cercul trigono-
metric. Tot el calculeazd lungimea meridianului terestru la 41.550 km.

Nassir ed Din al Tusi (1201 - 1274), conducitorul Observatorului astronomic din Maraga,
s-a ocupat cu teoria paralelelor. In ,Tratatul despre patrulaterul complet® a ficut o expunere
integrald a rezolvirii triunghiurilor (plane si sferice).

Al-Kashi (1400), iranian de origine, in ,Cheia aritmeticii“ se ocupd cu formula binomului
gi cu extragerea de radédcini. S-a ocupat intens gi de calcule aproximative, iar in ,, Tratatul despre
circumferintd“ din 1424, di valoarea numérului 7 cu 16 zecimale exacte.

De aici, matematica gi in general cultura arabd decad.

Matematica evului mediu

Cruciadele (campanii pentru recucerirea locurilor sfinte), prilejuiesc stabilirea de legdturi
cu cultura arabd musulmand (mai ales in Spania si Sicilia) precum si cu Bizantul.

Dupa ce Spania este recuceritd de mauri, Toledo devine centru cultural de prestigiu. in
acest moment incep traducerile din arabi. Printre primii traduc#tori este englezul Adelard de Bath
(1100) care, deghizat ca student mahomedan la Cordoba, traduce din limba arabi ,Elementele® lui
Fuclid i ,Algebra® lui Al-Horezmi, iar din limba greacd, opera lui Ptolemeu. Din aceeasi perioada
se remarcd si alti traducatori ca: Toannes din Sevilla si Gerardo din Cremona (1114 - 1187) care
au tradus circa 80 de lucriri clasice din limba arabid. Ambii au lucrat la Toledo.

Secolele XII - XV reprezintd perioada de asimilare a matematicii antice si a celei orientale.

Leonardo da Pisa este pe drept considerat primul mare matematician original al Europei.
in numeroasele sale cilitorii (Egipt, Siria, Grecia, Sicilia) ia contact cu cultura elend si cea arabai.

Liber Abaci — o carte remarcabila

Povestea numerelor apare in Italia in 1202, o datd cu aparitia
cartii ,Liber Abaci, scrisid de Leonardo Pisano, pe atunci in varstd de
27 de ani. Cartea are 15 capitole gi sunt scrise in intregime de mani,
tiparul aparand 300 de ani mai tarziu. Leonardo a fost inspirat si scrie
cartea dupd o vizitd la Burgia, un orag prosper algerian, unde tatil
siu era consul de Pisa. In acest timp, Fibonacci a invitat secretele
sistemului de numere indo-arab, pe care arabii l-au introdus in Vest
in timpul cruciadelor.
Cartea a atras numerosi adepti in randul matematicienilor din
Ttalia, precum gi din restul Europei. Liber Abaci a dezviluit oamenilor
o cu totul altd lume, unde numerele au inlocuit literele. Fibonacci
incepe cartea cu notiuni despre identificarea numerelor, de la unititi
la cifra zecilor, a sutelor, a miilor etc.
in ultimile capitole gasim calcule cu numere intregi si fractii, regulile proportiilor, extrageri
de riddacini pdtrate gi de ordin superior, apoi se prezintd solutiile ecuatiilor liniare gi pidtratice.
Liber Abaci era plind cu exemple practice: calcule de contabilitate financiard, calculul profitului,
schimbul de bani, conversia greutétilor, calculul imprumutului cu doband4 (interzis in acel timp in
diverse locuri ale lumii).
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Desi era cunoscut in anul 1000 si desi ,Liber Abaci“ a explicat avantajele, sistemul de
numarare indo-arab nu a prins la scard mare pand aproape in 1500 e.n. Motivele au fost, in mare
parte, doud. Primul tine de inertia umani gi rezistenta la schimbare a omului, pentru ca invitarea
unui sistem radical nou cere timp si de faptul ci biserica catolicd din acea perioadd considera cifrele
arabe de origine pdgand. Al doilea motiv este de naturd practici, deoarece era mult mai ugor si se
comit fraude. Era tentanti schimbarea lui 0 in 6 sau 9, iar 1 putea fi ugor inlocuit cu 4, 6, 7, sau
9 (de atunci europenii scriu 7 cu codita!).

Desi noile numere au aparut in Italia, Florenta a emis un edict in 1229 prin care interzicea
bancherilor folosirea simbolurilor ,infidele®. Ca rezultat, multi dintre cei care voiau si invete noul
sistem se deghizau in musulmani.

Originea sistemului de numere

Putem aprecia succesul lui Fibonacci cu ,Liber Abaci doar daci privim cum a evoluat
societatea, din punctul de vedere al numerelor, pani la el. Misurarea gi numdirarea au apdrut
cu cateva zeci de mii de ani inaintea lui Hristos. Oamenii au infiintat primele ageziri pe malurile
Tigrului si Eufratului, Nilului, Gangelui, Indului si Amazonului. Fluviile erau folosite pentru comert
gi transport, iar aventurierii au descoperit méirile gi oceanele unde se virsau apele. Cilidtoriile pe
distante lungi cereau masurarea timpului si calcule precise. Preotii erau de obicei astronomi, iar
din astronomie a venit matematica.

in 450 i.e.n., grecii au inventat un sistem numeric alfabetic, care folosea cele 24 de litere ale
alfabetului grecesc gi alte trei litere, care mai tarziu au disparut. Fiecare numir de la 1 la 9 avea
propria literd, la fel gi multiplii de 10. Alfa, insemna 1, iar ,ro“ reprezenta 100. Astfel, 112 se scria
,ro-deca-beta®“. Acest sistem se putea folosi cu greutate pentru calcule. Abacul era cel mai vechi
aparat de numdirat din istorie.

Un occidental, matematician din Alexandria, Diofantus, prin 250 d.Ch. a sugerat un sistem
de numere comparative cu sistemul de litere. Remarcabilele sale inventii au fost ignorate vreme
de 1500 de ani. Pani la urmi, lucrarea sa a fost recunoscutd cum se cuvine gi a jucat un rol
important in algebra secolului al XVII-lea. Ecuatiile algebrice, de forma ax + by = ¢, se numesc
ecuatii diofantice.

Piesa centrald a sistemului indo-arab a fost inventarea lui zero, sunya la indusi, cifr in
arabi, tsfira in rusegte — ceea ce inseamna ,numar®. Termenul provine de la cipher, ceea ce inseamna
,»g0l* si se referd la coloana goald de la abac.

1.3. Sirul lui Fibonacci. Numele Fibonacci

Fibonacct a rdmas in memoria noastrd prin girul: 0, 1, 1, 2, 3, ...introdus in anul 1202,
atunci matematicianul fiind sub numele de Leonardo Pisano (Leonard din Pisa).

Mai tarziu, matematicianul insusi si-a spus Leonardus Filius Bonacii Pisanus (Leonard
fiul lui Bonaccio Pisanul). in secolul al XIV-lea sirul prezentat mai sus a fost denumit girul lui
Fibonacci prin contractia cuvintelor filius Bonacii. Acest gir apare pentru prima datd in cartea
mentionatd mai sus ,Liber Abaci“ (,,Cartea despre abac®), fiind utilizat in rezolvarea unei probleme
de matematici.

1.4. Iscusinta lui Fibonacci. Problema iepurilor. Originea sgirului Fibonacci

Potrivit obiceiului din acea epocid, Fibonacci a participat la concursuri matematice (ade-
virate dispute publice) pentru cea mai buni gi mai rapid3 solutie a unor probleme grele (ceva in
genul Olimpiadelor Nationale). Iscusinta de care diddea dovadi in rezolvarea problemelor cu nu-
mere uimise pe toatd lumea, astfel cd reputatia lui Leonardo a ajuns pand la imparatul Germaniei,
Frederik al II-lea. La un concurs prezidat de acest impéarat una din probleme date spre rezolvare a
fost: ,,s4 se giseascd un patrat perfect, care si raméand pidtrat perfect dacd este mirit sau micgorat

1681 41\? .
cu 5“ Dupd un timp scurt de gandire Fibonacci a gasit numéarul —— = (ﬁ) . Intr-adevir:

144
1681 961 _ (31)2 (1681 . 2401 _ (49

2
—_— =—=(—= —_— — | . Nu se gtie rationamentul lui Fibonacci,
144 144 12 12

144 144
dar toate incercéarile, chiar si cele mai ingenioase, de a rezolva aceastd problema cu ajutorul algebrei,
duc in cel mai bun caz la o ecuatie cu 2 necunoscute.

La un alt concurs prezidat de impérat problema propusa concurentilor suna astfel: ,,Plecand
de la o singura pereche de iepuri si stiind cd fiecare pereche de iepuri produce in fiecare luna o noud
pereche de iepuri, care devine productivi la varsta de o luni, calculati cate perechi de iepuri vor fi
dupd n luni (se considerd ca iepurii nu mor in decursul respectivei perioade de n luni)“
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Solutie. Din datele problemei rezultd ¢ numirul perechilor de iepuri din fiecare luni este
un termen al girului lui Fibonacci. intr-adevir, si presupunem ci la 1 ianuarie exista o singura
pereche fertild de iepuri. Notim cu 1 perechea respectivi. Ea corespunde numéirului fo din girul
lui Fibonacci:

fo=fo+fi=04+1=1.

La 1 februarie, mai existi o pereche pe care o notdm 1.1. Deci in acest moment sunt doui

perechi, ceea ce corespunde termenului:

fa=fitfo=1+1=2

La 1 martie sunt 3 perechi, dou care existau in februarie gi una nou# care provine de la
perechea numirul 1 (se tine seama cd o pereche devine fertild dupa doud luni). Notam cu 1.2
aceastd noud pereche. Numadirul perechilor din aceastd lund corespunde termenului:

fa=fo+fz=1+2=3.

La 1 aprilie existd 5 perechi si anume: trei perechi existente in luna martie, o pereche noua
care provine de la perechea 1 gi o pereche noud care provine de la perechea 1.1 care la 1 martie a
devenit fertild (pereche pe care o notdm cu 1.1.1). Numdrul perechilor din aceastd lunid corespunde
termenului:

fs=fs+fa=2+3=5.

Termenii din aceastd relatie se interpreteazd astfel:

f4 = numirul perechilor existente in luna precedenti;

f3 = numdrul perechilor noi(provin de la perechile existente in luna anteprecedenti).

Procedand in continuare in acest fel, vom deduce cd la data de 1 decembrie numirul
perechilor este dat termenul:

f13 = f11 + f12 = 89 4 144 = 233,
iar la 1 ianuarie anul urmitor exista:
fia = fi2 + f13 = 144 + 233 = 377

perechi de iepuri.

Concluzia este urméitoarea :

Dacd notdm cu f, numairul de perechi de iepuri dupd n luni, numirul de perechi de iepuri
dupd n + 1 luni, notat cu frn41, va fi fn, (lepurii nu mor niciodatd !), la care se adaugd iepurii
nou-niscuti. Dar iepurasgii se nasc doar din perechi de iepuri care au cel putin o lun, deci vor fi
fn—1 perechi de iepuri nou-niscuti.

Obtinem astfel o relatie de recurenti:

fo=0, fi=1, fn+1 = fn+ fn-1,

care genereazd termenii girului lui Fibonacci.

Observatie. Acest gir exprimi intr-un mod naiv cregterea populatiei de iepuri. Se pre-
supune ci iepurii au cate doi pui o dati la fiecare luni dupi ce implinesc virsta de dou# luni. De
asemenea, puii nu mor niciodatd si sunt unul de sex masculin gi unul de sex feminin.

2. Fibonacci, numairul de aur, natura si arta.

2.1. Fibonacci si ,,numarul de aur*

Raportul de aur este un numdr irational(1,618033...), putand fi definit in diferite moduri,
dar cel mai important concept matematic asociat cu regula de aur este sirul lui Fibonacci. impartind
orice numir la predecesorul siu, se obtine aproximativ numérul de aur. Primii care l-au folosit au
fost egiptenii, majoritatea piramidelor fiind construite tinand cont de numdrul de aur. Grecii au
fost insd cei care l-au denumit astfel, folosindu-1 atat in arhitecturd cat si pictura si sculpturd. De
altfel numirul de aur se noteazi cu litera greceascd ,fi“( o), de la sculptorul grec Phidias. El a
construit Parthenonul pornind de la acest raport.

S& incepem cu o problem esteticd. S& considerdm un segment de dreaptd. Care este cea
mai ,,plicutd” impdartire a unui segment in doud parti? Grecii antici au gdsit un raspuns pe care ei il
considerau corect (teoreticienii il numesc ,simetrie dinamici“). Daci partii stangi a segmentului i
atribuim lungimea u = 1, atunci partea dreaptd va avea o lungime v = 0,618... Despre un segment
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partitionat astfel spunem ci este impirtit in sectiunea, sau proportia sau diviziunea de aur (divini).
Ideea este cd lungimea u reprezintd aceeagi parte din tot segmentul (u+v) cat reprezintd lungimea
v din partea u. Cu alte cuvinte:

u+v u
u v
U
Dacd notdm ¢ = —, observam ci:
v
1 u u+v u
1+—=14+—-= =—=¢

© v U v

si este riadiicina pozitivd a ecuatiei p? — ¢ — 1 = 0, adici

1 5
= +2f =1,6180339887 ...
Dacd presupunem u = 1, atunci:
1 -1 5
v=2=—Z—p_1= REa = 0,6180339887 . ..
v e 2

Afirmim acum cd ¢ este strans legat de girul lui Fibonacci. Aceasta este o idee remarcabila
a matematicii. Mai observim cé :

1 1 1 1
p=14+-—=1+ T =1+ =.=1+
©
1+

1+; 1+ — —
1+ — 1+ i
®

14 ——
+1+A..

este o fractie infinita.
Daci privim fractiile partiale

po otz 8 1 5
1’ 11 1+} 2’ 14 1 3’
1 1
1+ =
1 8 1 13
1+71:g7 1+ 1 ?
1 ——g— 1+ I
1+ — 1 ——g—
1+ 1+1—1
1

obsevim cid toate rezultatele sunt rapoarte de numere Fibonacci, fapt ce sugereazd teorema care
spune cd
lim LH_I =
n— oo fn
in cuvinte putem spune ci, pe misurd ce n se apropie de infinit, raportul termenilor al
n 4+ 1- lea si al n- lea din girul lui Fibonacci se apropie de .
La fel de simplu cum ¢ este o fractie infinitd, tot agsa poate fi i un radical infinit:

p= 1+¢1+\/1+\/1+\/1+..‘.
Alta aplicatie a numéarului ¢ apare la pentagonul regulat deoarece
2 cos (g) =¢ s 2sin (g) = \/37<p.

De asemenea existd o legiturd intre dreptunghiurile de aur si sirul lui Fibonacci deoarece
lungimea si latimea celui de-al n- lea dreptunghi pot fi scrise ca expresii liniare, unde coeficientii
sunt intotdeauna numere Fibonacci. Aceste dreptunghiuri pot fi inscrise intr-o spirald logaritmici.
Spiralele logaritmice se intalnesc destul de des in naturd (carcasa unui melc, coltii unui elefant sau
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conurile de pin). Asemenea spirale sunt echiunghiulare, in sensul ci orice dreaptd ce trece prin
1+3p 3—¢
5 5

punctul (zo,y0) = ( ) taie spirala sub un unghi constant.

2.2. Fibonacci si plantele

Plantele nu au cum si cunoascd numerele lui Fibonacci, dar se dezvoltd in cel mai eficient
mod.

a. multe plante au aranjamentul frunzelor dispus intr-o secventd Fibonacct in jurul tulpinei;

b. anumite conuri de pin respectd o dispunere datd de numerele lui Fibonacci;
c. floarea soarelui are semintele dispuse dupa o secventd Fibonacci;

d. inelele de pe trunchiurile palmierilor respectd numerele lui Fibonacci;

e. numirul petalelor florilor este, de cele mai multe ori, un numéir al secventei Fibonacci:

e.l. cala are 1 petald;

e.2. euphorbia are 2 petale;

e.3. irisul gi crinul au 3 petale;

e.4. viorelele, lalelele, trandafirul sdlbatic si majoritatea florilor au 5 petale;

e.5. margaretele pot avea 21 de petale sau 34 de petale gi exemplele sunt nenumérate;

e.6. florile cu un numair de petale care nu sunt in secventa Fibonacci sunt rare gi considerate
speciale.

Concluzia este realizarea unui optim, a unei eficiente maxime. Daci se urmeazi secventa
lui Fibonacci, frunzele unor plante pot fi dispuse astfel incat sd ocupe un cat mai mic spatiu gi sa
obtind cat mai mult soare.

Ideea dispunerii frunzelor in acest sens pleacd de la considerarea unghiului de aur de
222,5 grade; unghi care impértit la intregul 360 de grade va da ca rezultat numdrul irational
0,61803398. .., cunoscut ca ratia girului lui Fibonacci.

2.3. Cochilia melcului, furnica si Fibonacci

Designul cochiliei melcului urmeaza o spirald foarte reugitd, o spirald greu de realizat cu
pixul. Studiatd in am&nunt s-a ajuns la concluzia cd aceastd spirald urméreste dimensiunile date
de secventa lui Fibonacci:

e pe axa pozitivi: 1, 2, 5, 13, g.a.m.d

e pe axa negativa: 0, 1, 3, 8, s.a.m.d.

Se observi cd aceste 2 subsgiruri combinate dau numerele lui Fibonacci.
Si in acest caz ratiunea si motivatia pentru aceastd dispunere este simpli: in acest fel
cochilia 1i creaza melcului, in interior un maxim de spatiu si de siguranta.

Furnica are corpul impértit in trei segmente, dupa diviziunea de aur.

2.4. Fibonacci si corpul uman

Fata umani este caracterizatd, din punct de vedere estetic prin cateva dimensiuni principale:
distanta intre ochi, dintre gurd si ochi si distanta dintre nas si ochi, dimensiunea gurii. in stiinta
esteticii se apreciazd ci fata este cu atat consideratd mai placutid ochiului cu cat aceste dimensiuni
respectd secventa lui Fibonacci mai bine.

De exemplu raportul dintre distanta de la linia surdsului (unde se unesc buzele) pani la
varful nasului si de la varful nasului pani la baza sa este aproximativ raportul de aur. Mana umand
are 5 degete (numir din girul Fibonacci), fiecare deget avand 3 falange separate prin 2 incheieturi
(numere din girul Fibonacci). Dimensiunile falangelor sunt: 2 cm, 3 c¢m, 5 cm. in continuarea lor
este un os al palmei care are 8 cm.

2.5. Fibonacci, numaéarul de aur si arta
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Dacid privim lucririle unor mari artigti, fie ei pictori, arhitecti, sculptori sau fotografi, se
observd cd multe dintre ele au la bazd regula de aur. Conform acesteia, ,pentru ca un intreg
impdartit in pirti inegale si pard frumos, trebuie si existe intre partea mici gi cea mare acelagi
raport ca intre partea mare gi intreg (Marcus Pollio Vitruvius, arhitect roman).

Rudolf Arnheim (psiholog, s-a ocupat de psihologia artei) dd o explicatie acestui lucru
astfel: ,,Acest raport este considerat ca deosebit de satisficdtor datoritd modului in care imbini
unitatea cu varietatea dinamica. intregul gi partile sunt perfect proportionate, astfel ci intregul
predomind fard si fie amenintat de o scindare, iar partile isi pdstreazd in acelagi timp o anumitd
autonomie.” (in ,Arta gi perceptia vizual®“).

In picturd a fost folosit mai ales in Renastere, probabil cea mai discutati utilizare a aces-
tuia fiind in tabloul lui Leonardo da Vinci, ,Mona Lisa“. Capul, ca gi restul corpului e compus
utilizand raportul divin, cum ii spunea da Vinci. In prima jumatate a secolului trecut pictorul
Piet Mondrian utilizeazd in picturile sale ,dreptunghiul de aur®, avand raportul laturilor aprox-
imativ 1,618.... De fapt, lucrarile sale sunt alcdtuite numai din asemenea dreptunghiuri. Acest
dreptunghi este considerat cea mai armonioasi formi geometrici. Cu toate acestea, rareori este
folosit pentru cadraje. Dacd se imparte fiecare laturd a cadrului fotografic in 8 parti egale (numér
din girul Fibonacci) gi se unesc punctele de pe laturile opuse corespunzitoare diviziunilor 3 gi 5
(numere din girul Fibonacci) se obtin aga numitele linii forte ale cadrului. Punctele aflate la inter-
sectia liniilor se numesc puncte forte. Practic se pot impdrti laturile in trei parti egale, rezultatul
este aproximativ acelagi. Se presupune ci subiectul amplasat pe aceste linii sau in aceste puncte
determind o fmpartire armonioasad a imaginii astfel incat ea nu este nici simetricd, nici plictisitoare,
nici prea dezechilibrati. De exemplu, doud fotografii de Robert Doisneau, ,l.’accordéoniste”, 1951
gi ,,The cellist®, 1957 si fotografia ,Poplar Trees* a lui Minor White in care toate liniile converg spre
un punct forte. Ansel Adams se impotrivea regulilor, canoanelor. El spunea ,asa zisele reguli de
fotocompozitie sunt invalide, irelevante si imateriale; nu existd reguli de compozitie in fotografie,
existd doar fotografii bune. Cei mai multi fotografi incalci regulile fotocompozitiei*. Cu toate
acestea si in imaginile lui se observd diviziunea de aur (vezi fotografia ,Aspens®, 1958). Aceasta
inseamnd ci, desi nu era de acord cu regulile, le cunogtea foarte bine. Dacéd fotografia are valoare
cu subiectul in centru, atunci incilcati regula diviziunii de aur! Subiectul trebuie si fie in armonie
cu celelalte elemente din cadru. Dacd astfel se verificd gi diviziunea de aur, este perfect! Toate
acestea aratd importanta acestui numér, astfel cid toti marii fotografi au tinut si tin cont de el in
conceperea unei fotografii.

Pand si in muzicd apare acest raport: se presupune cd Bach sau Beethoven au tinut cont
de el in compozitiile lor.

Atunci cind scrieti, duceti instinctiv linia din mijloc a literii E (la fel si cu A, F, B, R, ...)

2
aproximativ la — de baz# (aproximativ raportul de aur).

Concluzie. Numerele lui Fibonacci sunt considerate a fi, de fapt, sistemul de numé&rare al
naturii, un mod de masurare al Divinititii, o legdturd intre matematicd si arti.

3. Unele rezultate referitoare la girul lui Fibonacci

Consultand bibliografia enumerati am selectat urmitoarele rezultate:
Numerele lui Fibonacci fr sunt date de urmitoarea recurenti:

fo=0, fi=1, fat1=fa-1+fn, n=>1

Teorema 1. Dacd x?

=z + 1, atunci avem:
" = fpx + fn-1, YN = 2.

Demonstratie. Vom demonstra prin inductie dupd n. Pentru n = 2 relatia este triviald.
Presupunem ci pentru orice n > 2 avem 2"~ = f,_1x + fn_2. Atunci

" = xn—l_m = (fnflm‘i"i’vafQ)x = fvzfl(x+1)+fn—2x = (fnfl +fn72)$+fn—1 = fnx+fn71~

Teorema 2 (Formula lui Binet). Termenul al n - lea din sirul lui Fibonacci este dat

1 1+\/5 n 1_\/5 n
() (5 ) o

de:
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S

Demonstratie. Rid#cinile ecuatiei z© =z + 1 sunt ¢ = sil—p= . Din

9 1++5 1-
2

Teorema 1, avem ¢™ = ¢fn + fn_1 51 (1 —¢)" = (1 — ) fn + fn-1.
In continuare ™ — (1 — )" = V5 fn, de unde rezultd formula lui Binet.

Teorema 3. f1 + fo+ ...+ fn = fn42 — 1.
Demonstratie. Avem relatiile:

fi=fs—fao,fa=fa—f3,f3=1f5— fa,-., f'n = fn+2 — fnt1,

care prin adunare dau
fitfatfat+fn=Ffot2—fo=for2a -1

Teorema 4. f1 + f3+ f5 + ... + fon—1 = fon.
Demonstratie. Observim ci:

fi=fa—fo,fs=fa— fo,f5 = fo — fa, .-, fan—1 = fon — fan—2.
Adunim relatiile i obtinem identitatea dorita.

Teorema 5. f12 + f22 + fg + o+ 2= fufot1
Demonstratie. Avem

fn—lfn = (fn+1 - fn)(fn + fn_l) = fn+1f’n - f727, + fn+lfn—1 - fnfn—l-

Atunci, obtinem relatiile fn+1fn — fnfn—1 = f?2, care prin adunare pentru n = 1,2,3,...,
dau relatia finala.

Teorema 6 (Identitatea lui Cassini). fn—1fnt1 — f2=(-1D)",n > 1.
Demonstratie. Observiam ci
fa—1fn = f7 = (fn = fa=2)(fn + fuo1) = f7 =
- _fn72f'n - fnfl(fn72 - f'n) = _(fn72fn - fsfl)-

Dacid notdm un, = fn—1fant1 — f2, obtinem wu, = —up—1 si mai departe
Up = (—1)" " uy.
Din cele de mai sus avem fn—1fot+1 — f2 = (=) (fofo — f2) = (-1)™.

n
k

Demonstratie. Utilizam formula lui Binet,

3 (a3 (e e

k=0

Teorema 7 (Cesaro). i ( )2kf;C = f3n.
k=0

1 < n C C - n 1 n n
=z (g (k)zkwk—lgo(k)zk<1—w)k> = (20— (20—,

Cum ¢? = ¢ + 1, obtinem 1 + 2¢ = ¢ si similar 1 + 2(1 — ¢) = (1 — ¢)3. Atunci, rezultd
= o= @ @

k=0

" /n 1
> ()2 = 2 (@7 + (1= 9)*") = oan.
>

Teorema 8 (Vorobyov). Dacd s

fs+t = fs—lft + fsft+1~

Demonstratie. Fixdm pe ¢ gi demonstram prin inductie dupd s. Pentru s = 1 se obtine
ft41 = fofe+f1fe+1, care este adeviratd (trivial). Presupunem cis > 1sicd fs_pyt = fo—k—1ft+
fs—k ft+1 pentru orice k care satisfac 1 <k < s— 1. Avem:

fs+t = fstt—1 + fs+t—2 (din recurenta Fibonacci)

= fs—14¢ + fs—21¢ (trivial)
= fs—aft + fs—1ft+1 + fs—3ft + fs—2fi+1 (din presupunerea ficutd)
= fi(fs—2 + fs—3) + fe+1(fs—1 + fs—2) (prin rearanjarea termenilor)

1, t > 0 sunt intregi atunci:
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= ftfs—1 + fe41fs (din recurenta Fibonacci).

Observatia 1. J.R. Silvester indicd o metodi elegantd care furnizeazi identitdti pentru
termenii sirului (fn). Mai precis, se considerd matricea

- (0)

n fnfl fn
A 7( 1y fn+1>,n71,2,....

Plecand de la aceastd observatie gi utilizand egalititile A?T™ = A" . A™ n.m =1,2,...
si det(A™) = [det(A)]", rezultd relatia din teorema 6 si de asemenea relatia din teorema 8.

Posibilititile de a obtine identitati, folosind ideea de mai sus sunt multiple. Astfel, observim
cd A" = fr, A+ fn—11 (cu I am notat matricea unitate), iar pentru n = 2, obtinem A2 = A4 1. De
asemenea, avem A"1t2 = A”*1 L A" Enuntate fiind aceste proprietiiti ale matricei A, se observi
cd puterile acesteia verifici recurente de tip Fibonacci. Deoarece A-1 =1-A = A, putem aplica
formula binomului lui Newton pentru A gi I, apoi identificand relatiile obtinute pe componente se
obtin diferite identititi.

Prezentdm mai jos, fard demonstratie, cateva identititi obtinute prin metoda expusd mai

gi se constatd cd avem

sus:
n

(1) fon = i (:)fk; ) fant1 = Z < )ka, 3) fi i (Z)(—l)kfznfkjuz;
k=0

n

n
4) fign =Y (=1 fon—2kr15 (5) fantri =Y <k) 2 frotu
k=0 k=0
(teorema lui Cesaro generalizati);

(6) 2 furr = 3 (1) D fanmsinrs () =3 (1) (-0 fan-onsrs
k=0

k=0

(8) frm = fj (o) s e

k=0
Pentru studenti, propun demonstrarea urmétoarelor 1dent1ta‘g1
(oo} oo}
1 fn
D) =1 (1)) ———=1 ®3
;2 fn 1fn+1 nz::l fn+1fn+2 Z
(12) Z arct T a3) fim I = i; (14) lim 77— or,
2n+1 4 n—o0 pn \/g n— oo fn
Observagla 2. Unii autori au obtinut identititi cu termenii girului lui Fibonacci cu ajutorul
determinantilor. Astfel, daci considerim girul lui Fibonacci: 1, 2, 3, 5, ...se observi ci
2 1 0 0 ......... 0
1 2 1 0 ......... 0
fan=Dp1=|1 1 2 1 0 0
1 1 1 ... 1 2
este deci dat de un determinant de ordinul n — 1.
Daci considerdm determinantul de ordinul n,
2 1 0 0 ......... 0
1 2 1 0 ......... 0
D,=|1 1 2 1 0 ... 0
1 1 1 ... 1 2
pe care il dezvoltim dupd elementele primei linii, atunci
1 1 0 0 ......... 0
1 2 1 0 ......... 0
D,=2Dp,1—|1 1 2 1 0 0
1 1 1 ... 1 2
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Dacé dezvoltdm si ultimul termen obtinem

1 1 0 0 ......... 0
1 2 1 0 ......... 0
Dp,=2D,-1—Dp—2+|1 1 2 1 0 0
1 1 1 ... 1 2
Proceddm ca mai sus si deducem :
1 1 0 0 ......... 0
1 2 1 0 ......... 0
Dp—1=2Dp2o—|1 1 2 1 0 0
S 1 2

Dacd adundm membru cu membru ultimile doud egalitéti obtinem
Dp+Dp1=2Dp 1 —Dp_2+2Dp 2 Dy =Dyp_1+ Dn72a
relatie de recurentd analoagi cu cea din sirul lui Fibonacci fny1 = fn—1+ fn.

Teorema 9. fy |fnk, pentru orice n,k € N*.

Demonstratie. Proceddm prin inductie dupd k£ € N*, presupunand n € N*, oarecare.

Pentru k = 1 rezulti fn, = fn.1 i deci fn | fn (adeviratd). Presupunem fn | fnr si
demonstram cd fn | fr(k41)-

Intradeviir, tinand seama de teorema 8. avem:
Iak+1) = fnktn = fakr1fn + farfn—1,

pentru orice n € N* gi, deoarece fn |fn §i fn |fnk, rezultd fy }fn(k+1) .

Teorema 10. fi,,—1 = fX_,(mod f2), oricare ar fi k,n € N*.
Demonstratie. Se aratd tot prin inductie dupad k € N*. Pentru k = 1 relatia este evidenta.
Pentru k = 2 tinem seama de teoremele precedente gi avem

fon—1= fnfn + fno1fn-1 = f2_1(mod f2),¥n € N*.

Fie fin—1 = fF_,(mod f2). Avem deci c&

f(k-l»l)n—l = fkn—1+n = fknfn + fin—1fn—1=
_ _ _ k1
= fin—1fn—1 = f§_1fn-1 = fT1(mod f7)
si deci conform principiului inductiei complete relatia este demonstrati.
Teorema 11. fi,_1 = (1)t fF_,(mod f?), oricare ar fi n € N*.
Demonstratie. Relatia se demonstreaza tot prin inductie completd. Pentru k = 1 obtinem

fr—2 = frn—2(mod f2) ceea ce este evident.
Presupunem ci frp_o = (—1)k+1f£72(modf,21) gi sd demonstram ci

fertyn—2 = (~DFF2 ] (mod £7).
intradevir, avem:
fettyn—2 = fen—21n = fen—1fn + fan—2fn1 = fan—1fn + (=D _o(fn — fno2) =
= fon—tfn + (UM o+ ()R =
= (Fho1 + (GO ) fu 4 (FDFP AR = ()RR R (mod 7).

Am folosit mai sus ca f571 —‘,—(—1)’“+1f,’f72 se divide cufn—1+ fn—2 = fn . Rezultd conform
principiului inductiei complete ci teorema este demonstrata.

Teorema 12. f2 |f,y, , pentru orice n € N*.

Demonstratie. Notdm f, = k. Avem:

frfn = Jnk = fak—1+ fak—2 = fE_y+ (=) fE_, (modk?).
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Totodatd avem fr_1 = fr, — fn—2 §i deci

L =(fn— fo2)F = Z (k) (—1)ifk=ipi = (—1)*fk_,(modk?).

=0 ?
Deci,
P (GO = ()RR + (~D)FT E = 0(modk?),

ceea ce demonstreazid teorema.
m—+1 . . *
Teorema 13. f,; fnfgln , oricare ar fi m € N gi n € N*.

Demonstratie. Pentru m = 1 afirmatia este echivalentd cu teorema 12. Presupunem
afirmatia adeviratd pentru m si o demonstrim pentru m + 1. Vom aridta ci f}?"’l fnfgt implicd

2
i

npmtL Avem:

Jufn = fufn—1+ fup,—2 = ff:ﬁl + (*1)f"+1f,lfﬁ2(modu2) =

= (fu — fu—2)™ + (=) £l (modu?) =
= (=) fln, 4 (1)t g = 0(mod £ ).

Am folosit mai sus ¢ din f7* |u si f [u? = g

Teorema 14. Orice doud numere Fibonacci consecutive sunt relative prime.

Demonstratie. Fie d = (fn, fn+1). Avem frp41 — fn = fn—1 de unde rezultd d|fn—1.
Atunci d|(fn — fn—1) = fn—2. Repetand procedeul se deduce ci d|f1, deci d = 1.

Altfel: din teorema 6., fn—1fnt1 — f2 = (—1)™. Rezults d|(—1)", i.e., d = 1.

Teorema 15. (fm, fn) = f(m,n)-

Demonstratie. Notim a = (m,n),b = (fm, fn),¢ = f(m,n)- Vom ardta ci c|bsgib|ec.
Deoarece a | m gi a | n, conform teoremei 9. avem: fo |fm sifa |fn. Deci fo |(fm, fn) ,ie., c|b.

Acum, din teorema Bachet-Bezout, existd numerele intregi x, y astfel incat am+yn = a. Se
observi ci x gi y nu pot fi ambele negative, deoarece a ar fi negativ. Cuma | ngia | m,avema < n,
a < m. De asemenea, x si y nu pot fi simultan pozitive, deoarece am avea a = zm + yn > m + n,
contradictie. Atunci, xz si y au semne diferite si, fird a restringe generalitatea presupunem ci
z <0,y > 0. Observim c3 :

fyn = fafzm - faflffmm + faffcvm+1

(am utilizat teorema 8.). Cum n | yn gi m | (—zm), din teorema 9. rezultd cid fn | fyn si
fm |f=zm . Acestea implicd c& (fm, fn)|fyn 81 (fm,fn)|f-2zm . Din cele de mai sus avem ci
(fnu fn) ‘faf—szrl .

Daci(fm, fn) |[f-zm—+1, cum (fm, fn) |f—zm rezultdi ci (fm, fn) ar divide doud numere
Fibonacci consecutive, contradictie (conform teoremei 14) in cazul in care (fm, fn) > 1.

Cazul (fm, fn) = 1 este trivial. Rezultd c& (fm, fn)|fa, ceea ce trebuia demonstrat.

Teorema 16. Daci p # 5 este un numdr prim impar, atunci p|fp—1 sau p|fp+1.

Lema 1. p-1 =(-1)"modp,1<n<p—1.

n

Demonstratie. (p — 1)(p — 2)...(p — n) = (=1)(=2)...(—n) = (=1)"n! mod p, rezultd

concluzia.

+1
Lema 2. P =0modp,2<n<p—1.

n
Demonstratie. (p+1)(p)(p—1)...(p—n—2) = (1)(0)(—1)...(—n) = 0 mod p, rezultd lema.
Demonstratia teoremei. Din teorema 2. avem:

o2 (0 () ) ()

Din lema 1:

p—1
s 55 1
2p—2fp71Ep717(5+52+...+5p2 )Effmodp.
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Din lema 2: .

—1
Wi =p+1+52 = ("2 +1)modp.

Din cele doui relatii de mai sus obtinem:

2% fp1 fpt1 = —(5P7" — 1) mod p.

Din mica teorem4 a lui Fermat, 5P~ = 1mod p, pentru p # 5 si teorema este demonstrats.

Nota. Punctul de plecare al acestui articol 1-a constituit rdspunsul dat de dl. prof. dr. loan
Tomescu (Membru Corespondent al Academiei), Secretarului General al S.S.M.R din Romania dl.
prof. Mircea Trifu, in Gazeta Matematici nr.12/ 2007, la intrebarea:

M.T.: ,Mai sunt dispusi tinerii de astizi s invete matematica?*

I.T.: ,Dacd vom gti si prezentdm aceastd gtiintd ca pe o frumoasd provocare a spiritu-
lui mereu niscocitor, este posibil ca tinerii si ajungi si inteleagd frumusetea gi profunzimea unui
rationament matematic. $i mai trebuie ca profesorii si fie capabili s prezinte elevilor impactul
matematicii asupra intregii dezvoltdri stiintifice contemporane, conexiunile dintre matematici si in-
formaticd si aplicatiile acestora, de exemplu, in criptografie, in studiul genomului uman, in comertul
electronic.*
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Grupul Scolar Tehnic ,,Sf. Mucenic Sava‘,
Berca, Buzau

Cateva amintiri despre Societatea de Stiinte Matematice din Roménia

DE VASILE TUGULEA

Drumul vietii mele s-a interferat de multe ori cu cel al S.S.M. in cei aproximativ 50 de ani
de activitate didacticd. De aceea, la solicitarea prof. dr. Dan Brdnzei am acceptat cu gratitudine
sd scriu un articol despre S.S.M., mal ales cd pe dumnealui il cunosc incd de cand era elev la
liceul Negruzzi din lasi, coleg de clasid cu nepotul meu Viorel Barbu, intr-o clasi celebrd prin
numele mari de matematicieni ce gi-au primit prima formatie matematicd aici, sub indrumarea
profesorului Colibaba.

Enunt un truism cand afirm ci S.S.M. a avut, vreme de mai bine de un secol, un rol
determinant in formarea profesorilor de matematici, in intretinerea entuziasmului elevilor pentru
invatarea matematicii, in informarea celor interesati de matematicd cu progresele gtiintei matema-
tice, progrese care au fost capitale in secolul 20.

Personal, am avut de castigat de pe urma actiunilor S.S.M. In 1939, elev fiind in clasa
IV-a la Liceul M. Kogilniceanu din Vaslui, profesorul nostru de matematici Emanoil Gaiu, ne-a
prezentat, intr-un fel de cerc de matematicd, Gazeta matematicd gi Revista de la Timigoara. 39i,
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chiar dacd au urmat anii grei ai rdzboiului cu toate privatiunile sale, Gazeta a continuat si apard
aproape mai regulat decat in deceniul 1980-1990!

Dupi ce am intrat in invitimant, in 1950, ca profesor am luat cunostintd de actiunile
S.S.M., in special cele legate de organizarea si participarea cu elevii la olimpiadele de matematica.

Din 1956 am fost ales secretar al Filialei S.S.M. din regiunea Barlad, presedinte fiind pro-
fesorul David Haim, decedat in 1970 in Israel.

In aceastd calitate, am organizat olimpiadele cu diferitele lor etape, dar si multe activitati
menite sd ajute pregitirea profesorilor de matematica:

— cursuri si consultatii pentru profesorii debutanti;

— conferinte ale cadrelor universitare din ITagi sau Bucuresti, dintre care amintesc pe prof.
Mendel Haimouwici, prof. Gh. Ghiorghiev, prof. Ilie Popa, dar si mai tinerii profesori Radu Miron,
Nicolae Luca, Vasile Cruceanu, Teodor Drdgdnel.

Aceste vizite se transformau in adevdrate sdrbdtori ale matematicii pentru noi, profesorii
din Barlad, si erau de real ajutor, dat fiind faptul cd in 1957 se introduseserd noi programe de in-
vitimant menite si aduci invitdmantul romanesc in contemporaneitate (se stie ¢ in perioada 1951-
1956 1n licee se utilizau programe preluate de la sovietici, programe ce intorceau gcoala romaneasca
in urmi cu circa 70 de ani!)

S-a instalat astfel o adeviratd traditie si, periodic, la Barlad veneau de acum si tinerii
matematicieni formati la Iagi sau Bucuregti care vor deveni nume de referinti pentru matematica
romaneascd precum: Constantin Corduneanu, Viorel Barbu, Dan Brdnzei, Vasile Oproiu gi multi
altii.

Pentru mine, memorabile au rdmas cursurile de vard organizate de S.5.M. la Predeal, Bragov
sau Suceava, unde timp de o lund de zile, audiam matematicieni celebri, dar si specialisti din alte
domenii. Prelegerile lor, ca si seminariile ce urmau, au fost extrem de importante pentru informarea
gi formarea noastrd profesionala.

Sub conducerea competentd a S.S.M. de cidtre acad. Grigore Moisil am avut prilejul si
ascult expuneri memorabile ale acad. Miron Nicolescu, Octav Onicescu, Gh. Mihoc, Mendel
Haimovici si multi, multi altii.

Amintesc doar doud din aceste expuneri:

Cred cé, in 1963, ambasadorul Romaéaniei la Paris, la un simpozion pe teme de probabilitéti
si statisticd ardta cd, in scopuri profesionale, participa la simpozioane medicale si de cele mai multe
ori urmirea greu expunerile din cauza aparatului matematic folosit in argumentatie de expozanti.
A fost un exemplu pe care l-am folosit in lectiile mele pentru a convinge elevii amatori de cariere
umaniste sau medico-farmaceutice ca trebuie s invete matematica.

Un alt exemplu care m-a impresionat a fost o expunere a acad. Gh. Vrdnceanu care la
un moment dat l-a prezentat pe asistentul siu Costake Teleman ca fiind un stralucit tandr savant
in domeniul Geometriei Riemaniene si i-a propus chiar atunci sd dezvolte ideile pe care tocmai le
enuntase. Mi s-a parut un gest generos si de respect pentru tinerii savanti.

Ca si conchid, cursurile de vard organizate de catre S.S.M. au fost prilej de reluare si
aprofundare a cunostintelor dobandite la Facultate, foarte necesare pentru ci incepand din 1965,
in programele de liceu isi facusera loc lectiile de teoria probabilitatilor si statistica, dar si structurile
algebrice.

Ori, pentru multi profesori, lucrurile pireau aproape insurmontabile!

De-a lungul acelor ani, S.S.M. are meritul de a fi intretinut interesul elevilor si profesorilor
pentru Gazeta Matematica gi Fizica si apoi G.M.

Aparitia lunari a gazetei era asteptatd cu foarte mare interes, gi aceasta pentru ci Gazeta
Matematicd constituia, cel putin pentru noi profesorii din provincie, mica fereastra prin care puteam
privi la ceea ce Insemna invitidmantul matematic in afara hotarelor tirii.

incetul cu incetul Gazeta a scipat de ,tirania® geometriei triunghiului, de nesfargitele ega-
litdti sau inegalitdti trigonometrice. Si-au facut loc tot mai multe probleme de teoria numerelor,
de analizd matematicd, de probabilitdti si, mai ales, de algebrd modernd.

Notiunile de multime gi de functie au devenit esentiale in definirea si dezvoltarea cunosgtin-
telor matematice ale elevilor.

Imi place si cred ci un rol esential l-a avut acad. Miron Nicolescu, pregedinte al Academiei
Romane in acea perioada.

in ce mi priveste m-am simtit obligat, in intreaga mea activitate la catedrd, dar gi in afara
clasei, sd transmit cunostintele ce le dobandisem, dar si spiritul magistrilor ce m-au format:
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— la lectiile de analizd matematici m-a Insotit permanent tinuta, chipul luminos, eleganta
expunerii marelui profesor Miron Nicolescu

— la lectiile de geometrie analiticd, putine cate erau, prezentam personalitatea bonomului
moldovean, prof. Gh.Vrdnceanu care transpira in efortul pe care il ficea la catedrd pentru a se face
cat mai inteles gi pe care eu in lectia introductiva il prezentam ca cel mai mare geometru roméan al
vremii!

Expunerile echilibrate, cu limpezime de cristal tinute de prof. Octav Onicescu m-au insotit
toatd viata.

I-am rimas profund recunoscitor prof. Dan Barbilian pentru cursul optional de Teoria lui
Galois atunci cand, in 1965, s-au introdus primele cunostinte de structuri algebrice gi care pentru
multi profesori care nu le studiaserad in Facultate au reprezentat dificultdti insurmontabile.

Si ag putea spune cuvinte de recunogtintd despre toti profesorii pe care i-am avut la Facul-
tate.

Ultimele decenii de activitate le-am desfisurat la Colegiul National ,Gh. Rogca Codreanu*
din Barlad. O spun cu satisfactie fiindca aici s-a creat, in timp, o traditie in ce privegte invitarea
matematicii. Actualii profesori Marian Tetiva, Dumitru Mihalache, Valeriu Brasoveanu, Gabi
Ghidoveanu, sunt o prezentd activd la Gazeta Matematica prin articole gi probleme propuse, dar
mali ales prin antrenarea elevilor in utilizarea revistei in pregdtirea lor pentru concursuri.

in incheiere ag dori si fac gi o propunere. Prin 1988 am citit intr-o lucrare editati de
Academia Roméana un articol scris de Nicolae Teodorescu, in care ardta cd pentru secolul 21 el vede
o dezvoltare a matematicii in directia studierii fractalilor.

Dupéd 1990 mi-au parvenit mai multe studii gi articole pe aceasta tem& din care amintesc
acela scris de Solomon Marcus, dar si o culegere de comunicéiri tinute la un simpozion organizat la
Universitatea PARIS 7 pe tema ,Dimensiunea fractald — Dimensiunea Haussdorf fractionars‘.

Printre articole era unul semnat de prof. Ciprian Foias si inci doi colaboratori, articol care
era citat in multe comuniciri ale unor cercetdtori din diferite domenii de activitate.

Dupd cum se stie Teoria fractalilor igi are originea in lucririle lui Benoit Mandelbrot
»Geometria fractald si obiecte fractale®. Teoria fractalilor isi propune si rezolve probleme pe care
matematica le evita.

La bazd au stat insid lucrdrile lui Cantor, Peano, Hilbert, Koch si altii, care puneau in
evident# functii continue gi peste nederivabile.

Poate cd in Gazeta Matematici gi-ar putea face loc gi prezentarea unor notiuni din aceasti
noud teorie a fractalilor despre care B. Mandelbrot spune cd nu este matematicd, dar este obligat
s#i-i foloseascit aparatul gi care sperd si-1 facd mai celebru decat Albert Einstein.

Si astfel aceste cunosgtinte ar putea constitui obiectul unor optionale propuse de citre pro-
fesori in cadrul curricumului la decizia gcolii.

Colegiul National ,,Gheorghe Rogca-Codreanu‘
din Barlad

MANIFESTARI STIINTIFICE

Al Optulea Seminar Roméano-German de

Teoria Aproximarii si Aplicatii, Sibiu, 28 mai - 1 iunie 2008

Ajuns la a opta editie, Seminarul Roméano-German de Teoria Aproximdarii gi Aplicatii
(RoGer) continui o traditie deja bine statorniciti cu incepere din 1994 [1. Cluj-1994, 2. Cluj-1996,
3. Sibiu-1998, 4. Brasov-2000, 5. Sibiu-2002, 6. Biigoara- 2004, 7. Konigswinter (Germania)-2007].

Desfagurarea in 2008, la doar un an dupd editia precedentd, amanatd din 2006 in 2007, a fost
hotdratd pentru a repune in functiune desfigurarea in anii pari, aga cum incepuse. Ca si la editia
precedentd, am resimtit cu profund regret absenta a doi dintre initiatorii din 1994 a Seminarului,
regretatii conf. dr. Luciana Lupas, decedatd in 2006 si regretatul prof. dr. Alezandru Lupas,
decedat in 2007.

Organizat in cele mai bune conditii de catre Universitatea Lucian Blaga si de cdtre Depar-
tamentul de Matematicd al acestei Universititi, seminarul, gdzduit in clddirea Rectoratului, s-a
desfagurat in cele mai bune conditii. Au fost prezentate trei conferinte plenare, de catre profesorii
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Heiner Gonska (Germania), unul dintre initiatorii din 1994, Gancho Tachev (Bulgaria) gi loan
Gauvrea.

De asemenea, au fost prezentate 24 de comuniciri pe sectiuni, de citre profesori sau ma-
tematicieni: I. Nikolova (Bulgaria), R. Pdaltanea, M. Acu, T. Zapryanove (Bulgaria), S. Gal, E.
C. Popa, A. Vernescu, I. Popa, D. Simian, A. Halhos, D. Pop, E. Constantinescu, A. Branga,
M. Olaru, C. Gheorghiu, M. Ivan, I. Chiosean, V. Mihesan, B. Gavrea, D. Acu, M. Boncut, F.
Sofonea, I. Tincu, N. Seceleanu.

O frumoasi excursie a permis continuarea directd a convorbirilor din timpul seminarului;
excursia a cuprins vizitarea Muzeului Satului din Sibiu si a Muzeului Icoanelor pe sticld din Sibiel
(cel mai mare din lume de acest fel).

Prin toatd organizarea si desfigurarea sa, Seminarul a constituit o frumoasd ocazie de
comunicare intre matematicieni si ii dorim multe succese in continuare.

Andrei Vernescu

Semicentenarul Institutului de Calcul Numeric Tiberiu Popoviciu
din Cluj-Napoca, 7-10 mai 2008

in cadrul zilelor academice clujene a avut loc un frumos eveniment aniversar, dedicat uneia
din marile realiziri institutionale de acum o jumitate de secol, infiintarea Institutului de Calcul
Numeric din Cluj, al Academiei, in urma stradaniilor lui Tiberiu Popoviciu.

Sub presedintia de onoare a acad. Dimitrie D. Stancu, manifestarea s-a bucurat de girul
unui prestigios Comitet stiintific format din Acad. M. Ilosifescu, vicepresedinte al Academiei
Romaéne, Acad. I. Cuculescu, Acad. D. D. Stancu, Prof. dr. P. Blaga, Prof. dr. St. Cobzas, Prof.
dr. Gh. Coman, Prof. dr. M. Ivan, C. S. I. dr. G. Marinoschi, Prof. dr. St. Maruster, Prof.
dr. M. Megan, Prof. dr. T. Precupanu, Prof. dr. I. Rasa. Comitetul de organizare a fost format
din cercet#tori ai institututlui: I. Pdwaloi (director), C. Mustata, E. Catinas, C. Vamos, M.-C.
Anisia, M. Crdaciun, D. Otrocol, C. Revnic, C.-I. Gheorghiu.

La festivitatea de deschidere au ficut frumoase evociri: Acad. C. Muresan, presedintele
Filialei Cluj-Napoca a Academiei Roméne, C. S. I dr. I. Pdwdloiu, directorul institutului, Acad.
D.D. Stancu, Prof. dr. A. Petrugel, Prof. dr. St. Maruster, C. S. 1. dr. St. Tigan.

in cele trei zile de lucriri au fost sustinute sase conferinte in plen de citre profesorii S. A.
Plata (Spania), I. K. Argyros (S. U. A.), R. Beuwens (Belgia), Acad. I. Cuculescu (Roménia) B.
Lafuerza-Guillén (Spania), T. Precupanu (Romania). Au mai fost sustinute numeroase comunicari,
de catre (in ordinea prezentirii) J. Tanner, M. Ivan, C. Cartis, R. Precup, C. Popa, S. Gal, M.
Anisiu, St. Mdarugter, V. Berinde, C. Popirlan, O. Cira, E. Cdtinas, S. Bica, L. Savu, A. Vernescu,
P. Pop, F. Popovici, T. Trif, N. Pop, N. Sucu, St. Tigan, D. Marian, I. Rasa, St. Cobzas, C.
Mustata, R. Haeltermann, I. Pavaloiv, M. Mihoc, D. Pop, S. Tabatabei, R. D. Ene, C. I. Gheorghiu,
C. Revnic, A. Diaconu, A. Craicu, M. Crdciun.

in ziua de 10 mai a avut loc o frumoasi excursie la Castelul Jidvei.

Cu prilejul aniversarii Institutului, care intr-o juméatate de veac a avut importante realizdri
si a infruntat nu putine vicisitudini, urdm membrilor sii noi gi frumoase succese.

Andrei Vernescu

DIN VIATA SOCIETATII

Concursul Interjudetean de Matematica Danubius,
Editia a doua, Corabia, 10 mai 2008

Aflat la a doua editie, concursul interjudetean de matematicd Danubius a fost organizat de
Inspectoratul Scolar Judetean Olt, Filiala Corabia a S.S.M.R., Colegiul National Alexandru loan
Cuza si Scoala cu clasele I-VIII, nr 3, ambele din Corabia.

Concursul s-a bucurat de un curs ascendent al participirii, fatd de prima editie, de anul
trecut. El s-a desfasurat sub patronajul stiintific al conf. univ. dr. Andrei Vernescu, iar reusita de
anul acesta a fost marcatd de stridaniile deosebite ale prof. dr. Dorin Mdrghidanu, presedintele
Filialei Corabia a S.S.M.R. si director al Colegiului National Al. 1. Cuza, cat si ale prof. Nicolae
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Tomescu, directorul gcolii cu clasele I-VIII, nr. 3 din localitate. Aceste stridanii au fost nu
numai cele de ordin organizatoric (si stim cat de solicitante sunt !), dar si de ordin gtiintific, cei
doi profesori contribuind din plin la propunerea subiectelor. ValorificAindu-se concentrarea unui
insemnat numdr de profesori veniti pentru corectarea lucrdrilor, a fost organizatd o masa rotunda
pe teme de invitdmant al matematicii, avind ca moderator pe prof. dr. Dorin Marghidanu si fiind
animati de prof. Alexandru Popescu-Zorica si conf. dr. Andrei Vernescu.

O scurtd dar reusitd excursie pe Dundre, oferind oaspetilor din alte judete posibilitatea
de a admira frumoasele priveligti ale locului, a prilejuit si continuarea convorbirilor pe teme de
specialitate, incepute la masa rotunda.

in incheiere, urdm Concursului interjudetean de matematicd Danubius, devenit deja tradi-
tional, frumoase succese si la editiile viitoare !

Dan Coma

REVISTA REVISTELOR

Recreatii Matematice

Numadrul 1 din 2008 al revistei ,,Recreatii Matematice” marcheazd un eveniment de seami
in istoria culturii roménesti, anume implinirea a 125 de ani de la prima aparitie a revistei iegene
»Recreatii stiintifice“ (1883-1888). Evenimentul este marcat prin publicarea unui editorial cu titlul
»Recreatii stiintifice — 125 de ani de la aparitie® — semnat de Temistocle Bdrsan si Dan Tiba
— gi care a fost reprodus in precedentul numér al revistei noastre, in cadrul rubricii de Istoria
matematicii. De asemenea, tot pentru a marca evenimentul, Asociatia ,Recreatii Matematice“ a
reugit reeditarea integrald a colectiei revistei, atat in format tiparit cat si electronic, ficand — prin
aceasta — un adevérat gest de culturd care, sperdm, va crea un precedent gi o emulatie printre cei
interesati de revigorarea istoriei si traditiilor noastre culturale.

in altd ordine de idei, nu putem decat reafirma calitatea si interesul starnit de articolele si
notele publicate, adevdrate bijuterii stiintifice sau informative. Vom cita doar cateva din bogatul
sumar: ,Polinoame Fibonacci, polinoame ciclotomice* (L. Stugariu, C. Stugariu), ,Submultimi ale
unei mulgimi finite si matrici binare* (A. Reisner), ,,O problemi de combinatorici destul de grea®
(M. Tetiva), ,O clasi de inegalititi“ (M. Dicu, L. Tutescu), ,Despre numerele reale algebrice® (S.
Boga), ,,O rafinare a inegalitdtii dintre media aritmetici si cea logaritmica® (M. Bencze), ,,A study
of a new geometric inequality” ( C. J. Zhao) etc.

Dan Radu

Revista de Matematica din Timisoara

Ultimul numir apdrut (nr. 1/2008) al R. M. T. este un numir omagial, dedicat implinirii
a 125 de ani de la nagterea lui Traian Lalescu — fondatorul revistei.

El debuteaza cu un amplu si documentat editorial — cu titlul ,,O culme a cercetarii romanegti:
Traian Lalescu“, semnat de acad. Solomon Marcus — in care autorul, distins om de culturd si
matematician, practicd o interesantd etapizare a generatiilor de matematicieni romani, stabilind
interesante corelatii cu diversi oameni de cultura si artd congenari cu acegtia. Directia fenomenului
cultural mi se pare extrem de pertinent3 i informat istoric, plasarea lui Traian Lalescu in contextul
gtiintific, social si istoric fiind extrem de naturald si fireascd. Desigur, materialul — cu toate cele
datorate profesorului Solomon Marcus — intruneste, la superlativ, toate acele coalitii care fac dintr-
un text al domniei sale o adeviratd jubilatie pentru cititor: claritate, concizie, eleganta exprimarii,
informatie corecti si bogati.

in fine, vom incheia aceast succinti prezentare a revistei amintind titlurile celor doui note
matematice publicate in prezentul numair: ,Existenta limitei unui sir invers® (D. $t. Marinescu si
V. Cornea), ,in legiturd cu teorema lui Ptolomeu, Simson si Pompeiu® (G. Mihai).

Dan Radu

Revista de matematicd a elevilor si profesorilor

din judetul Caras-Severin
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Neobositul profesor Lucian Dragomir din Otelu Rosu ne-a expediat nr. 28 (an IV — 2008)
al revistei ce apare la Regita.

latd titlurile catorva materiale inserate in prezentul numar: ,Generalizarea unor probleme
date la Olimpiada de Matematicd — 2006“ (S. s M. Monea), ,Probleme de minim gi de maxim®
(I. Selaru), ,,Omotetii“ (P. Neagoe si L. Dragomir) etc.

Interesant mi s-a pdrut si materialul ,Caracteristici cantitative in limba vorbitd / scrisi“
semnat de M. Lucu, in care sunt continute o serie de date (cu caracter numeric) privind frecventa
utilizdrii anumitor litere intr-o limbi, frecventa aparitiei fonemelor intr-un text de o naturd sau
alta.

Dan Radu

Creatii matematice, seria B

Revista suceveand editatd de ,Societatea stiintifici Cygnus“ sub directia profesorului fon
Bursuc a intrat in al doilea an de aparitie. Recent am primit numdarul 2/2007 al publicatiei care
incepe si-si contureze un cerc de colaboratori de marci dintre profesorii cu vechi preocupari in
publicistica matematicd preuniversitard din tara noastra.

Tati titlurile citorva materiale inserate in acest numéir ,,Asupra unor probleme din Gazeta
Matematicd“ (I. Bursuc), ,Asupra calculului unor integrale” (D. M. Bdtinetu-Giurgiu si I. Bursuc),
»,O clasi de ecuatii functionale“ (A. Sandovici), ,Doud demonstratii scurte pentru inegalitatea
mediilor (D. Mdarghidanu), , O relatie metricd in triunghi® (O. Pop si Gh. Szdlldsy) etc.

De asemenea, trebuie subliniat faptul ¢i problemele propuse, fir3 a fi in numéir foarte mare,
sunt destul de variate gi cu enunturi interesante.

Dan Radu

Revista de matematici si informatica

De la Constanta am primit numerele 1 si 2 din 2008 ale ,Revistei de matematica si infor-
maticd®, ce apare trimestrial in localitate.

Desigur, am avut prilejul in mai multe randuri sd prezentdm revista constdnteand care, fiind
in al optulea an de aparitie, gi-a gisit un loc propriu printre publicatiile locale de profil, definindu-gi
un cerc de cititori gi colaboratori destul de larg datoritd calititii problemelor inserate in spatiul
editorial. Mirturie a acestui fapt stau pe de o parte amplele liste de redactori si colaboratori, iar,
pe de altd parte — numerosii rezolvitori al ciror nume este publicat in revista.

Cele doud numere pe care le avem la dispozitie contin dou# foarte interesante note semnate
de prof. univ. dr. Jon Cucurezeanu — unul dintre coordonatorii revistei intitulate, respectiv
,O conditie ca o expresie si fie cub perfect” gi ,Ecuatii exponentiale rezolvate prin ecuatia lui
Rolle“. De asemenea, vom mai mentiona (din nr. 2/2008) si nota ,Demonstratii elementare ale
unor inegalitati integrale si unele aplicatii ale acestora® datorati profesorului Tudorel Lupu.

in fine, o observatie formald pe care am vrea si o facem este ci variatia — pe alocuri — a
corpului de literd cu care este culeasd revista altereazi, cand gi cand, aspectul estetic al acesteia.
Ar fi necesard o mai mare atentie cand se face corectura.

Dan Radu

Creative Mathematics and Informatics

Din Baia Mare am primit volumul 17 (2008) al Lucririlor Seminarului de Creativitate
Matematica, editat de Departamentul de Matematicd si Stiinta Calculului al Universitadtii de Nord
din localitate.

Revista reuneste, ca de obicei, un mare numdir de articole cu caracter gtiintific datorate unor
matematicieni roméani sau strdini. Vom prezenta titlurile catorva dintre acestea, cu mentiunea ci
selectia este destul de arbitrard si subiectiva: ,About Simpson-type and Hermite-type inequalities”
(M. Bencze, Z. Changjian), ,Anticommutativity in the ring of square matrices of the second order
with complex entries“ (C. Mortici), ,The inclusion-exclusion principle and the pingeonhole principle
on distributive lattices“ (V. Pop), ,A note on the Nagel and Gergonne points* (D. Andrica, K. L.
Nguyen), ,Some repartitions results by inversion“ (D. Brdnzei, C. Mortici).

Dan Radu
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RECENZII

ROLF NEVANLINNA, VEIKKO PAAJERO, Introduction to Complex

Analysis, Second Edition, AMS CHELSEA PUBLISHING, Providence,

Rhode Island, 2007

O noud carte de analizd complexd poate fi revizutd in repertoriul international dedicat
domeniului, domeniu in care si in Roméania existd valoroase tratate deja clasice, incepand cu
faimoasele ,Lectiuni de teoria functiunilor* ale lui David Emmanuel, (in doud volume), iar apoi
»Teoria functiilor de variabild complexd* (in doud volume) de Simion Stoilow, cu volumul al doilea
scris in colaborare cu d-na. acad. prof. Cabiria Andreian-Cazacu, cartile lui A. Angelescu, Th.
Anghelutd, Gh. Calugareanu, O. Mayer, N. Ciordnescu, C. Iacob gi altele. In literatura matema-
ticd internationald existd, de asemenea, multe cirti remarcabile de analizd complexd (L. Ahlfors,
H. Cartan, J. Dieudonné, S. Lang, W. Rudin, E. Titchmarsh, M. Lavrentiev si B. Shabat, A.
Sveshnikov si A. Tikhonov si multe altele).

Primul autor, Rolf Nevanlinna (1895-1980) a fost unul dintre cei mai mari matematicieni
ai lumii din secolul XX; el este cunoscut in special datoritd teoriei distributiei valorilor functiilor
meromorfe, care astizi i poartd numele gi care ar putea fi privitd ca o substantiald continuare,
intr-un spirit nou, a teoriei lui Picard, dar si prin contributii remarcabile in domeniul suprafetelor
riemanienne. Continuator al lui Myrberg si Lindeldf, Nevanlinna a fost, printre altele, indruma-
torul tezei de doctorat a lui Lars V. Ahlfors, primul medaliat Fields, cu prilejul Congresului de
la Oslo din 1936, al matematicienilor, gi a fost, pentru multi ani, presedintele Asociatiei mondiale
a matematicienilor (pentru o documentare mai complets, a se vedea, de exemplu, lucrarea Rolf
Nevanlinna. On the Occasion of the Centennial Colloguium in Joensuu, August 1-5, 1995, Walter
de Gruyter, Berlin, New-York, 1995). De asemenea, Nevanlinna a sprijinit mult desfigurarea Semi-
nariilor Roméano-Finlandeze de Analizi complexi intr-o perioadi dificild; a fost, personal, de mai
multe ori la Bucuresti.

Un tratat pentru care cel putin unul dintre autori este un ilustru matematician — creator,
avand realizdri de prima mirime in domeniu, nu poate fi decat de mare interes.

Cartea pe care o prezentdm este bazatd pe conferintele tinute de autori la Universitatea
din Helsinki si la Universitatea din Ziirich si este o reluare a traducerii din 1968 a editiei germane,
FEinfihrung in die Funktionentheorie, publicatd la Birkhduser, Basel, in 1964. Desfaguratd in
17 capitole, pe 350 de pagini si avind 55 de figuri, cartea constituie o excelentd prezentare a
problematicii esentiale a analizei complexe. Contine urmatoarele capitole:
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. Conceptul de functie analitic

. Proprietétile generale ale functiilor rationale

. Transformari liniare

. Aplicatii prin functii rationale de ordinul al doilea

. Functia exponentiald si inversa sa. Puterea generald
. Functiile trigonometrice

. Serii infinite cu termeni complecsi

. Integrarea in domeniul complex. Teorema lui Cauchy
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. Formula integrald a lui Cauchy si aplicatii
. Teorema reziduurilor gi aplicatiile sale

—
= o

. Functii armonice

—_
N

. Prelungirea analitica

—
w

. Functii intregi

. Functii periodice

. Functia Gamma a lui Euler
. Functia zeta a lui Riemann
17. Teoria aplicatiilor conforme.

— = e
[oXIGIE

Asupra acestei carti, profesorul Clifford Earle, de la Universitatea Cornell scria: , It really
is a gem, both in terms of its table of contents and the level of discussions®, iar profesorul William
Abikoff, de la Universitatea Connecticut nota ,, This book has a soul and has passion®.

Andrei Vernescu

EDUARD DANCILA, IOAN DANCILA, Ghidul invitatorului,

Editura IULIAN, Bucuregti, 2008

Lucrarea elaboratd de profesorul foan Ddncild, in colaborare cu fiul siu Eduard Dancild,
reprezintd incununarea efortului depus de autor pe parcursul multor ani in vederea perfectiondrii
si modernizarii invatdmantului matematic in clasele primare, in scopul incadrarii acestuia pe coor-
donatele europene contemporane.

Volumul debuteazd cu o captatio benevolentiae — o scrisoare deschisd — adresatd unei in-
vatatoare, in care autorii incearcd, pe un ton colocvial, sd atragd atentia asupra importantei actului
de invatdmant — in general — si asupra rolului jucat de matematicd in cadrul acesteia — in mod
special.

Totodatd, autorii mérturisesc cd ,ghidul de fatd are ca obiectiv crearea, pentru fiecare
invititoare, a posibilitdtii atat de dorite, de a siddi si a cultiva increderea in matematicd a micului
gcolar.

in prefata propriu-zisi — intitulat3 sugestiv ,Ce se intampld?“ — autorii incearcd o analizd
a situatiei predirii matematicii in clasele primare, plecand de la ideea ci, din ce in ce mai mult,
matematica predatd in ciclul primar este golitd de sens. Sunt idei in general corecte si unanim
acceptate, de care, insd, putini tin seama in practica la catedrd. Prefata se incheie, totusi, intr-o
notd optimistd, autorii considerand cd invitdtorii sunt cei care trebuie gi pot sd le redea elevilor
Lsbucuria de a invita‘.

Structuratd pe 15 capitole — ale céror titluri, din lipsi de spatiu, nu le vom cita — lucrarea
se vrea un imbold, pentru invititori, de a trece putin dincolo de aspectul formal al lucrurilor, de
partea seacd si expozitorie a matematicii, redandu-i acesteia locul firesc in viata individului si a
colectivitatii.

Scrisd intr-un limbaj pldcut si vioi, asezonat cu numeroase grafice gi desene, volumul ar
trebui sd constituie o delectare pentru cititori. Si aici este bine ascuns secretul autorilor; se doregte
de fapt castigarea interesului invititorilor pentru matematica, pentru ca acestia, la randul lor, si
intreprindd demersurile necesare pentru a capta atentia si interesul micilor elevi.

Oricum, autorii trebuie felicitati pentru elaborarea unei lucriri interesante, atractive, iegita
din tiparele destul de anoste ale unui volum uzual de metodicd de tipul celor care au inundat, in
ultima vreme, piata roméaneascd de specialitate.

Dan Radu
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EDUARD DANCILA, IOAN DANCILA, Matematica servegte!,
Editura ERCPRES, Bucuresti, 2007

Alegand drept titlu al volumului un slogan al regretatului profesor Grigore Moisil, cei
doi autori incearcd sd prezinte, in aceastd lucrare, o serie de aplicatii, in viata de toate zilele, a
matematicii de gimnaziu.

Volumul se deschide, ca si cel prezentat anterior, cu o scrisoare, adresatd de aceastd datid
elevilor, in care autorii incearcd si explice, in cuvinte simple si bine alese, importanta si utilitatea
matematicii in viata de zi cu zi.

Aplicatiile prezentate sunt impirtite in 11 categorii (capitole), fiind judicios selectate si
ilustrate prin exemple gi exercitii. Ceea ce este interesant este faptul c¢i autorii incearci — si adesea
izbutesc — s& strapunga rutina de mult incetétenitd a aga ziselor ,aplicatii“ ale matematicii preluate
de zeci si zeci de ani de un autor de la altul, venind cu idei noi, ancorate in realitatea actuali.

Numeroasele informatii istorice, comentariile suculente si pertinente dau o savoare deosebiti
volumului, starnind interesul cititorului — fie el mic sau mare — gi incitandu-1 sd-si formuleze singur
alte probleme similare.

Consideram cad volumul este extrem de interesant si perfect accesibil elevilor de gimnaziu
si recomandidm folosirea lui de citre acegtia si de citre profesorii lor.

Dan Radu

POSTA REDACTIEI

Ovidiu Pop — C. P. 514, O. P. 5, 440310 Satu Mare. Am primit problema propusd de
dumneavoastrd. Colegiul Redactional va decide in ce m&surd este publicabild sau nu.

Mihail Bencze — Str. Hirmanului, nr. 6, 505600 Sdcele. Am primit problema propusi de
dumneavoastrd si o vom supune atentiei Colegiului Redactional.

Bogdan Chiriac — Facultatea de Matematicd a Universitétii Al. 1. Cuza din lasi gi Vasile
Chiriac, str. N. Bédlcescu, nr. 1, sc. B, ap. 106, 600050 Bacdu. Articolul dumneavoastrd intitulat
»Asupra marginirii gi monotoniei sirurilor va fi supus atentiei Colegiului Redactional care va decide
asupra oportunitatii publicdrii lui.

Marioara Costachescu — Liceul cu program sportiv din Roman. Am primit articolul
dumneavoastra cu titlul ,,Semnificatia crestind a numerelor. Colegiul Redactional va studia in ce
misurd este publicabil sau nu.

Mihai Croitoru — Colegiul tehnic Danubiana din Roman. Articolul dumneavoastrd cu
titlul ,,Elipsa, hiperbola si parabola metricd“ va fi supus atentiei Colegiului Redactional.

Marian Tetiva — Colegiul National ,,Gheorghe Rogca-Codreanu® din Barlad. Nota dum-
neavoastrd intitulatd ,Legdturi neasteptate“ va fi publicatd intr-unul din viitoarele numere ale
revistei.

Theodor Stihi, Mircea Olteanu — Universitatea Politehnicd din Bucuregti. Materi-
alul dumneavoastri cu titlul ,,Concursul international de matematicd pentru studenti SEEMOUS,
Atena, 2008“ va fi studiat de Colegiul Redactional in vederea publicarii lui.

Jose Luis Diaz-Barrero, J. Gibergans-Bagnena — Applied Mathematics III, Univer-
sidad Politechnica de Catalunya, Barcelona, Spain. Articolul dumneavoastra cu titlul ,Inequalities
derived using telescopic summs“ se afld in atentia Colegiului Redactional, care va hotéari asupra
oportunititii publicérii lui.

Dan Radu

ERATA

1. In G.M.-A nr. 1/20087, s-au strecurat urmitoarele erori:

Dintr-o regretabild eroare de tehnoredactare, ilustratiile care trebuiau sa apara la
pag. 77 si 78 au aparut la pag. 82 si 83. Facem cuvenita rectificare cerand, pe aceasta cale,
scuze cititorilor.

Redactia
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