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O noud demonstratie a inegalitatii lui Suranyi
DE MARIAN TETIVA

Abstract

In this note we present a new proof of Surdnyi’s inequality.
Key words: Suranyi’s inequality, mathematical induction.
M.S.C.: 26D15

Dorim sa prezentdm in aceastd notd o variantd de demonstrare a inegalitatii
lui Surdnyi ([1], [2], [4]). Desi mai complicatd, ne-am propus si facem aceasti
demonstratie pentru ca socotim ca are o anume eleganta si, in plus, metoda folosita
atacd inegalititile pe care le demonstreaza (adica pe acelea omogene, inegalitatea lui
Surdnyi fiind de acest tip) in chiar esenta lor, ardtand cum ele deriva din identitati
(céci si identititi se obtin pe aceasta cale, identitati la care altfel cu greu am ajunge).
Este vorba de urméatoarea

Propozitie. Pentru orice numere pozitive ai,as,...,a, are loc inegalitatea
(lui Surdnyi)

(n—=1)(a} + a5 +---+a?) +najas...ap >
> (a1 +az+- -+ ap)(@l T FayTh 4T,

Demonstratia o facem tot prin inductie (ca in [2]), dar noi vom presupune
inegalitatea demonstratd pentru orice numir p € {1,2,...,n} de variabile i o si
aritdm ci are loc gi pentru n + 1 variabile (verificarea pentru n = 1 nu constituie
o problemad, ba chiar inegalitatea se poate demonstra usor si pentru n = 2, cand
devine egalitate, sau pentru n = 3, inegalitate ce se numegte a lui Schur, cum se
aratd si in [2]). Cu alte cuvinte, avem de demonstrat inegalitatea

n(aft +ad ™ 4+ a) + (n+ Dagas . .. ananpr >
> (a1 +az+-4an+ang1)(al +ay +---+a) +an, ),

pentru aj,as,...,a,,ay+1 Dumere nenegative. Metoda pe care o vom utiliza este
numitd metoda normérii in lucrarea [3]; ce inseamni de fapt aceasta? Datorita sime-
triei, putem presupune, fara a restrange generalitatea, ca a,1 este cel mai mic dintre
numerele a1, asg, ..., an, dypy1; mai mult, putem presupune ca el este strict pozitiv,
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deoarece inegalitatea de mai sus cu a,4+1 = 0 deriva fara probleme din inegalitatea
lui Cebisev — convingeti-vd de asta! Atunci rapoartele

a1 a2 Qnp

, ey
Gn4+1 An+1 Gn41

sunt mai mari sau egale cu 1 gi prin urmare pot fi exprimate in forma

ai az a
=14z, =14a9,...,—— =1+ 2x,,
An41 Ap 1 An+41
unde 1, T2, ..., T, sunt numere nenegative. Inegalitatea de demonstrat se dovedegte

a fi echivalentd (dupa impdrtirea cu aZﬂ si desfacerea parantezelor de tip (1+a )"+t

gi (1+x,)™) cu
n n n n
n(n—i—l-ﬁ-C}lHZxk—i—Clein+...+CZ+IZJC2+ZIZ+1> +
k=1 k=1 k=1 k=1
+(TL+1) (1—1—2301+Zx1x2+...+2x1x2...xn_1 +$1$2--.l‘n) >

n n n n
SI(RTES DY [ (REERE) DURSREE) DERED 0
k=1 k=1 k=1

k=1

(a doua parantezi din membrul stang contine toate sumele simetrice formate cu
X1,Za,...,T,), inegalitate despre care trebuie si dovedim ci este adeviratd pentru
orice 1,2, ..., L, > 0 (folosind presupunerea de inductie, conform careia enuntul
propozitiei este valabil pentru orice numir k& < n de variabile). Aceastd inegalitate
,»se sparge’ in inegalititile corespunzitoare pentru componentele omogene (de acelagi
grad) din fiecare membru. Anume, este ugor de vizut cd termenii liberi — de grad 0
— din ambii membri (deci cei care nu contin pe 1, 29, ..., ,) sunt egali cu (n+1)2.
La fel, se stabileste fara dificultate ca termenii de gradul intai sunt, in cei doi membri
ai inegalititii,

(n+1)2 Z Tk
k=1

Pentru 2 < p < n, termenii de grad p sunt, in membrul stang

n
nCﬁHZziJr (n+ 1)2:01:02...39,,,
k=1

iar in dreapta

(n+1)Ch zn:xi +Cr1 zn:xk in_l;

n
k=1 k=1 k=1

deoarece (un calcul simplu)

nC’f;_H —(n+1)Ch=(p— 1)Cﬁ+1,
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inegalitatea de demonstrat pentru componentele de grad p, 2 < p < n, este
n n n

- -1

(p— 1)Cﬁ+12$£ +(n+ 1)Zx1x2...xp >Cr 129@23&% :

k=1 _

k=1 k=1

Ei bine, aceastd inegalitate este adevirata si se obtine folosind (si) inegalitatea
lui Surdnyi pentru p variabile (aga cum presupunerea de inductie ne permite), cum
se va vedea in continuare.

Pentru inceput si observim ca avem

n+1
Cngl: D Cg 17

astfel ca inegalitatea de demonstrat se poate scrie si in forma

((p—l)Cﬁ IZxﬁ—l—pz:xlxg...xp) >C? 129%29”2 L)
k=1 k =

p =1 k=1
p—1 _ ,p—1 P—2
De asemenea, avem C?~" = C,—1 + C; ] si

n

ngZzi:Z(ﬂfﬁ)Jrngr“'erg),

k=1

suma din partea dreaptd fiind extinsd asupra tuturor submultimilor cu p elemente

ale multimii celor n variabile z1, s, ..., z,; mai precis, aceasta este suma
p P p
> (b tad+eal),

1<y <ip<-+<ip<n

pentru care preferam, pentru comoditate, notatia mai simpla de mai sus (ceea ce
vom face mai departe cu fiecare sumi de acest tip). Rezultd cd in membrul stang al
inegalititii avem de fapt

n+1 _ n+1
» (p—l)C’ﬁijiJr ) Z((pf1)(:#1’+x§+~~+x§)+pz1x2...zp),

expresie care se minoreazd (pe baza inegalitdtii lui Surdnyi aplicatd fiecirui grup de
p dintre cele n variabile) cu

n

(p—1CIEY af +

k=1

n+1 n+1

p

1

@ tay e tap) @b b 2l

(suma formata, cum spuneam, din cei C? termeni asemanatori cu cel scris, cate unul
pentru fiecare grupare de p dintre cele n variabile). Acum, un calcul pe care-l lasam
cititorului (de fapt, mai curand, un rationament combinatoric) justifica egalitatea

1

@ +mt oty @ b a2l =
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(care rezultd usor, chiar pentru orice numar real p > 1, cu inegalitatea lui Cebisev,
v. si mai sus, v. i [2]) si minordm, in cele din urma, membrul stang al inegalitatii

(1) cu
TL+]. p_ngZQ_’_Cg:l B n n B
<( ) 1 2+C’£7§ kazmi 1.
k=1

n
p k=1 =

Ce ne-a mai ramas de facut? Evident, si ardtam ca aceastd din urma expresie
este mai mare sau egald cu membrul drept al inegalititii de demonstrat (1); iar,

deoarece fiecare xj este nenegativ, aceasta revine la inegalitatea corespunzitoare
n n

N . .. —1 . o« A o =
intre coeficientii produselor E Tk E 2?7, deci ne rimane de aritat ci
k=1 k=1

n+1 <<p ~1)CPT+ )
p

+ 0323) >cr!
n

pentru n i p numere naturale, n > p > 2. (Pentru p = n va apirea aici numairul
2:21, dar aceasta nu reprezintd o problemi: conventional, dar si conform calculelor
ficute, acesta se inlocuieste cu 0.)
Din identitatea combinatoricd de mai sus (luind pe 1, 2, . . ., z,, egale, toate,
cu 1), sau prin calcul direct, obtinem
nCIZ} +n2Ch3 = pPC;

n
de aceea avem

2 ((p — DO+ G
n

+ Cﬁ%) = (p—1)nCE_T + p*CP =

=((p—1+pn—p+1)C~" = (pn—p+1)Ch".

Atunci
n » n + n—2 - p n -

_pnft+n-—p+1
P

n—p+1

crt=n?Cr ! 4+ crt=n?Ccrl 4 CP,

deci

n+1 <(p —1)CET 4+ Ch)
n

cr2) —cr1 4 G oo
P + n—2 - n +n2 > n

96



i ne-am atins scopul!
De fapt (probabil cititorul a remarcat deja), diferenta intre membrul sting si
cel drept al inegalititii (1), unde am pus &1 = a9 =+ =z, = 1, este

(b= nCZ, + (n+1)CE —nCL " = C2,

acesta fiind un calcul mult mai simplu; deoarece inegalitatile folosite devin egalitati
pentru x1 = x93 = --- = x, = 1 (de fapt, oricAnd variabilele sunt egale), inseamna
cd nu am modificat, prin transformairile facute, aceastd diferentd, deci rezultatul
calculelor de mai sus era previzibil si se justificd si pe aceastd cale (putem spune ci
am ficut doar o verificare).

In sfarsit, pentru termenii de grad n + 1, avem de demonstrat inegalitatea

n n
n g aptt > g T E Ty,
k=1 k=1 k=1

despre care am mai spus cd se obtine imediat cu inegalitatea lui Cebisev gi am
incheiat ce ne-am propus.

Aceasta a fost demonstratia; cititorul interesat va putea, fard indoiala, si
deduci si singur alte identititi si inegalititi din care ddm doar un exemplu (oarecum
spectaculos, oarecum plicticos).

Ezercitiu. Aratati cd, pentru orice numere a, b, ¢, d are loc identitatea

3(a* + b + * +d*) +dabed — (a +b+c+d)(a® + 0>+ +d¥) =
=d*(3(a —d)*> +3(b—d)* +3(c — d)*—
—2(a—d)(b—d) —2(a—d)(c —d) —2(b—d)(c — d))+
+d(5(a —d)® +5(b — d)® + 5(c — d)® + 4(a — d)(b — d)(c — d)—
—3(a—d)(b—d)(a+b—2d) —3(a—d)(c—d)(a+c—2d)—
—3(b—d)(c—d)(b+c—2d))+
+(a—=b)*((a—d)* + (a—d)(b—d) + (b—d)*)+
+a—c)’((a—d)?+(a—d)(c—d) + (c— d)*)+
+(b = )*((b—d)* + (b~ d)(c — d) + (c — d)?).
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Noi rafinari ale inegalitatii lui Durrande in tetraedru
DE MARIUS OLTEANU

Abstract

In this note we present some refinements of Durrande’s inequality.
Key words: Durrande’s inequality, tetrahedron
M.S.C.: 51M04, 51M16, 51M20.

Dacd R si r reprezintd raza sferei circumscrisa. respectiv inscrisa tetraedrului
ABCD, atunci este cunoscuta inegalitatea

R > 3r, (1)

care se mai numegte inegalitatea lui Durrande, dupa unii autori, sau a lui Euler in
tetraedru, dupé alti autori, prin analogie cu inegalitatea Euler in triunghi.

Consideram ci problema rafinirii inegalititii (1) reprezintd un domeniu destul
de sarac in literatura de specialitate. O abordare a acestui subiect o putem gasi in
[6] si [7] (relatiile (10), (17), (18), (19), (32)). Demonstratii ale inegalititii (1) pot
fi gasite in [2], [4], [8], [10]. Pornind de la aceste aspecte, in articolul de fata se
vor prezenta noi rafiniri ale inegalitétii (1), completandu-se astfel seria rezultatelor
stabilite in [6] si [7].

Vom folosi urmatoarele notatii referitoare la un tetraedru oarecare [ABCD):
V' — volumul sau, r, — raza sferei exinscrise de speta intai, care este tangenta la fata
BCD (analog ry, re, 4); ha, m, lungimea indl{imii, respectiv a medianei tetraedrului
ce contin varful A (analog hy, he, ha; mp, me, mq); 74, Ra raza cercului inscris si
respectiv circumscris fetei BC'D (opusia varfului A) (si analog rg, ¢, rp; Rp, Ro,
Rp); Sa — aria fetei BCD (analog Sg, Sc, Sp), S — aria totald a tetraedrului,
a = BC,b=AC,c= AB, 1l = AD, m = BD, n = CD; dy, da, ds3, b1, ba, b3
— lungimile perpendicularelor comune si respectiv a bimedianelor corespunzatoare
celor trei perechi de muchii opuse.

Pentru inceput, reamintim pe scurt cAteva notiuni teoretice.

Se numeste tetraedru circumscriptibil (sau Crelle sau ,carcasi) tetraedrul
[ABC D] care admite o sferd tangent la fiecare dintre cele gase medii ale tetraedrului
(sferd hexatangenta).

Se numeste tetraedru ortocentric, tetraedrul ale cirui inaltimi sunt concurente
intr-un acelagi punct.

Asupra proprietatilor celor doua clase de tetraedre nu mai insistam aici, din
motive lesne de inteles.

Daca se noteaza cu p raza sferei hexatangenta a unui tetraedru Crelle atunci,
conform problemei 288 din [8] sau al rezultatelor din [9] se stie cd

R>V3p, (2)

iar
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In [12] au fost stabilite foarte recent urmitoarele rezultate, conform teoremei
3 si a proporzitiei 6 mentionate in aceasta lucrare:
In orice tetraedru Crelle [ABCD) au loc inegalitatile

p>V3-r (4)

$t
9v2 /1 1 1 1
Sa+Sp+8c+Sp) > (F+5+—5+5)- 5
(Sa+ S5+ 5S¢ +5p)" 2 = <T%+TQB+T20+%> (5)
Evident, inegalitatea (4) este mai tare decat inegalitatea (3) si, tindnd seama
de inegalitatea (2), se obtine urméitoarea rafinare a inegalititii lui Euler intr-un

tetraedru Crelle
R>\/r p>3r (6)

cu egalitate numai daca tetraedrul este regulat.

Nu mai reddm aici demonstratia inegalitdtii (5) (aceasta putand fi consultatd
pe Internet). Mentionim, insi, cd demonstratia este aceeasi si in cazul unui tetraedru
oarecare si, tinand seama cd S =S4 + S + Sc + Sp, iar 3V =r - .S, atunci putem
afirma c& in orice tetraedru [ABCD] intre razele cercurilor inscrise fetelor si raza
sferei inscrisa, exista inegalitatea

1 1 1 1 2

—+t=+=+=< =, 7

i ry  rioorh T2 (7)
cu egalitate numai daca [ABC D] este tetraedru regulat. Folosind inegalitatea medi-
ilor gi {indnd seama de relatia (7), avem urmitoarea inegalitate

r%—l—r%—i—r%—i—r% > 8r2. (8)

Deoarece R4 > r, (si analoagele), conform inegalititii lui Euler in triunghi,
rezultd ca

R+ RE + RE+ Ry >4 (r% +1% + 18 +13) > 320 (9)

Inegalitatea (9) reprezintd o rafinare a aplicatiei 5.2, pag. 439, din [3].
Propozitia 1. Intr-un tetraedru oarecare [ABC D] au loc urmdtoarele rafindri
ale inegalitatii lui Durrande:

4+/2
a) T\/_'RZTA+TB+7“0+TDZ4\/§T;

8
b) §'RQZT,24+7’,23+7’20+7"%287"2;

2
c) 8\/§<§R—r) > Ra+ R+ Rc + Rp > 8/2r;

2
d) % (5R?* — 36r?) > R% + R% + R% + R%, > 32r2.

Demonstratie. a) Avem

ra+rg+rc+rp> 1 1 I 1 (10)
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Insa

1 1 1 1 1 1 1 1
—t+ —+— 4+ —<2 -+ + 5+ 5 (11)
rTrA Trp Trc TD YW ™ Tc b

conform inegalititii dintre media aritmeticd si media geometrici).
g g
Tin&nd seama de inegalititile (7), (10) gi (11), avem

1

> 8
1 N 1 N 1 N 1 —
Ty rh

_4\/5 r. (12)

l\DI»—l

ra+rp+rc+rp>16-

%\

. S . . o
In continuare, r4 = —A, unde p4 este semiperimetrul triunghiului BC'D.
pa

Rezulta g2 S
p =24 _g,. 24 13
A p% p2A ( )
Dar

3p,4(a+m+n)}3 4

52 = pa(pa — a)(pa — m)(pa — 1) < pa [ '

de unde

Sa
2
ry < —=.
4733
Sp Sc Sp
Analog obtinem cd r% < ——, r2 < ——, 12, < —— si deci urmeazi ca
3v/3’ 3v3 P T 3V3
A +rE e+ <1(S+S+S+S)i (15)
ATTBTTC =33 A B C D 33

Insa, conform inegalitiitii lui Weitzenbick, aplicatd triunghiului BCD avem
44/354 < a® 4+ m? + n?; aceastd inegalitate impreund cu celelalte trei similare (apli-
catd fiecireia dintre cele trei fete ale tetraedrului ramase) implici

4V3 (8% + 8%+ 82+ 53) <2(a® +? + 2+ d* + 12 +m?+n?), (16)
Avem, de asemenea,
a> + 02+ +d?+ 12+ m? +n? <16R? (17)
(conform problemei 79, pag. 23 din [8]).
Tinand seama de relatiile (15), (16) si (17), avem

8
A rs drE 4+ < §R2. (18)
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De asemenea, avem

ra+rptre+rp <234 +rh 4. (19)
Din (18) si (19) se obtine
4v2

7’,4+7"B+7"C+TD§T~R. (20)

Cupland inegalitatile (12), (20) si (8), (18) obtinem punctul a) si respectiv b)
al propozitiei 1.
Mai departe, din R4 > 274 (si analoagele) si pct. a) avem

Ra+Rp+Rc+Rp>2(ra+rp+rc+rp)>8V2r (21)

Conform problemei 3.2.54, pag. 36, din [5], putem scrie urméatoare inegalitate
referitoare la elementele triunghiului BC'D

9(Ra +2ra) < 4V3pa,
de unde
9RA < 4V3pa — 18r4. (22)

Inegalitatea (22), aplicata celorlalte trei fete ale tetraedrului, ne conduce la
9(Ra+Rp+ Rc+ Rp) <

<4V3(pa+pp+pc+pp) —18(ra+r5 +70+7D). (23)

pat+pe+pc+pp=a+btc+l+m+n<

<V6- Va2 + b2+ +12+m2+n2 <4V6R 24)

(am tinut seama de inegalitatea (17)).
Acum, in conformitate cu inegalititile (23), (24) si pct. a), obtinem

9(Rs+ Rp + Rc + Rp) < 4V3-4V6R—18-4v/2r = 48V2R—72V/2r = 82 (6R — 9r)
ceea ce este echivalent cu

2
RA+RB+RC+RD§8\/§~<§RT>. (25)

Prin ridicarea inegalitatii (22) la patrat (si analoagele), avem

81R% < 48pa + 324r% — 1441/35,4
(si analoagele).
Rezulta

81 (R4 + R% + RZ + R%) < 48 (p% +p% +p +p3) +

+324 (13 + 1% + 13 +r3) — 144V38S. (26)
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2
3
Dar p? = (a—|—7n+n) < Z(GQ +m? +n?) (si analoagele) si deci

PA+ps+pe4+ph < (a®+0+ A+ 12+ m?+n?) <> -16R*=24-R% (27)

NG VY]
l\DICO

Totodata, conform aplicatiei 5.1, pag. 499, din [3], se stie ci
S > 24V/3r2. (28)

Atunci, conform relatiilor (26), (27), (28) si a punctului b), obtinem
8
81 (R4 4+ R% + R + R3)) < 48-24R* + 324 - §R2 —144V/3 - 24 - /312,
ceea ce este echivalent cu

% (5R? — 36r%). (29)

RY+ R, +RE+ R} <
In fine, cupland inegalitatile (21), (25) si (9), (29) obtinem punctul c) si
respectiv d) al propozitiei 1. Egalititile au loc numai daci [ABC D] este tetraedru
regulat.
Lasam in seama cititorului demonstrarea urmatoarelor:
Consecinte. In orice tetraedru [ABCD) au loc urmdatoarele rafindri ale ine-
galitatii Durrande:

)12 1<1+1+1+1<2\/§
a) — =<—+—+—+—< —;
V2 R~ra rg re rp_ T
18 1 1 1 1 2
b) <t ot g+ o<
TA ’I“B ’I“C TD T
2 1 1 1 1 2
c)2f §—+—+—+—§£;
ZR—»r RA RB RC RD r
3
d)9 1 <1+1+1+1<1_
2 (BR?2-36r2) — R4 R% R% R%L — 2r%¥’
2

e) 64r2§RA~RB~Rc-RD§64~<§Rr>;

S? 4

f) 494 < . . . <« 2 <2 p4
JArtSrars To T S g S g

(inegalitate ce reprezintd o extindere a problemei 154, pag. 37 din [8]);

0) 9 <1+1+1+1+1+1<
. 4R? = b2 2 m2  n? T 4r2 ) ]
(inegalitatea constltule o extindere a problemei 83, d), pag. 24 din [8], precum si o
Eoe T atas
unde, de aceastd datd, R, r reprezintd raza cercului circumscris, respectiv inscris
triunghiului ABC' de laturi a, b, c)'

extindere la tetraedru a cunoscutei inegalitati din triunghi —

b [ n _ 2R
h)36<b+ +l+_+_+g<_
(inegalitatea constituie o extindere la tetraedru a inegalititii din triunghi

1 b
25 > 3 (% + -+ —), autori V. Bandild, M. Lascu, conform problemei 7.39, pag
r c a

133 din [10]);
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,)5>1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+

D) — > -y R R Rl - 4=

82 T ab  ac 1al be bl bm  bn cn
Im " In mn~ 8 R?

(aceastd inegalitate constituie o extindere la tetraedru a problemei 4 dati la Nordic

Mathematical Contest, editia 18, din 1. 04. 2004).

Propozitia 2. In orice tetraedru [ABCD] au loc urmdatoarele rafindri ale
inegalitatii Durmotzde: N . . .
va(s) = () ()« () <) =+
R Mq mp Me mq
pentru orice o € [1,00);
r h hy he hq 1

b) 9— — < =
) RQ_ a+mb+m3+m3_r’
1 1
c)54\/§—§6V +— 4+ — ) <dy+dy+ds <by+by+ b3 < 2V3R;
R? l bm  cm

6
d) 24~36~%gd%+d§+d§gb§+b§+b§g4R2;

32
el) ?RQ > Va2b2c2 + Va2m2n2 + Vb2m2n2 + Vc2m2n2 > 96r2.

Demonstratie. Sunt cunoscute urmitoarele rezultate

1 1 1 11

— JES— —_— —_— = — 4 .

P R it ([4], pag. 39) (30)
hg + hy + he + hg = 167 ([4], pag. 39) (31)

16
Mg + mp + me +mg = ?R ([8], problema 80 sau [6], pag. 471) (32)

4
mZ +mi+m?+m? = %RQ ([8], problema 80 sau [6], pag. 471) (33)

1

b2+ b2+ b2 = 1 (a® + 0% + ¢ + I’m® + n?) (18], pag. 8), (34)

ceea ce implica

1

b2 4+ b2 + b3 = 1 16R* = 4R? (conform inegalitatii (17)) (35)

V > 833 ([3], pag. 500, aplicatia 5.3) (36)

2 2 2 2
Ty T2y Ty @bead. Ao (37)
] (6 g ] +ae+ ...+ ap

unde z; €R, o; > 0,7 =1,n, n € N* ([1]);
hahphehg > 2561 (conform inegalitatii mediilor si a relatiei (30)). (38)

a) Din h, < m, (si analoagele) rezultd

> (5e) =s

pentru orice a € [1,00).
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Dacd in relatia (37) alegem: n = 4, 1 = Vha, x2 = Vhy, v3 = Vhe,
x4 = Vhg, 01 = Mg, s = my, Az = Me, g = My, Obtinem:

D N M 0 W (L 0 R

r
> > 64r —— = 12—
SUTRED S
(am utilizat inegalititile (32) si (38)).
Mai departe, conform inegalititii Jensen aplicata functiei convexe,

I (0,00) - (0,00), f(l‘) - l‘Q, qe [1,00],

avem

ha \ @ r. o
@ Z— 12— @
Zﬁ > 4. Ma >q. | B —4. 3r 7
Mg 4 4 R

pentru orice a > 1 (am utilizat gi inegalitatea (39)).

b) Avem:
h h 11
Z—mgﬁzh—gzzh—a:; (40)

(conform identit#tii (30)).
Apoi, similar demonstratiei punctului a), utilizim inegalitatea (37), inegali-
tatea mediilor, inegalitatea (38) si inegalitatea (33) si obtinem succesiv

2
>

b ) (SVR) | o)
ng Z mZ Zma - Zma

4
64r S 647 9 T

Sl ) R

Cupland inegalitatile (40) si (41), obtinem concluzia punctului b).
c) Conform problemelor 866 gi 867, pag. 92 din [16], rezultd ci d; < b;,
1=1,2,3 si deci

>

(41)

di +da +d3 < by + by + bs. (42)
Insa
by + by +by < V3.4 /b2 + 03+ 0% <2V3R (43)
(conform inegalitatii (35)).
Se gtie ci
1 1 1
6V(—+—+—)§d1+d2+d3 (44)
al  bm cn

(conform problemei 169, pag. 39, din [8]).
In plus, conform inegalititilor dintre medii, precum si a inegalitatii (24) avem:
1 1 1 3 62
—+—+—2=>- >3 >
al —bm en = Yabelmn T (a+b+4c+1+m+n)?
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1 9 1

>3.6% —— =S (45)
(4V6R)* 8 R?
Tindnd seama acum de inegalitatile (36) si (45), obtinem
1 1 1 r3
R L N IV, 4
6V<M+mn+m)_5¢§R2 (46)

Cupland inegalititile (42), (43), (44) si (46), gisim concluzia de la punctul c).
d) Similar punctului ¢), avem d7 < b?, pentru orice i € {1,2, 3}; rezulta

d? +d3 +d5 < b+ b3+ b3 <4AR?,

conform inegalititii (35).
De asemenea

7’3 2 7”6
Gm%§§>fsﬁ—- (48)

1
d%+d§+d32§(d1+d2+d3)2§ =i

Wl =

(am utilizat inegalitatea de la punctul c)).

Cupland inegalitatile (47) si (48), se obtine concluzia punctului d).

e) Partea dreaptd a inegalititii reprezintd — sub forma corectatd — rezultatul
aplicatiei 5.4, pag. 500, din [3].

Pentru demonstrarea partii stangi, utilizam de patru ori inegalitatea mediilor
precum si inegalitatea (17). Asadar, avem

Va2b2c2 + vVa2m2n2 + vVb2n212 + vV 2m22 <

S%Kﬁ+§+8hwﬁ+m%m%+W+#+FM43+W+FH:
:%(a2+b2+c2+12+m2+n2) §§-16R2=%R2.

Observatii. 1. Toate inegalititile acestei propozitii devin simultan egalitati
numai dacd [ABCD] este tetraedru regulat.

2. Inegalitatea a) generalizeazd pentru orice tetraedru (nu numai pentru cele
ortocentrice ale ciror ortocentre sunt situate in interiorul acestora) punctul i) al
problemei 129, pag. 32, din [8].

Propozitia 3. In orice tetraedru [ABCD] au loc inegalitatile

1 1 1 1 1
=<
Rz —

<

oo

+ + +
m2+m2+m2 mit+mZ+mi m2+mi4+m2  mi+m2+mi

1
< <
SR RTRE T RTRi R TR R R

<1 1+1+1+1
- 22 2 )’
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b) Daci [ABCD] este tetraedru ortocentric, atunci are loc urmatoarea rafinare
a inegalitatic Durrande:

3 1 1 1 1 R*
— < < < C—.
4 RQ_ZmZ—l—m,f—i—mg_Zh§+h§+h§_35-4 76

Demonstratie. a) Din inegalitatea mediilor si inegalitatea (33), avem

R 16 1609 131
m24+mZ+m2 = 3(mZ+mZ+m2+m?) ~ 3 64 R2 4 R2

Evident, m, > h, (si analoagele); rezulta

1 1
< . 50
ng-i-mg-l-m%_zhg-i-h%-i-hg (50)

In continuare:

1 1111
h2+hZ+h2 = 9\h2 hZ h?

(si analoagele); deci

Z;<l i+i+i+i (5]_)
h2+hZ+h2 = 3\h2 hZ hZ h%)’

Dar, conform solutiei problemei 25086, G.M.-B nr. 12/2004, pag. 488, se
cunoasgte identitatea

R Y (A (52)
pore i \h3 Rz h3)C

Prin cuplarea relatiilor (49), (50), (51) si (52), se obtine concluzia punctului
a).

b) Inegalitatea rezultd imediat din punctul a) si din inegalitatea
R4

FRERPE (53)
r2 — 81 16’
care constituie fondul problemei 0:1132, G.M.-B nr.8/2006 sau al proporzitiei 2,
relatia (32) din [7], pag. 205.
Observatie. La punctul a) egalititile se ating pe rand sau simultan, numai
dacid [ABCD)] este tetraedru echifacial, iar la punctul b) numai daca tetraedrul este
regulat.

Propozitia 4. In orice tetraedru ortocentric [ABCD] au loc urmdtoarele
rafindri ale inegalitagii Durrande:
) 1 <1+1+1+1<1 R*
a) < =s+5+5+5<— —.
4r2 = h2  h  hZ  hE T 324 1S
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9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Rt

— < <.
tet 2 = mgyha +mbhb+mch6+mdhd — 324 6

b) — < — —
)4R2_m§ m;  mZ  mj

Demonstratie. a) Se aplicd identitatea (52) in inegalitatea (53).
b) Conform inegalititii mediilor precum si a inegalititii (33), rezulta

Zi> 16 > 16 9. 1
mg—zmg— 64 R?

Totodata ZL<Z 1 <Zi<L R—4
’ m2 — moha — h2 = 324 r6°
La ambele puncte, egalititile se ating pe rand, sau simultan, numai daca

tetraedrul este regulat.
In incheiere, avand in vedere egalitatea din problema 115, pag. 30, din [§],

1

e =]

. 1 1 1 1
precum si relatia — +—+—+— > —, putem spune ¢4, intr-un tetraedru oarecare
2oy 2oy o

[ABCD], in baza celor prezentate mai inainte, au loc urmitoarele consecinte:

2 2
i) 8\/§<§RT) > Ra+ Rp+ Rc+ Rp > ﬁ(a+b+c+l+m+n)z

>2(ra+re+rc+rp) > 82

L1 /1 1 1 1 < 1 < 1 1 1 1

vi(grmtarg)smattaty

In acelagi timp, propunem cititorului interesat, in baza celor prezentate in
acest articol, ca aplicatii directe, sa arate cd au loc urmaitoarele rafinari de tip
Durrande, ce completeazd problemele 106, 113, 157, 165, 170, 235, 305-c), 312-
d) si 364 din [8]:

a) In orice tetraedru [ABCD] au loc urmdtoarele rafindri ale inegalitatii Dur-
rande:

1. 4V6R>a+b+c+1+m+n>6Vabclmn >
> 6+/(—al + bm + cn)(al + bm — en)(al + cn — bm) > ...

> 6v/72-V2 > 12V/67;

2. 481 < 3 (mg +mp + me +mg) < 8y/b7 + b3 + b2 < 16R;

3. 64-81-7r* <9vVa202c22m?2n2 <
< (al+bm+ cn)2 < (a2 +b2+ 02) (12 +m?2+ n2) < 64R*;
20 o 2 2 2 2 128
4. — - R* > (m2 + m? + m2 +m3) (ha + by + he + hq) > E'VZ

27
5. 27-R3.37% > (84 + Sg + Sc 4 Sp) (ha + hi + he + hg) >
> 48V >27.3% .¢3;

210 . 7,.3;

2 l2 b2 2 2 2 2 2 b2 2
6. 216- < rote  rrerm G
12+ m2+n? Mo e e
+— <24-R;
mq
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b) Dacd [ABCD)] ese tetraedru ortocentric avdnd ortocentrul situat in interi-
orul tetraedrului, atunci are loc urmdatoarea rafinare a inegalitatii Durrande

1 Rt - 1 N 1 N 1 N 1 < 3
324 5 T muhe  mphy  mche  mghg — 4Rr
)4< 1+ 1 N 1+ 1 <4\/6 1 1+1+1+1+1 -
c) = T T T O RS
R — GA, GB; GCy GD; — 9 b c l m nj)

4
< —, unde G reprezintd centrul de greutate al tetraedrului [ABCD)], iar Ay, By,

r
C1, Dy, al doilea punct de intersectie al dreptelor AG, BG, CG si respectiv DG
cu sfera circumscrisi tetraedrului (inegalitatea completeazd problema 2049* din
revista Crux Mathematicorum, autor Jan Ciak, Polonia sau 379 din [8]).
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EXAMENE SI CONCURSURI

IMC 2007, Blagoevgrad, Bulgaria

DE DAN SCHWARZ

I was fortunate to accompany the Romanian team at the 14" edition of
the International Mathematical Competition (IMC), held in Blagoevgrad, Bulgaria,
between August 4 and August 10, 2007. This is a very arduous mathematical com-
petition, consisting of 12 problems of different degrees of difficulty, asked over 2
days of 5 hours working time each. It is sat by undergraduates from as many as 140
universities and colleges (over the 14 editions), ranging from powerful (in mathemat-
ics!) eastern European countries like Romania, Bulgaria, Hungary, Poland, Russia,
Ukraine, Belarus, to western European countries like France, Germany, Spain, The
Netherlands; famous places like Princeton and Oxford; but also exotic (to us) places
like Iran, Indonesia, Mongolia, Brazil.

The venue was the American University in Bulgaria and its campus, with
outstanding bed and board conditions, nested in the heart of a friendly, tourist-
oriented little city. The low living cost and high quality of goods and services
in Bulgaria were affordable and enjoyable even to limited-revenue students. The
weather was unfortunately rainy for most of the time, but a welcome change from
the heat-wave we all experienced, and conducive to working on math problems!

After problem selection, examination, and final contestation solving and cor-
rections, two Grand First Prizes were awarded, to Russian Alexander Efimov,
and our own Andrei Negut, (hailing from Princeton). They both solved all but the
last problem from the set! Moldovan Simion Filip (Princeton) had an outstanding
performance too, being very close to one of top places. Another Romanian, Claudiu
Raicu (University of Bucharest), grabbed one of the First Prizes, while Octavian
Ganea (Poli Bucharest) missed one by a hair. He and Dragos Fratild (University
of Bucharest), as well as Marius Pachitariu (Princeton), had to settle for Second
Prizes, while others were awarded lesser ones. The best placed girl was Iris Smit
(University of Amsterdam). In all, there were 250 contestants.

We all want to thank the rectors of Universities, as well as the private sponsors
that made the trip to IMC 2007 available to quite a large number of Romanian
students. As they say: train tickets — xxx RON; competition fees — xxx RON;
the unique experience, opportunity to meet fellow mathematicians and bathe in a
melting pot of cultures — priceless!

All that is left is to enjoy the diversity of problems, and elegance and technique
of the solutions presented in the sequel!

Day 1, August 6, 2007 (6 problems, 5 hours working time).

Problem 1. Let f be a polynomial of degree n with integer coefficients, and
let p > n be prime. Suppose that f(k) is divisible by p for every integer k. Prove
that all coefficients of f are divisible by p.t)

D1n the problem submitted, n was 2 and p was 5. (A.N.)
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Solution. (XII*® grade) Consider f(z) as a polynomial in Z,[x]. Then f(x)
has p roots, while its degree is less than p. Therefore f = 0, so all of its coefficients

are divisible by p. |
Alternative Solutions.!) (XI*" grade) Have f(z) = ag+arz+- - +a,z".
Then f(k) = pug for all & = 0,1,...,n can be seen as a linear system of n + 1

equations in n + 1 unknowns (the a; coefficients). Its determinant is Vandermonde,

of value A = H (j — 1) coprime with p. It follows that the unknowns are uni-
0<i<j<n

quely determined, so their values coincide with a;, and so will be divisible by p.

|

(Xth grade) We have

Fla) = S fkisék _ fo(ﬂf)’
(z) I;) ()H(kfi) X
ik

a particular form of Lagrange’s interpolation polynomial, therefore the coefficients
will be divisible by p. O

(IXth /VIII*® grade) We will prove that, if a polynomial f(x) with integer
coefficients, of degree deg f = n < p, is such that p divides f(xy) for n + 1 integers
xg, 0 <k <mn,from {0,1,...,p— 1}, then all its coefficients are divisible by p. The
proof goes by induction, the case n = 0 being trivial.

We have f(z) = (v — xn)g(x) + f(xn), where clearly g(z) € Z[z], of degree
degg = n — 1. Then p divides f(z;) — f(zn) = (x; — zn)g(x;), hence g(z) inherits
the property, and by induction hypothesis, g(z) = ph(z), and so

x
) = ({0~ aita) + L)
Alternatively, to avoid induction altogether, we can take f, = f, and
(@) = (x — zg) fe—1(z) + fu(zg), for K = n,n —1,...,1. Since fy will be con-
stant, and p will divide fo(xo), the result follows from bottom up. O

Problem 2. Let n > 2 be an integer. What are the minimal and mazimal
possible ranks of an n x n matriz whose n? entries are precisely the integers from 1
to n??

Solution. The rank cannot be less than 2. The row and column crossing at
the entry 1 will contain 2n — 1 entries, hence the highest is M > 2n — 1, wlog on the
row. The highest entry on the column being m > n, the 2 X 2 minor (completed by

3]
1 M

will have a determinant of absolute value mM —x > n(2n—1) —n? =n(n—1) # 0.
The rank can be 2. Take as i'" row (1,2,...,n)+n(i—1)(1,1,...,1), therefore

all rows lie in the two-dimensional subspace spanned by vectors (1,2,...,n) and

(1,1,...,1). Since we have just shown it cannot be less than 2, the rank will be 2.

L) Given, so that only less and less knowledge is required, by Dan Schwarz. (A.N.)
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The rank can be as large as n. Use odd numbers on the diagonal, and even
numbers above the diagonal; modulo 2 this is a lower triangular matrix of determi-
nant 1, thus odd. Therefore the matrix is nonsingular, whence its rank is n.

|

Alternative Solution.?) Take as first row the vector (1,2,...,7n), and as i*"

row (i > 1) the vector (1,2,...,n) + n(c%(i — 1),0'(i — 1),...,0" (i — 1)), where
o is the cycle (n —1,...,1).

After subtracting the first row from all others, then the first column from
n—2

the last one, the determinant is seen to be (—1)""'(n — 1)p"~! H P(wy), where
k=0

P(x) =142z + -+ (n—1)2" 2 and wy, = €27/~ (the known formula for a

circulant determinant obtained by cyclically permuting row (1,2,...,n —1)). But

P(wo) = P(1) = n(n —1)/2, while, for x # 1,

d _ d [z" -1 (n—1)2" —na"t +1
Pl)=—(0+z+- - +a" 1):£(m1): (r —1)2

hence, for k > 0,

(n—Dwp —nwi ' +1  (n—D(wpg—1) n-1

P = - - .
(Wk) (wk — 1)2 (wk — 1)2 WE — 1
Alternatively,
n—1
(wp — 1) P(wg)=(n—1) — wi=n—1.
i=0
So
n—2
I Plwr) = (=1)" 2 (n = )" *n/2,
k=0

and the value of the determinant is —(n — 1)"~1n"/2, different from zero, hence the
rank is n. ]

Problem 3. Call a polynomial P(x1,...,x1) good if there exist 2 X 2 real
matrices Ay, ..., Ar such that

k
P(xl, e ,.Z‘k) = det <Z$1A1> .
i=1

Find all values of k for which all homogeneous polynomials with k variables of degree
2 are good.

Solution. The possible values of k£ are 1 and 2.
If k =1, then P(x) = az? and we can choose

1 0
W (1)

2) Given during the competition by Romanian contestant Claudiu Raicu. Its interest also resides
in being related to a solution to Problem 4 of Day 2. (A.N.)
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If k = 2, then P(z) = az? + By? + yzy and we can choose
1 0
2= o)
_( 0 B
W (07

k
If k > 3 we will show that P(xq,...,25) = fo is not good. Suppose that

i=1
it is; since the first columns of the matrices are linearly dependent (there are k of
them, more than their dimension, which is 2), there must exist a non-trivial relation.
Then the determinant has zero first column, hence its value is 0, while the value of
P is non-zero, a contradiction. |

and

Problem 4. Let G be a finite group. For arbitrary sets U, V,W C G, denote
by Nyyvw the number of triples (x,y,z) € U x V. x W for which xyz is the unity.

Suppose that G is partitioned into three nonempty sets A, B and C. Prove
that NABC = NCBA-

Solution. (Condensed form.) One gets that Nyyvg = |U x V| = |U]| - |V] et
al. Then one gets the equality Nyyw = Nywy = Nwyy. Finally, for a partition
of W into three nonempty sets Wy, Wy and W3, one obtains

Nuvw = Nuvw, + Nuvw, + Nuvws.
Applying these three formulae, the statement follows. ]

Problem 5. Letn be a positive integer, and a1, ..., a, be arbitrary integers.
n

Suppose that a function f : 7 — R satisfies Z f(k+a;il) = 0 whenever k and ¢ are
i=1
integers and £ # 0. Prove that f = 0.

Solution.! Denote

n

E(k,0) :=> f(k+ ail).

i=1

Since f((k+Cl)+ail) = f(k+ (a; +C)), we can translate the integers a; with any
integer C', therefore we may assume wlog 0 = a1 < as < --- < a, = a. We obviously
have

E(k,£) =Y _Aif(k+j) =0,
=0
where A; = |[{i; a; = j}|. Denote

a

R(X):=> NXI,

=0

D Given during the competition by Princeton contestant Andrei Neguf. (A.N.)
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SO
R(l) = )\j =N 7é 0.
7=0

Define the subset of the polynomial ring R[X]

m m

T:={P(X)=> bX"; Y bif(k+jl)=0,Vk(EZLF0
§=0 §=0

This is clearly a subspace of the real vector space R[X]. Furthermore,
P(X)eZ implies XP(X) € Z, since we can write

m

D biflk+ G+ 10 =D bif((k+0)+j0) =0.

Jj=0 Jj=0

Hence 7 is a non-zero ideal, since R(X) € Z.

Thus 7 is generated (as an ideal) by some non-zero polynomial @ (since R[X]
is principal). If @ is monomial, then the definition of Z implies f = 0, so we can
assume () has a (complex) zero ¢ # 0. Again, by definition of Z, Q(X™) € T for
every positive integer M, since

m m
> _bif(k+ (M5)0) = Y bif (k + (ML) =0,
3=0 §=0
hence Q(X) divides Q(X™). This shows that all numbers ¢, c?,...,cM, ... are zeroes

of Q. Since @ has only finitely many roots, we must have ¢V = 1 for some N > 1;
in particular Q(1) = 0, which implies P(1) = 0 for all P € Z. This contradicts the
fact that R(1) # 0. [ |

Alternative Solution.!) As before, assume 0 = a1 < as < --- < a, = a.
Now, if the values of f are known for any contiguous sequence of 2a integers, all the
others can be calculated from the given relation, so the Q-linear subspace spanned
by the values of f in R is of finite dimension. A canonical projection map 7 onto Q
is linear in any element of the basis, therefore the function wof : Z — Q also satisfies
the functional equation. (This finite dimension business is not really necessary, as
we could use a Hamel basis of R over Q).

The same observation now entitles us to derive all values of wof from a finite
set of rational numbers, therefore computing a common denominator N for them
lets the image of n!N(mof) to be part of Z, so nIN(wof) : Z — Z, satisfying the
functional equation.

Take now an arbitrary prime p > n!Nn. Modulo p, the given relation induces
a period of some length ¢. Taking ¢ = ¢, the relation reduces to n!Nn(wof)(k) =
=0 (mod p), therefore p divides (wof)(k). Since p was taken arbitrary large, this in
turn forces (wof)(k) = 0, and as any projection map is zero, so will be f. O

1) Composite from several contributions, and put together by Dan Schwarz. (A.N.)
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Alternative Solution.?) For a logical proposition P we will use the notation
[[ P ]] for a variable that has value 1 if P is true, and 0 if P is false. For integer

C > m%lx|aj| we have a; + C' # 0 for any j, so
=

Z (Zf —al(aj-l-c))—i—az(a]—i—C)))

7j=1 \i=1
= Dk +Clai —ar)) + aj(ai — ar)) | =nf(k) > [[a;i — arll
i=1 \j=1 i=1
therefore f(k) = 0 for all integers k. O

Remark. The ideal Z from the first solution is nothing but the family of
all characteristic polynomials associated with some linear recurrence relation, with
variable coefficients, derived from the given functional equation. The key feature of
substituting X for X amounts to just changing the value of ¢ in the given equation.

Some contestants actually went this way, studying (with various degrees of
success) the common possible roots of such characteristic polynomials (using the
resultant determinant, or some other tools). Using the ideal demonstrates the depth
packed in the fact that R[X] is a principal ring.

Problem 6. How many non-zero coefficients can a polynomial P(z) € C[z]
have, if its coefficients have integer moduli, and |P(z)| < 2 for any complex number
z of unit modulus??)

Solution. We will show that the answer is 0, 1 or 2. These values are possible,
for example polynomials Py(z) =0, Pi(z) =1, and Pa(z) =1+ z.

Consider an arbitrary polynomial P(z) = ag + a1z + -+ + an_12""1 + a2,
with apa, # 0 (otherwise, if ag = 0, divide it by some power of z). Take

1/n
po(z):Mp (ﬂ@) 2,
ap lao| an
of free term |ag| and leading coefficient |a, |, while all other coefficients still have
integer moduli. Obviously Py fulfills the conditions, therefore we may wlog assume

both ag and a,, to be positive integers.
Take Q(z) = a1z + -+ + a,_12""1; our goal is to show @ = 0. Consider

w = 2™/ 3 primitive root of order n of the unit. Notice that
n—1 - - n—1 n—1
S 0w =5 S aw = o Swr o
k=0 k=0 i=1 i=1 k=0

Taking the average of polynomial P(z) at the points w® we obtain

1"*1 1'e
-3 P —E (a0 + QW) + an(W*)™) = ao + an
n n

k=0 k=0

D Given during the competition by Bulgarian contestant Emil Baronov. (A.N.)
2)In the problem submitted, P(z) was given of integer coefficients. (A.N.)
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and
1

1% 1
2> — >—
_nz _n
k=0

Z

_a0+an22-

This clearly implies ag = a,, = 1, and |P(w¥)| = |2 + Q(w*)| = 2 for all k, therefore
all values of Q(w*) must lie on the circle |2 + z| = 2, while their sum is 0. This is
only possible if Q(w*) = 0 for all k, but then Q has n roots, while deg@Q < n— 1, so
@ =0and P(z) =1+ 2", with only two non-zero coefficients. |

Remark. From Parseval’s formula (integrating |P(z)|? = P(2)P(z) on the
unit circle) it is obtained that

27 27
- 1 . 1
> ail* = — / |P(e™)2dt < — /4dt =4
— 2 2
= 0 0

Hence there cannot be more than four non-zero coefficients. Even four are too many,
as equality above is impossible. For only three monomials, the argument from the
solution may be applied in a simplified form.

Let us also notice that when P(z) has exactly two non-zero coefficients, both
coefficients are of unit modulus, and the bound in |P(z)| < 2 is reached, that is
sup |P(2)| = 2.
|z|=1

Day 2, August 7, 2007 (6 problems, 5 hours working time).

Problem 1. Let f: R — R be a continuous function. Suppose that for any
¢ > 0, the graph of f can be moved to the graph of cf using only translation(s)
and/or rotation(s). Does this imply that f(x) = ax +b for some real numbers a and
b?

Solution. No. The function f(x) = aeb®, a,b € R*, also has this property,
since c(ae?®) = aeb@+ne)/) e cf(x) = f(x + C’), with C' = (In¢)/b, and thus we
can superimpose the two graphs by a translation. |

Remark. The problem proved to be quite taxing, as many competitors did
not manage to find an example. Trying to find it by exhibiting some constraints, and
solving them, leads to complications. Good guesswork (and some street-smartness
in looking for a known basic function, as this was a Problem 1) was rewarded!

Problem 2. Let =, y and z be integers such that S = x* + y* + 2* is divisible
by 29. Show that S is divisible by 29*.

Solution. We claim that 29 then divides all three x, y and z. Assume the
contrary, wlog that 29 does not divide z. Since Zog is a field (29 is a prime), there
is some integer w such that wz = 1 (mod 29). Then (wx)* + (wy)* + (wz)* is also
divisible by 29, so we can assume z = 1 (mod 29).

There are only eight bi-quadratic residues modulo 29, listed below

{0,1,7,16,20, 23,24, 25}.
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We need y* = —1 — z* (mod 29), but the reduced residues of —1 — z* are
(28,27,21,12, 8, 5,4, 3},

and the two sets have no common elements. [ |

Remark. The problem is entirely computational. The trick of reducing to
x =1 (mod 29) is only needed to simplify the computations, as after obtaining the
list of bi-quadratic residues, one can establish a list of all sums of two, and compare
it with the original.

Problem 3. Let C be a nonempty closed bounded subset of the real line, and
f:C — C be a nondecreasing continuous function. Show that there exists a point
p € C such that f(p) = p.")

Solution. C being bounded, inf and sup taken on nonempty subsets of it are
finite and, since C' is closed, belong to it.

Let a = infC:E and also let A ={z € C; z < f(x)}. Clearly a € A, hence
TE

A is nonempty. Take p = supz, so p € C. For every x € A we have x < p, hence
z€A
x < f(x) < f(p), since f is nondecreasing. This implies p = supz < f(p), hence
z€A

p e A

But then f(p) < f(f(p)), so f(p) € A, and so f(p) < supx = p. Putting
z€A

both inequalities together, one gets f(p) = p. [ ]
Alternative Solution. Also taking b = supx € C, one can extend f to
zeC

f : [a,b] — [a,b] through f(z) = Ay sup f(y) + (1 — A,) inf f(y), where
z>yeC z<yeC

Az € ]0,1] is such that z = A, sup y+ (1 — ;) inf y. The function fis easily

z>yeC z<yeC
seen to be nondecreasing (and, if f continuous, also continuous). The problem is
thus reduced to the case when C' is an interval, where having continuity available
solves the problem, but lacking it presents the same difficulty as the original. O

Problem 4. Letn > 1 be a positive integer, and A, = (aij)i j=1,..n be the
n x n matriz where a;; =2 if i = j, a;; =1 if i — j = £2 (mod n), while a;; =0
otherwise. Find det A,,.2)

Solution. For n < 4 the values can be computed by hand: det A, = 4,
det A3 = 4 and det A4 = 9. We will then concern ourselves with n > 5.

Notice that A, = B2, where B, = (bij)i,j=1,...n is the n x n matrix where
bij; =1if i — j = £1 (mod n), while b;; = 0 otherwise. To find det B,,, expand the
determinant with respect with the first row, then expand both terms with respect

to the first column, to get the formal expression

—(A1+ (-1)"A2) — (—1)"(As — (—1)"Ay).

DThe condition f continuous is superfluous; without it, the statement is known as Knaster’s
theorem. (A.N.)
2)In the problem submitted, n was postulated odd. (A.N.)
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When n is odd, the second and third matrices obtained are lower /upper trian-
gular, while in the first and the fourth matrices we have row; —rows+- - - +row,,_ =
=0,s0det B, =—(0—1)+ (1 —0) =2 and thus det A, = 4.

When n is even, the values of these terms are harder to find, but then the
problem was submitted for n odd! We will find the correct value in the alternative
solution to follow. |

Alternative Solution.") For n > 5, the matrix A, is circulant, therefore its

n—1
determinant is det A,, = H P(wyg), where P(x) = 1+ 222 + 2* = (1 + 2?)?, and
k=0
Wk the known formula for a circulant determinant obtained by cyclically
permuting row (1,0,2,0,1,0,...,0)).

(As a matter of fact, this formula itself suggests that A, = B2,

also circulant, obtained by cyclically permuting row (1,0,1,0,...,0)).

Since wy are the roots of the polynomial @Q,(z) = a™ — 1, it follows that
n—1 n—1 n—1

[T +wd) = JI6—w) [T(=i = wr) = Qu(®)@n(=i) = (i = 1)((=)" = 1) (in
k=0 k=0 k=0
these computations i = v/—1).

For n odd, it amounts to (—1)"(i" — 1)(s" + 1) = (=1)"(i?>" — 1) = 2, hence
det A,, = 4.

For n even, it amounts to (—1)"(i" — 1), which is 0 when n = 0 (mod 4), and
4 when n = 2 (mod 4), therefore det 4,, = 0 for n = 0 (mod 4), while det 4,, = 16
for n =2 (mod 4). O

—_ e2k7ri/n (

where B,, is

Problem 5. For positive integers k > 1 and m > 2, find the least number
n(k,m) for which there exist real n(k,m) x n(k,m) matrices Ay,..., Ay such that
all three of the following conditions hold:

e AT =0 forall 1 <i<k,

o AjAj = AjA; for all 1 <i4,j <k, and

° (A1-~-Ai-~-Ak)m*1 7,g()‘2)

Solution. Since (Aj---A; - A)™ ™1 # 0, there must exist a vector v # 0
such that (Ay---A; -+ Ax)™ 1v # 0. The more then

V(pr,pinpr) = (AT AT AR )V £ 0,

for all 0 < p; < m — 1. For consistency, we also use the notation v(o . o, 0) = V.
Let us show that these m”* vectors are linearly independent, therefore the dimension
n(k,m) is at least m¥. Assume the contrary, and consider a non-trivial relation

N
Z )\jVSj =0
j=1

of least number N of terms, where S; = (p1,...,Dij,-- -, Pkj), With 0 <p;; <m—1.

L Given (with omissions) during the competition by Princeton contestant Simion Filip (see
related issues at Problem 2 of Day 1). (A.N.)
2)In the problem submitted, m was 2. (A. N.)
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. . . N N . .
There must exist an index ¢ such that Max Py > min pij, otherwise NV is 1,
Jj= Jj=

absurd. Take p =m — mj\&lmfcpij and apply A? to the relation; at least one term will
Jj=

vanish, and at least one term will not. We obtain therefore a relation with less than
N number of terms, contradiction.

This also offers a way to build a model for n(k,m) = m*. Consider m* vectors
forming a basis, and index them with k-tuples (p1,...,pi,...,pk), with 0<p; <m—1.
Define Aiv(p,,...p;,..p0) = 0 i pi =m =1, and Aivip, . p,.pe) = Vpr,pitlemi)
if 0 < p; > m — 1. Tt is readily checked that all three conditions hold. |

Alternative Solution.!) Since A is nilpotent of order m, the dimension
of the image S(A7"™") is at most |n(k,m)/m|. Then n(k,m) > mF follows by
induction on k. Consider the linear operators \; associated with matrices A;. The
matrices B; (i > k) associated with the linear operators mpo\;ot verify all three
conditions (¢ is the canonical injection from J(A\{"~!) into the full space, while
is the canonical projection from the full space onto F(A*~')). This reduces the
situation to the identical one for k& — 1. ]

Alternative Solution.?) The model is that of the real vector space made
of all polynomials P in k variables x;, with degree in each variable at most m — 1.
Partial differentiation with respect to x; is a linear operator, which will be de-

P
noted A;, thus A;P := g— Again, it is readily checked that all three condi-
7

tions hold: A" makes all pollynomials vanish, A; and A; obviously commute, and
(A At = (m = 1))k #£0. O

Problem 6. Let f £ 0 be a polynomial with real coefficients. Define the
sequence fo, f1,.. ., fn,-.. of polynomials by fo = [ and fni1 = fn + f), for every
n > 0. Prove that there ezists a number N such that, for every n > N, all roots of
fn are real.

Solution.?) The proof is extremely technical. One can definitely prove the
case deg f = 2 (as the cases for degree 0 and 1 are trivial). Also, noticing that
(€ fu(x)) = €e* fn(x) + e f] (x) = €® fri1(x) sheds some light on the phenomenon.

We will refrain in this presentation from reproducing the (very) difficult official
solution.

Liceul International de Informatici,
Bucuresti

1) Given during the competition by Princeton contestant Simion Filip. (A.N.)

2)Given during the competition by Brazilian contestant Fabio Moreira. (A.N.)

3)Nobody managed to tackle this during the competition (only very few scores of 1, 2 or 3 points
out of 20 were recorded). (A.N.)
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PUNCTE DE VEDERE

Starea actuala a invatadméantului superior roménesc

DE LAURENTIU MODAN

Abstract

In our work ,,Actual Estate of the Romanian University Education®, we propose
realising a study based on a careful analysis of the teaching and learning present
system, from our country society. For this, our starting point is the precarious Mathe-
matics education in the contemporary Romania, and equally, the searching since 2005,
about Bologna Program, of the French professor in Amiens University, respectively,
Bernard Kalaora.

Key words: teaching Romanian system, learning Romanian system, Mathema-
tics education.

M.S.C.: 01A85, 01A99.

1. Traditia universitarid roméaneasca

Inceputurile normalititii culturale ale unei natii coincid, in general, cu mo-
mentul aparitiei primei sale universititi. Cu cat intemeierile gcolilor academice au
fost mai timpurii in istoria unei tari, cu atat mai prolifice vor fi castigurile natiei
respective, care, prin ribdare, a beneficiat de o indelungi perioadid de cautare, de
cizelare si de agezare a unor fapte, cirora numai trecerea vremii le asigura glefuirea
spre giuvaer! Este cazul unor culturi solide ca ale Frantei, Italiei, si Germaniei, care,
in fond, gi-au pus amprenta pe dezvoltarea ulterioard a umanitatii.

La noi, in ciuda existentei unor institutii superioare de educare, ceva mai
vechi, ca Academia Mihdileand din Iasi, Scoala de la Sfantul Sava, din Bucuresti,
si Colegiul Piarigtilor din Cluj, nu putem emite pretentia de a le numi universitati!
Primele lacage academice roménesti, in adevaratul sens al cuvantului, apar tarziu,
in 1860, la Tagi si respectiv in 1864, la Bucuresti, prin intemeierea celor doud prime
universitati, in urma hrisoavelor semnate de Al. I. Cuza, domnul Unirii (v. [3]).
Acestora, din 1872, li se adaugi si universitatea din Cluj.

Primii doctori roméni, mai ales cei scoliti la Paris si Roma, indiferent de
domeniu, s-au intors in majoritate, cu mult entuziasm, in tara, deci si sa contribuie
la punerea temeliilor stiintei i ale culturii nationale. Cu totii erau calauziti de for-
mularea magici, potrivit careia ,cum aratd astizi scoala, asa va arita méaine tara®,
din spusele lui Spiru Haret, primul doctor roméan in Matematici, care, renuntind la
o stralucita cariera universitara la Paris, a revenit in tard, pentru a deveni in timp
yomul gcolii“ sau ,,marele ministru“, dupad cum il va evoca, deseori, Nicolae Iorga
(v.[3]). Munca temeinica si serioasd, a pionierilor invatdmantului universitar roméa-
nesc, a inceput si dea roade in primii ani ai secolului al XX-lea... Iar intre cele
doua razboaie mondiale, truda lor a izbutit chiar s impuna universititile roménegti!
Cultivarea sentimentului pentru lucrul bine ficut, transmis de maestri in sufletele
discipolilor, a reugit si reziste si peste timpurile tulburi ce au venit dupa impunerea
fortata a ideologiei sovietice, cAnd, aproape o generatie intreaga, de profesori univer-
sitari, a fost distrusi in inchisorile comuniste... Si ne-am bucurat constatand ca nu
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se pierduse totul gi cd semintele bine sadite de catre acesti intemeietori de drumuri,
in stiintd gi culturd, au reusit sa reziste, si germinand, sa contribuie la... continui-
tatea firescului! Si, degi mai rar ca in perioada de glorie nationald, respectiv aceea
a Roméaniei Mari, s-au pus iaragi ciaramizi solide pentru spiritualitatea natiei, chiar
si in vremurile bantuite de saracia ideologiei proletare a egalitarismului. . .

De altfel, trebuie s subliniem c& intreaga perioadd comunista, dintre 1947 si
1989, a fost constituita dintr-o alternanti de etape mai luminoase, cu altele foarte
intunecoase, datorate luptei dintre vechii universitari, cu o formatie solidd de spe-
cialitate si cu o vasta culturd, realizate dupa modelul Europei vestice, dar si intre
cei noi, reintorsi de la studii, mai mult sau mai putin coerente, facute in Rusia sovi-
eticd, si impusi apoi de puterea proletari, sustinuti de Moscova. Intr-o buni parte
a sa, deceniul al 7-lea al veacului trecut s-a bucurat de prestigiul unor personalitéti
ce au profesat in inviatdmantul nostru superior, si care in ciuda unor compromisuri
facute cu regimul, i-au impus totusi un standard gi o calitate de nivel international.
Pentru Matematica, trebuie si amintim cd in aceastd perioada istoricd, Roménia
avea realizari ce erau imediat citate dupa cele ale rusilor si polonezilor, la vremea
aceea, forte de necontestat ale domeniului.

Calitatea morald, cel mai adesea indoielnicd a persoanelor formate in fosta
Uniune Sovieticd gi promovate apoi in universititi, alaturi de intrarea in viata ac-
tiva gi impunerea in lumea academicd, de catre partidul unic, a unor ,,produse” ale
discriminatoarei reforme a invitamantului din 1948, care sustinea doar non-valoarea,
totul cumulat gi cu disparitia naturald a ultimilor mari fogti profesori, formati intre
cele doud razboaie mondiale, au dus treptat, la o adevarata saracire spirituala a in-
vitamantului superior roméanesc! Astfel, cu un numéir dominant de pseudo-specialisti
formatori, pentru care politicul ficea regula, in majoritatea universititilor prede-
cembriste disparuse respectul fatd de morala crestind, fata de valoare in general, si
fatd de viitorul natiei, in special! Tar acestea functionau dupd un compromis tacit,
sustinut de programe deseori neadecvate, insotite de o exigentd in continua scidere,
conducand in general, spre lipsa unei perspective reale a invitamantului universitar
din ultimii ani, ai deceniului al 8-lea, din secolul deja apus...

2. Perioada universitara postdecembrista

Prim#vara adusa in sufletele roménilor, de citre insoritul decembrie 1989, nu
a atras dupa sine si normalitatea atat de necesara, in viata academica si stiintifici a
tdrii! Dupa rezolvarea intereselor carieriste ale marii majoritati a unor modesti in-
vatacei universitari, care au devenit apoi, cale de cativa ani, adevirati globe-trotteri,
erijatiin... somitati academice, fira opera de bazi, si care, fara nici o pricepere si cu
o capacitate limitatd de a discerne alegerea utilului pentru institutia ce o reprezen-
tau, au incercat copierea a tot felul de modele: american, anglo-saxon, austriac,
frantuzesc, italian, scandinav... Relativ repede, a apdrut o bulversare totala a sis-
temului universitar romanesc, in care s-au nascut inainte de vreme, specialititi noi,
dar fara a avea mai intai, dascalii necesari, in care s-au infiintat universitati noi, in
orage unde nici licee cu traditie nu existau, sau chiar in localitati unde cei cu studii
superioare abia se numérau in cateva duzini... Si culmea ridicolului, in tara in care
pand-n 1989, numarul inginerilor nestiutori de meserie, era de 4 ori mai mare ca
al maigtrilor, in tara cu o suprafatd medie, dar cu putini locuitori, s-a decretat. . .
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nevoia acutd de ,specialigti, scosi pe banda rulanta a ,invitimantului la distanti®,
sau a unor universititi particulare, toate fiind in cea mai mare masuri, doar niste. . .
cooperative, unde contra bani, s-au eliberat diplome, cu titluri ce conferau drepturi
nelegale. Nimeni nu a vrut si priceapa vreodatd, sau cu atat mai mult, si incerce
sd congtientizeze, cd Roménia nu-i Canada, si nici micar Australia, pentru a-gi dez-
volta fard noima, un sistem educativ nul, de invitaméant la distanta, in conditiile in
care, in Romania actuald, nu exista nici pe departe, constiinta civica a celor doua
tari mentionate anterior! In plus, acestea impun invitimantului lor la distanti, o
seriozitate tripla decit cea intalnita la cursurile de zi ale majoritatii universitatilor
noastre de stat... Vom mai aminti aici, cd in Canada, prin forma ,la distanti®, nu
pot fi urmate decéat studii scurte, de 3 ani, care pregatesc doar specialigti de executie,
platiti cu cel mult 34.000 $ CAD pe an. In cea mai intinsd provincie canadiani, in
Québec, mare cat jumatate din Europa, invatiméantul la distanti e autorizat doar
intr-o singurd universitate, care nu se ocupa decat de buna functionare a acestei
forme!

Lipsa constiintei civice roméanesti rezultd si din faptul ca la autorizarea sau
acreditarea unei puzderii de noi universititi de stat, sau particulare, nu conteaza
decat interesul meschin al unor semidocti, care s-au dorit... impaunati cu titluri
universitare. Desigur, tot lipsa simtului realitatii nu a indemnat pe nici un diriguitor
politic sau administrativ actual, si priveasca in mod congtient realitatea europeani,
care ne aratd cd in privinta invatdmantului laic privat exista, in fond, o unici univer-
sitate particulard foarte veche, elitista, de traditie, cu o seriozitate si cu un renume
de marca in lume, respectiv Universitatea Libera din Bruxelles. Acesteia i se mai
adauga cel mult alte doud institutii europene catolice private, cu nume rezonant in
lumea academici, ele fiind situate la Louvain in Belgia si la Genéve in Elvetia. In
Romaénia postrevolutionara, lipsa congtiintei civice a facut ca in decursul ultimilor 16
ani, si apara armate intregi de posesori ai diplomelor fira acoperire, in marea majori-
tate, juristi si economisti, care induc inflatie pe piata fortei de munca, contribuind in
fond, prin lipsa educatiei lor profesionale, la sciderea agravantd a nivelului cultural
al natiei! Atentionam aici, pe cei in drept, ci in Roméania anului 2007, in conformi-
tate cu principiul Timberger-Bos, aplicat marimii tirii i numéarului siu de locuitori,
in perioada actuald, sunt necesare cel mult 18 universititi de stat si particulare (v.
[1]) si nu 137, cate functioneazi acum! In plus, acestea trebuie si fie universititi
adevirate, cu un sistem de educatie care si respecte traditia de aproape un secol
i jumatate a mediului academic national, ce a contribuit la formarea catorva val-
ori de marca in culturd si in stiintd, astizi, unanim recunoscute pe plan mondial!
Prin urmare, ne trebuie universitdti puternice si cu coloané vertebrala, care sa aiba
demnitatea renuntarii la plafonarea impusd de Programul Bologna, program care
prin egalitarismul comunitar, introdus de o criza a sistemului european de valori, nu
face decat si decapiteze unele scoli nationale, bazate pe un sistem elitist, care, si
in Roménia, a functionat aproape perfect pana in jurul anilor 1997-1998. Sistemul
elitist a existat la noi din totdeauna, prin traditia invatadméantului superior romé-
nesc, unde doar o parte redusid dintre bacalaureati, si aleasd prin concurs riguros,
cagtiga dreptul de inmatriculare ca student. Aceasta este urmarea fireasci a unui
fapt rezultat chiar prin selectia naturald, potrivit careia, nu toti indivizii unei natii
pot fi absolventii studiilor universitare! Iar la aspectul de fati, trebuie si reflec-
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tdm cu atdt mai mult, cu cat nici macar comunismul, in ciuda egalitarismului sdu
proletar, nu a gandit vreodata, ca aproape toti cetdtenii sdi sa posede diplome uni-
versitare! Nu trebuie si uitdm apoi, cd umplerea totald a timpului unor tineri fara
capacitati intelectuale, cu aga-zise studii superioare contra taxid, nu duce decat la
lipsirea societitii de forta calificatd, de munca, ce n-o mai are, gi pe care trebuie s-o
gaseasca in alte spatii decat cel national!

3. Ineficienta programului Bologna

In continuare, vom ciuta si analizim prin prisma contextului deja prezen-
tat, diminuarea drastica a calitdtii invatamantului romanesc, rezultata si ca urmare
a scaderii nivelului scolii matematice nationale. Iar aceasta din urma se va afla
intr-un declin i mai accentuat decit ceea ce s-a petrecut in ultimii 10 ani, din
cauza acceptarii Programului Bologna (v. [2], [5] si [6]). Relativ la Programul
anterior, subliniem ci universititile europene cu traditie de secole, au criticat in
mod deschis gi nu au subscris la sistemul egalitarist 3/2/3, cunoscut gi sub forma
licentd/masterat /doctorat (L/M/D). Este in primul rand, cazul Scolilor de Inalte
Studii din Franta, in care intri: L’Ecole Normale Supérieure, La Haute Ecole Com-
erciale, ’Ecole Nationale d’Administration, precum si puternicul lant format din
Les Ecoles d’Ingénieurs. Acestora li s-au adiugat si prestigioasele Scoli Politehnice
din Torino gi Milano (Ttalia), Ziirich gi Lausanne (Elvetia), precum si la fel de re-
cunoscutele universitdti Charles din Praga si Th. Masarik din Brno (Cehia). Sunt
frumoase exemple, care ne demonstreaza ci traditia trebuie respectata, indiferent
de curentele efemere, nefundamentate logic, deoarece in mod firesc, ating omenirea
la un moment dat. . .

O critica bine motivatd, a sistemului L/M/D, a fost prezentata inca din 2005,
de Bernard Kalaora, profesor de sociologie la Universitatea Jules Verne din Amiens
(Franta) si cercetitor CNRS in Laboratorul de antropologie sociald (v.[2]). In vi-
ziunea sa, Programul Bologna este o modalitate de ,deformare a realititii... in-
tretinand doar iluzia succesului la infruntarea concurentei®, fiind in fond ,asa-zisa
schimbare in stabilitatea perfectd”. Foarte departe de o adeviratd analiza si or-
ganizare a educatiei si cercetarii universitare, a selectarii obiective a studentilor,
»,departe de a crea pentru ei legaturi cu mediile economice si industriale de stat,
sau private, departe de a contribui la mobilitatea cadrelor didactice si a studentilor
pentru formarea unor poli europeni pe discipline, sistemul L/M/D nu a reusit decat
o copiere a unor fapte deja caduce. Mult invocata pluridisciplinaritate a fost re-
dusa doar ,la regrupararea unor discipline deja existente, fara a se evalua valoarea
lor cognitiva®, decretindu-se importantd doar ", curricula®, in fond ,aceeasi haina,
putin rearanjata dupa noile reglementari europene, in ciuda unui continut veritabil
de transdisciplinaritate si mobilitate a cunostintelor”. Practic, in Franta, observa B.
Kalaora, sistemul L/M/D nu face decat si certifice ,,mai multd birocratie, formalism
al gestiunii administrative gi procedurale, protocoale in plus, intaregte nomenclatura
universitara, vizand doar o uniformizare a administratiei, prin folosirea unor coduri
comune. .. bazate pe o constrangere mai eficace, sustinutd printr-un alt sistem in-
formatic®. Totul este impins spre o ,exagerata gestiune birocratici®, care genereazi
presiuni si o permanentd neincredere intre participantii din sistem, ,exacerband
in final, tensiunea luptei pentru putere, in tabara formatorilor“. Practic, dupa
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B. Kalaora, ,universitatea nu mai este o scend a invitdmantului si a transmiterii
cunostiintelor, ci o magind birocraticd ce functioneazi in neant,. .. distrugind cre-
ativitatea, imaginatia gi fiind exact reversul maginiriei gindite de Deleuze. Cadrele
didactice, despersonalizate de sistemul egalitarist L/M /D, devin ,simple curele de
transmisie”, folosite de ,gefi, a cdror unicd misiune raméne punerea in practica a
cerintelor ministerelor de resort, sperand mereu doar in buna lor evaluare spre noi
promoviri“, caci aceasta depinde in cea mai mare masura, ,nu de calitatea profe-
sionald, ci de executarea rapidi si fird discutie, a unor noi ordine. Intr-un astfel
de context, B. Kalaora conchide cd reforma pretinsid de L/M/D nu raméane decat
,un simulacru, in care beneficiarii nu sunt nicidecum studentii, ci aparidtorii biro-
cratiei, ce aspird la calitatea de sefuleti locali (decani, rectori, coordonatori de de-
partamente)“. In viziunea sa, Programul Bologna este unul ,lipsit de calitate si mai
ales de continut, care doregte doar s creeze imaginea culturii pentru toti“. Singurele
»castiguri®, dar in sens negativ, se reduc la ,scaderea calitatii examinarii studentilor,
la cregterea numarului sesiunilor de examinare, precum gi la aparitia unor examene la
pseudo-discipline®, fapte extraordinar de reale pentru actuala societate universitara
roméneasca! B. Kalaora mai constatd cu amiraciune, in studiul siu, ca in Franta,
culmea ,cagtigului negativ® consti in cregterea fira masura a ,celor ce se aleg, fara
acoperire, cu o diploma de 3 ani, numitd acum licence, in locul aceleia mai utile,
de 2 ani, si care se numea deug®. Iar totul se desfagoara ,,numai in favoarea sciaderii
drastice a calitatii lucrurilor invatate in timpul celor 3 ani, net inferioare celor ce se
studiau inainte, in 2 ani“. Sociologul B. Kalaora mai observi ci pretentiile noilor
detindtori ai diplomelor fara acoperire, ,,cresc simtitor, devenind chiar deranjante,
cand vin din partea reprezentantilor mediilor defavorizate, care reclami apoi, un nou
statut profesional si social, si care, paradoxal, nu au acces la el, tocmai prin nivelul
precar al cunostintelor insusite“. In opinia sa, cel mai trist este faptul ci ,marea
majoritate a cadrelor didactice devine complicea starii birocratice®, pierzandu-se in
fond menirea dascidlului. Asupra sistemului de la Bologna, care se indreapti ,spre
nivelul 0 al pregatirii universitare, B. Kalaora concluzioneaza ca ,regresia efectiva
a invitamantului superior devine generalizati, iar acesta tinde spre o infantilizare a
sa’“. Mult trambitata europenizare universitara se rezuma in final, ,,doar la un numar
redus de mobilititi, prin care foarte putini studenti vor urma unii ani de studii in alte
tari, numarul in cauza fiind insignifiant, de vreme ce nu exista nici o obligatie cur-
riculari efectivi in privinta standardului de cunoastere a limbilor striine®. In finalul
studiulul siu, B. Kalaora conchide c ,,L./M/D nu rdméane decat o simpld maimutire-
ala, o ingelitorie si o ipocrizie, iar dacd am parafraza in spirit roméanesc, am zice
ca Programul Bologna este ,un furt al propriei ciciuli“. Previziunea sociologului
francez este chiar sumbra, pentru el , priabusgirea totala a sistemului universitar fiind
foarte aproape”, de vreme ce ,,cigtigitorii globalizarii invatidmantlui superior sunt
doar functionarii ,apparatchiks®, care in ciuda apartenentei lor la mediul academic
elevat, sunt mai degraba ca mecanismul de baza al vechilor sisteme comuniste.

4. Consecintele programului Bologna in spatiul roméanesc
Vom intari in cele ce urmeazi, pertinenta articolului cercetdtorului si pro-

fesorului B. Kalaora, facand referiri la spatiul academic roménesc, unde sistemul
L/M/D nu duce decat la scdderea nivelului universitar, in cel mai fericit caz, catre
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unul de gcoala postliceald a anilor 1970-1980. .. Iar premisa descregterii continue, a
calitatii invatadmantului nostru superior, este intdritd de proiectul legii acestuia, in
care ministerul de resort prevede ca nota de absolvire a licentei si a masteratului
sd fie 5, cand prin traditie ea trebuia si fie 6, respectiv 7. Aceste bareme ne ream-
intesc faptul cd, daca in era comunistd cea mai durs, a anilor 1978-1988, partidul
stat igi dorea ca toti romanii si fie bacalaureati, astazi, din lipsa de congtiinta civica
a guvernantilor si legiuitorilor actuali, s-ar vrea ca fiecare ,locuitor al tarii“ si se. ..
impauneze cu un titlu! Desigur, unul chiar fard minima acoperire, daci avem in
vedere ci discipline absolut puerile umplu "curricula", in timp ce acelea, care pun
bazele logicii gi ale meseriei ulterioare, lipsesc aproape cu desdvarsire!

Ca matematician, trebuie sa constat discreditarea Stiintei Regina, mai ales
incepand cu anii 1997-1998, de cand insasi gandirea logica este permanent discredi-
tata, fiind amenintata astfel, dezvoltarea fireascd a natiei! Cici intr-o tara in care
chiar ministerul educatiei scoate din programa gcolard studiul Geometriei in plan
si-n spatiu, la aproape toate varstele, nu mai existd nici o indoiald asupra dorintei
de anihilare a logicii generatiilor viitoare si a reducerii natiei, doar la o stare vegetala

([4])- ..

Cand sub obldduirea ministerului de resort, se ajunge ca in Roménia actuala,
la facultitile economice, in perioada celor 3 ani alocati licentei, Matematicii si-i fie
acordat doar un curs de un semestru, cu 28 de ore, inseamnd cd in mod evident,
s-a revenit la gandirea gabloanelor bolnivicioase ale anilor 1950-1960, cand se afirma
convingator, ca. . ., "unui contabil nu-i trebuie mai mult decat cele 4 operatii". Trist,
dar mai ales jenant, este sa constatim ca absolventii facultitilor economice in limbi
straine, veniti din alte tiri, nu vor obtine echivalarea europeana a licentei lor, tocmai
ca urmare a numdarului mult prea redus, de credite transferabile, rezultate din dimin-
uarea timpului destinat studiului Matematicii, drastic minimalizat, ca intr-un liceu
de ména a doua! Vom observa cu plicere, ci exista totusi, unele universitati partic-
ulare, ca aceea ce poarta numele lui Spiru Haret, si care au inteles cid o diploma de
economist, pentru a fi recunoscutd european, necesitd un minimum de un an, alocat
studiului Matematicii.

O situatie grava o intalnim gi-n facultitile tehnice, cici si aici, numarul
orelor de studiu al Matematicii s-a diminuat alarmant, ajungadndu-se in majoritatea
cazurilor, la alocarea a cel mult doud semestre, cu o mixtura de Calcul diferential
si integral, Algebra liniara, Geometrie analiticd in spatiu, Ecuatii diferentiale, Pro-
babilitati, Calcul variational etc., toate la un loc, ingramédite intr-un timp scurt,
nepermitand studentilor o decantare a cunostintelor dobandite, gi absolut necesare
in activitatea unui viitor inginer al secolului al XXI-lea. ..

Situatia nu este cu nimic mai buni, nici in facultitile de Matematica si Infor-
maticid! Sciaderea generala a interesului tinerilor pentru Matematica fundamentala,
precum si diminuarea accentuatd a numarului de studenti la aceasta specializare, se
constata deja in calitatea profesionala mediocra a majoritatii debutantilor, angajati
in gcoli, sau chiar in licee... Interesul pentru Informaticd aduce un numar mare
de studenti la aceastd sectie, unde desigur, dorinta cunoagterii faptelor Matematicii
efective, este vadit diminuata. Orgoliile unor profesori, deja depasiti de timpul in
care traim, au dus la aparitia unor programe analitice, astdzi numite pompos "cur-
riculare", neadecvate insa, nici pentru sectiile de Matematici, nici pentru cele de
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Informatica! Astfel, s-au alocat numeroase ore, unor subdiscipline fara viitor, desi
altele, situate in topul actual, sunt reduse la 0! Vom consemna aici, cd un stu-
dent la Informatica, fara o solida bazd matematica, nu va putea utiliza eficient, nici
Maple, nici Matlab, iar lipsa unor discipline moderne de tehnologia programarii, din
formarea sa, nu-1 va putea face competitiv! Desigur ci si lipsa unor cursuri de Al-
gebrd, Analizd sau Geometrie computationali, din programa sectiei de Matematica,
ulterior, nu le va mai permite absolventilor, o facild reconversie profesionala!. ..

5. Situatia academica a corpului profesoral

Absolut inegala este situatia profesorilor si a conferentiarilor din cele 62 uni-
versitati de stat gi cele 75 particulare, acreditate sau doar autorizate! Exista astfel
in Roménia, specialititi pentru care s-au facut numiri de profesori universitari, fara
ca acegtia sa indeplineasca unele cerinte minime de lectori, pentru alte discipline. ..
Chiar in cadrul aceleiasi discipline, sistemul relational a adus confirméari pe posturi,
pentru persoane care au realiziri profesionale nule, in timp ce altele merituoase sunt
blocate in pozitii inferioare! Existd astizi, o multime... numarabila de profesori
universitari ce n-au macar un articol publicat intr-o limba straini!... Actualul sis-
tem roméanesc de promovare universitara, inegal si neunitar, incurajeaza prin relatiile
mafiotice ale unor ,comitete si comitii, impostura, crednd, in general, un lant al

rezolvarii intereselor politice, sau administrative, ale timpului ce-l traim... Prin
acest lant, se interzice in fond, abilitarea drept conducitor de doctorate, a unor ade-
varate valori, tinute vreme indelungata, in umbra unor nulitati, care dupa 1990, au
reusit si teasd adevirate clanuri de interese! Si este rusginos dar si trist, in acelasi
timp, cd exista conducédtori de doctorate, care nu au nici un articol in domeniul
numirii lor, ei fiind doar modegti autori de studii fara valoare, sau de colaje scoase
din diferite carti, i numite apoi pompos ..., monografii‘.

6. Epilog

Ne place sa credem, cd toti aceia ce au puterea de a discerne asupra starii
actuale a invatamantului roménesc, gi mai ales a celui universitar, vor actiona unitar,
incercand o iegire rapida si rezonabild din marasmul ce ameninta efectiv, viitorul
natiei! Pentru cd un popor fara educatie si care nu cultiva logica Matematici, devine
un popor vegetal... Sustinem, cu tarie, revenirea la matricea sistemului traditional
al invatamantului roménesc, cladita de Spiru Haret la sfargitul veacului al XIX-
lea, ceea ce ar insemna nu numai intrarea in normalitate, dar gi revenirea la ceea
ce a asigurat renumele unor domenii recunoscute in lumea intreagd. Reevaluarea
modului de admitere in licee si facultiti, care sa permita tinerilor din eliti, formarea
lor ca specialisti, in tara natald, impunerea scolii noastre doctorale prin profundi
seriozitate, respectarea criteriilor de valoare in promovarea specialigtilor, alocarea
de fonduri adecvate care si statueze profesorul-cercetitor, ca entitate de bazi a
sistemului universitar roméanesc, toate cumulate gi cu inldturarea definitiva din lumea
academica, a tuturor reprezentantilor reminiscentelor politice trecute gi actuale, ce
si-au urmérit doar interesele, precum si neacceptarea modelelor din afari, ce n-au
nimic in comun cu realitatea istoriei noastre, ne vor permite in timp, o reabilitare
intelectuald adevarata, a natiei!
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NOTE MATEMATICE

Behind an elementary problem of geometry
BY WLADIMIR G. BOSKOFF

Abstract

In this very short note the author describes the problem of geodesics for Platonic
solids.

Key words: Platonic solids, metric, geodesic

M.S.C.: 52B05, 51K05, 53A05

It is well known the ,,Spider and Fly“ problem. A hungry spider climbing on
a wall of a cubical room sees a fly land on the opposite wall. What is the shortest
path from the spider to the fly? The solution involves that the cube may be laid
flat on a plane. The spider and the fly seen as points are connected by a line which
is the shortest path in the plane. Folding up the cube, the image of this line is the
shortest path on the cube. What is behind this problem? In this note we show that
the metric induced by two adjacent sides of a polyhedron depends on the dihedral
angle of the faces of the polyhedron. This means that regular polyhedra, that is
Platonic solids, admit a global metric. The geodesics corresponding to this metric
are related to the solution of the ,Spider and Fly* problem extended to Platonic
solids.

To establish our context, consider Figure 1. We choose a rectangular three-
dimensional frame such that the x-axis lies on the edge between the faces F; and
F}; of the regular polyhedron P. Suppose O, the origin of this frame, is an arbitrary
point on the edge. We assume that the face F; lies in the xy—plane. Denote by
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(m — a) the angle between the two faces of the regular polyhedron and let M be a

point lying on the face F}. Denoting by  and —y the first two coordinates of M,
we obtain —y tan « as the third coordinate.

Consider the point M corresponding to z
M when we lay flat the given polyhedron

on the xy—plane. Then M has the coor-

dinates (m,fL,O). For a point in a

cos o
neighborhood of M we have the coordi- .
nates /
(x + dx, —(y + dy), —(y + dy) tan ). This !
point, corresponds after laying flat the face
on the zy—plane to the point M + dM of

d .
coordinates (z +dx, — y+ay , 0) _The X Fig. 1
c

0s o
metric corresponding to the pair of points M and M + dM is

1
ds? = dz® + —QdyQ.
cos? o

The case when cosa = 0 must be discussed separately. It corresponds to
™
o= 57 therefore the Platonic solid is a cube. Suppose that M lies originally in the

xz—plane, as in Figure 2, and has coordinates (z,0, z).

Point M that will correspond in the z
xy—plane has coordinates (z,—z,0). An
arbitrary point in a neighborhood of M has
originally coordinates (z + dz,0,z + dz). M(x,0.7)
In zy—plane it switches to (z + dx, —(z + H
dz),0). So, the metric corresponding to the
cube is ds? = dx? + dz?. Therefore there

exist two kinds of metrics corresponding to [ Face F; 4
the Platonic solids. Since these metrics are M x00)

both flat, their geodesics are lines. This

matches the image of the shortest path be- K Fig. 2

tween two given points lying on two faces

in one of those Platonic solids is the line which connects the points after the laying
flate of the Platonic solid on a plane. Folding up the Platonic solide, the image of
this geodesic is the shortest path between the given points.
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O demonstratie elementara a inegalitatii lui Jordan
DE ANDREI VERNESCU SI DAN COMA

Abstract

We present a geometric proof of the inequality of Jordan.
Key words: Camille Jordan, sinus, area, monotony, convexity.
M.S.C.: 26A05, 26A09, 26A24, 26A48, 26A51

1. O demonstratie a inegalitatii lui Jordan V)

sinx T

Zg’fe(aa} (1)

X

poate fi gasita, de exemplu, in excelenta monografie [6] a lui D. S. Mitrinovié si
P. M. Vasié, pag. 33, pentru aceasta stabilindu-se cu ajutorul negativitatii
derivatei®) ca functia f : (0, g] — R, f(z) = S

s 2
f@=1(3)=7

™

este strict descrescatoare, deci

2. Cateva considerente introductive dintr-o lucrare recentd a celui de al doilea
autor [3] constituie o noud demonstratie a inegalititii lui Jordan, de naturd pur
geometricd, fara folosirea derivatelor. Unicul element necesar este graficul functiei

b
sinus pe intervalul [0, 5} i acceptarea intuitiva a faptului cid functia este concava

pe acest interval®, (fig. 1).
Tata aceasta demonstratie.
YA Considerand punctul variabil M(z,0), cu

T
BT T € (0,5} si punctul corespunzitor de pe grafic

Nixsi N(z,sinx), avem inegalitatea de arii

o[OMN] + o[NMAB] > 0[AOB] 2)

» . . . < ™ .
O Mxo) 4mm > (cu egalitate dacd si numai dacd = = 57 adica M

Fig. 1 coincide cu A), in care in partea stangd apar aria

unui triunghi dreptunghic si aria unui trapez, iar in

partea dreaptd apare aria unui triunghi dreptunghic. Expriméand aceste arii in
functie de = obtinem

. 7r
rsinz . (1+sinx) (5 —x) T
2 2 4’

de unde, efectuand calculele necesare, rezulti

sinx

2

> —.

r —m
3. Mai mult, metoda geometrica prezentatd permite chiar obtinerea faptului

. . sinx
ca functia z —

7r
,cuzx € (0, 5] este strict descrescatoare.
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R T
Intr-adevar, fie u,v € (O, 5}, u < v oarecare YA

(fig. 2). Urmand acelasi procedeu, obtinem:

usinu  (sinu 4+ sinv)(v — a)
2 + 2

> vsinw,

de unde:

2\

sinu _ sinv. o U v ]
L Fig. 2
Acum se vede ci, de fapt, inegalitatea (1) poate fi regisitid prin particu-
larizarea v = 1.

Asupra unei interpretiri geometrico-mecanice a inegalitatii lui Jordan, a se
vedea [11].

4. Procedeul urmat permite stabilirea faptului ca, pentru o functie concava

f(z)

oarecare f : [0,00) — [0,00), cu f(0) = 0 functia z — — > 0, este descresca-

f(z)

toare. Dacd f este convexa, atunci functia z — ——=, = > 0, este crescitoare. Dar
x

aceasta nu reprezintd decit un caz particular al faptului ca, dacd f este convexi,
atunci functia p,,, datd de
f(@) — (o)

Pzy =
0 T — X
este crescitoare (a se vedea [7]).
Aceasta constituie, intr-un anumit sens, o ,,banalizare a inegalitatii lui Jor-

dan.

Notele autorilor

1) Camille Jordan (1838-1922), matematician francez, cunoscut pentru importante
realizdri, in special in algebra, analiza si topologie.

2 Obtinerea formulei de derivare a functiei sinus se sprijind in mod esential pe
utilizarea limitei fundamentale 3112% % = 1, a cédrei stabilire necesita, la randul sau, anu-
mite elemente premergitoare analizei matematice (in literatura matematica anglo-saxona
,prerequisites” de ,precalculus‘) anume inegalitatea sinz < x < tgz, x € [O, %), a carei

justificare se face, de reguld, pe baza definitiei geometrice a functiilor trigonometrice (nu-
mit# foarte sugestiv de catre E. Maor in [5] definitia ,,medievala“). Uneori, chiar justificarea
inegalititii mentionate se face utilizand concepte mai elaborate. Astfel, chiar in [6] se obtine

1
inegalitatea = < tgz integrand inegalitatea > 1 (de exemplu pe un interval [0, z],
c

0s? t
™ C e . ., sinx o1
cuzx € (O, 5)) Aceasta, ca si justificarea rezultatului hrr%) —— = 1 pe baza regulii lui
T— €T
L’Hospital, duce la un cerc vicios. Existd gi o definire analiticd (deci neintuitivd), care
utilizeazd seriile de puteri (a se vedea [1], [2], [7]).

3) Constructia graficului functiei sinus, la o prima luare de contact in liceu (ca si
pentru functia de gradul II, functia exponentiald si functia logaritmicid) se face in clasele
de ,precalculus” a IX-a si a X-a, deci nainte de studiul sistematic al functiilor cu ajutorul
derivatelor, prin singura metoda posibild la acel stadiu, anume constructia ,prin puncte®,
neriguroasd, dar, momentan, suficient de sugestiva. Dar cunoagterea acestor catorva functii
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elementare este absolut necesara la inceputul studiului analizei in clasa a XI-a; din acest
motiv, in numeroase manuale de analizi se recapituleazi functiile elementare, la inceput,
dupa prezentarea corpului numerelor reale, dar inainte de inceperea teoriei limitelor.

4 Stabilirea concavititii Jensen a functiei sinus pe intervalul [0, g], adica a ine-

u+v > sinwu 4+ sinv
. . N 2 . .
de trigonometrie. Dar trecerea de la convexitatea (concavitatea) Jensen la cea uzuald este

ST . ™ o . ..
galitatii sin , pentru orice u,v € [O, 5] constituie un exercitiu trivial

ceva mai delicata. Pentru o expunere eleganta si detaliata a teoriei, recomandam excelenta
monografie [8]. Un articol in care sunt prezentate primele elemente de convexitate, legate
si de cateva aspecte didactice, a fost publicat in paginile acestei reviste, a se vedea [12].
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Imagini geometrice ale multimii numerelor reale deduse
dintr-o problema de loc geometric

DE ANGHEL DAFINA

Abstract

In this note we deal with a locus problem. The obtained locus is a geometric
image of the real line.

Key words: loci, arcs

M.S.C.: 51M04

Enuntul problemei. Pe dreapta fizda d, situatd in planul © se considerd
punctele fire A, B si punctul mobil M. In planul 7 se construiesc poligoanele requlate
de laturi [AM] si [BM], cu m, respectiv n laturi, unde m,n € N, m,n > 3. Cercurile
circumscrise acestor poligoane se intersecteazd in M si P. Se cere locul geometric
al punctului P.

Pentru rezolvare deosebim cazurile m = n gi m # n, in fiecare caz poligoanele
pot fi situate de aceeasi parte a dreptei d sau de o parte si de alta a acesteia.

Organizam dreapta d ca o axii, axa numerelor reale z’z, punctele A, B avand
abscisele a, b constante, iar punctul M abscisa x variabili.

Se obtin urmatoarele rezultate:

1) Dacd m = n si poligoanele regulate sunt in acelagi semiplan (semiplanul
superior), locul geometric al punctului P este reuniunea dintre un arc de cerc cu

si semidreptele X'A) si (BX.

extremititile in A si B, arc capabil de

n

Cand M parcurge semidreapta X'A), adica x € (—o0, a), cercurile sunt tan-
gente si P = M.

Cand M parcurge [AB], adicid = € [a,b], P descrie arcul APB, capabil de
360°

Cand M parcurge (BX, adicd z € (b, +00), cercurile sunt tangente si P = M.
Se constatd cd dreapta M P, cand = € (a,b), trece printr-un punct fix Pp,
unde Py este mijlocul arcului ce completeazi arcul APB péani la un cerc, adicd

arcul APy B este arc capabil de 180° — @
n

2) Dacd m = n si poligoanele regulate sunt in semiplane diferite, locul geomet-
360° )

ric al punctului P este reuniunea arcelor PJA, BP, (arce capabile de 180° —
si a segmentului AB.
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Cand M parcurge semidreapta X'A), adicd « € (—o0,a), punctul P descrie
arcul PJA.

Cand M parcurge [AB], adicd z € [a, b], cercurile sunt tangente si P = M.

Cand M parcurge (BX, adicd = € (b, +00), P descrie arcul BF).

Punctele P si Py nu sunt puncte ale locului geometric, fiind pozitii limita ale
punctului P si corespund in situatia cAnd x — —oo, respectiv x — +oo.

Se constata cd dreapta M P, cand = € (—o00, a), trece prin punctul fix PJ, iar
cand z € (b, 4+00), trece prin punctul fix PJ.

In cazul particular m = n = 4 arcul de cerc loc geometric de la 1. este
semicerc, iar arcele AP, BP, de la 2. sunt sferturi de cerc, fiind arce capabile de
90°.

3) Dacd m < n si poligoanele regulate sunt in acelagi semiplan (semiplanul

superior) locul geometric al punctului P este reuniunea a trei arce de cerc, astfel:
o]

1
@Q*A, arc capabil de 180° (— — —), iar masura arcului AQ* este egald cu ;
m n n

1 1 1 1
AP, B este arcul capabil de 180° <— + > si BP*, arcul capabil de 180° <— — —>,
m

n m n
. 360°
cu misura arcului AP* = .

n
Arcele AP* si AQ* sunt simetrice fata de dreapta d.

arc capabil de 180°(1/m-1/n)

arc capabil de 180°(1/m+1/n)

XM A M, B M, X

arc capabil
de 180°(1/m-1/n)

Q*

Cand M parcurge semidreapta X'A), adicd x € (—o0,a), punctul P descrie
arcul de cerc Q*A.

Cand M parcurge [AB], adici = € [a, b], punctul P descrie arcul de cerc BPA.

Cand M parcurge (BX, adicd z € (b, +00), punctul P descrie arcul de cerc
BP*.

Punctele P* gi @Q* nu sunt puncte ale locului geometric, fiind pozitii limite
ale punctului P, cind x tinde la —oo, respectiv 4o0.

4) Dacd m < n si poligoanele regulate sunt in semiplane diferite, locul geo-
metric al punctului P este reuniunea a trei arce de cerc, astfel: T*A este arcul
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o

1 1
capabil de 180° (1 - — = —) cu masura arcului AT™* egald cu 360
m n

; APB, este

1 1
arcul capabil de 180° (1 - ﬁ)’ cu extremitatile in A si B; BS* este capabil

1 1 360°
de 180° (1 - — - —), cu masura arcului BS™* egala cu
m n
de 1%?5?1’175;11/;1)?_\’71 *
1 N 442 B 1
X' M, A ” M, X

arc capabil de 180°(1-/m+1/n)

arc capabil de 180°(1-1/m-1/n)

S*

Cand M parcurge semidreptele X’ A), adicd « € (—x,a), punctul P descrie
cercul T*A.

Cand M parcurge [AB], adica x € [a,b], punctul P descrie cercul APB.

Cand M parcurge (BX, adica x € (b,4+00), punctul P descrie cercul BS*.

Arcele BT* ¢i BS* sunt simetrice fatd de dreapta d.

Punctele T* gi S* nu sunt puncte ale locului geometric, fiind pozitii limita ale
punctului P, cind se tinde la —oo, respectiv +oo.

In cazul particular m = 3 si n = 6, cercul APB de la 3) este semicerc si arcele
AT* gi BS* se afli pe cercul de diametru [AB], fiind arce capabile de 90°.

Observatia 1. Cercul de diametru [AB], sau o parte a sa, devine loc geo-
metric numai in situatiile m = n = 4, sau m = 3; n = 6, respectiv m = 6; n = 3,

.1 1 1 . . ..
deoarece ecuatia — + — = 3 are in N numai aceste solutii.
m n

Observatia 2. In cazurile m = 3, n = 4 si m = 4, n = 6 locurile geometrice
coincid, arcele corespunzitoare fiind capabile de cate 105°, 75°, 165° gi 15°. Deose-
birea consta in faptul ca pentru m = 3; n = 4, punctele limita P*, T* se afla pe

cercul capabil de 75°, iar pentru m = 4; n = 6 acestea se afla pe cercul capabil de

1 1 1
105°. Aceste cazuri rezultd din rezolvarea in N a ecuatiei — + — =1— - — —.
m n

p q
Observatia 3. O parte din locul geometric poate si coincidd pentru perechi

de poligoane regulate cu numar diferit de laturi.

In afara exemplelor prezentate in observatiile 1) si 2) mai exemplificim:

1 1 1 1 1
Ecuatia — 4+ — = = + = # —, unde m,n,p,q € N\ {0,1,2} are solutia
m n P q 2
m=2k+1,n=2k+2,p=k+1,q=02k+1)2k+2),keN, k> 2.

Pentru k£ = 2 obtinem perechile de poligoane m = 5; n = 6, laturi gi p = 3;
q = 30. Pentru k = 3 obtinem m =7; n =8 i p = 4; ¢ = 56.

Observatia 4. Arcele APB i BPy de la cazurile 1), respectiv 2) se afla pe
acelasi cerc.

Arcele APB si BS*; BP* si APB; AQ* si AT* de la cazurile 3) respectiv 4)
se afla pe acelagi cerc.

Observatia 5. Cazul m > n se trateaza in mod analog cazului m < n.
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Observatia 6. Daci planul 7 este variabil, dreapta d raméanand fixa, locul
geometric al punctului P se obtine prin rotatia locului geometric prezentat in cazurile
1), 2), 3), 4) in jurul axei d.

Remarca. Locurile geometrice descrise in cazurile 1), 2), 3), 4) reprezintd
imagini geometrice ale multimii numerelor reale, parcurse in sensul indicat prin
sageti.
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NOTE METODICE

Exemple de monoizi izomorfi
DE GHEORGHE COSTOVICI

Abstract

Starting from a remark from the book entitled Real Analysis, by H. L. Royden,
we present four examples of monoids which are isomorphic.

Key words: monoids, isomorphism

M.S.C.: 08A02

Fie a <0, b < 0, ¢ > 0, d > 0 patru numere reale. Vom considera functiile

e f:(a,0] x (a,0] = R, cu f(x,y) = 2fy = x+y, daci z+y > a si
fa,y) =afy=a+y—adaciac+y <a;

eg: (b0 x (0,00 >Rcug(z,y) =zgy=x+ydacd z+y > bgiglx,y) =
gy =2 +y—bdacd x4+ y < b;

eu:[0,¢) x[0,¢) > Rcuulz,y) =azuy =x+ydacdi x+y < csiu(z,y) =
zuy=x+y—cdacd z+y >;

e v : (0,d) x (0,d) = R cuwv(z,y) =avy = z+ydacdi z+y < dsi
v(x,y) =zvy =z +y—ddacax+y>d.

Vom aréata ca:

(I) f, g, u, v sunt operatii (binare);

(IT) cuplurile ((a,0], f), ((b,0],9), ([0,¢),u), ([0,d),v) sunt monoizi comuta-
tivi, izomorfi (operatiile sunt asociative, comutative si pentru fiecare existd unitate).

(I). Aratam ca f este operatie binara pe (a,0]. Fie z,y € (a,0). Dacdz+y > a
atunci zfy =z +y >a. © <0sly <0 implici © + y = zfy < 0. Deci zfy € (a,0].

Dacd z+y < a atunci zfy =x+y—a < 0. Dar x > a si y > a implica
x+y > 2a,deunde x+y—a=xfy > a. Decizfy € (a,0]. Asadar, f este operatie
pe (a,0].
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Este evident acum ci si g este operatie pe (b, 0].

Ardtdm cid v este operatie pe [0,d). Fie z,y € [0,d). Dacd = + y < d, atunci
azvy=x+y<d. Daciz >0siy >0, rezultd z +y = zvy > 0. Deci zvy € [0, d).

Dacd z +y > d atunci zvy =z +y —d > 0. Dar z < d si y < d implica
x+y<2dsizvy=x+y—d<d. Deciavy € [0,d). Prin urmare v este operatie
pe [0, d).

Este clar acum c3 si u este operatie (binara) pe (0, ¢).

(IT). Aritdm ci ((a,0], f): este monoid comutativ. Din definitia operatiei f
»Se citegte comutativitatea ei. Existd 0 € (a,0]. Dacd = € (a,0] atunci a < & =
x4+ 0 < 0 si atunci, conform definitiei lui f avem zf0 = z + 0 = z. Deci 0 este
unitatea pentru operatia f.

Sa stabilim cd f este asociativid. Fie z,y,z € (a,0]. Avem de ardtat ci
(xfy)fz=xf(yfz).

Cazul 1: z +y > a. Atunci zfy =z + y.

Cazul 1.1: z+y>asgiz+y+2z>a Atunc (zfy)fz=z+y+ z.

Cazul 1.2: z+y >asiz+y+ 2z <a. Atunci z(zfy)fz=x+y+z—a.

Cazul 2: z +y < a. Atunci zfy =z +y — a.

Cazul 2.1: z+y<asiz+y—a+z>a. Atunci (afy)fz=ax+y—a—+z.

Cazul 2.2: z+y<asiz+y—a+z<a. Atunci (zfy)fz=z4+y—a+z—a.

Cazul 1’: y+ 2z > a. Atunci yfz =y + 2.

Cazul '.1: y+z>asgix+y+ 2z >a. Atunci zf(yfz) =z +y+ 2.

Cazul 1'.2: y+z>asiz+y+2z<a. Atuncizf(yfz)=z+y+z2—a.

Cazul 2: y+ 2z < a. Atunci yfz=y+ 2z —a.

Cazul 2.1 y+z2<agiz+y+z—a>a. Atunci 2f(yfz)=x+y+2z—a.

Cazul 2/.2: y+z<asiz+y+z<a. Atunci af(yfz)=x+y+z—a—a.

Cazul 1.1 5i I'.1 implicd (zfy)fz =xf(yfz).

Cazul 1.1 gi 1'.2 nu existd datorita contradictiei ipotezelor.

Cazul 1.2 gi 1'.1 nu exista datorita contradictiei ipotezelor.

Cazul 1.2 gi 1'.2 implicd (zfy)fz =z f(yfz).

Cazul 1.1 si 2’.1 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
y+z<asiz<0gideciz+y+2z<a.

Cazul 1.1 si 2'.2 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
r+y>0g2z>asidecix+y+z>2a.

Cazul 1.2 gi 2'.1 implicd (zfy)fz =z f(yfz).

Cazul 1.2 si 2'.2 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze céci
r+y>asgiz>asideciz+y+2z>a.

Cazul 2.1 si 1’.1 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
r4+y<asiz<asideciz+y+z<a.

Cazul 2.1 ¢i 1'.2 implicd (zfy)fz =z f(yfz).

Cazul 2.1 ¢i 2'.1 implicd (zfy)fz =z f(yfz).

Cazul 2.1 si 2'.2 nu existd datorita contradictiei ipotezelor.

Cazul 2.2 si 1’.1 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
y+z>asix>asideciz+y+2z>2a.

Cazul 2.2 si 1'.2 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
y+z>asideciz+y+z>a.
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Cazul 2.2 gi 2'.1 nu existd datoritd contradictiei rezultati din ipoteze.

Cazul 2.2 51 2.2 (xfy)fz=af(yf2).

In concluzie, ((a,0], f) este monoid comutativ.

Evident, si ((b,0],g) este monoid comutativ.

Ardtdm ci ([0, d), v) este monoid comutativ. Din definitia lui v se vede imediat
cd v este comutativd. Existd 0 € [0,d). Atunci, daci z € [0,d) avem 0 < z =240 <
d si deci zv0 = x + 0 = z si astfel 0 este unitatea pentru v.

Aratdm ci operatia v este asociativa.

Cazul 1: z +y < d. Atunci zvy = x + y.

Cazul 1.1: z +y <dsixz+y+ 2z <d. Atunci (zvy)vz =z +y+ 2.

Cazul 1.2: z+y <dgiz+y+ 2z > d. Atunci z(avy)vz =z +y+ 2z —d.

Cazul 2: z +y > d. Atunci zvy =z +y — d.

Cazul 2.1: z+y>dsiz+y—d+ 2z <d. Atunci (zvy)vz =4+ y—d—+ z.

Cazul 2.2: z+y >dsizx+y—d+ 2z > a. Atunci (zvy)vz =2+y—d+z—a.

Cazul 1’: y+ z < d. Atunci yvz =y + 2.

Cazul I'.1: y+z<dsiz+y+ 2z <d. Atunci zv(yvz) =x+y+ 2.

Cazul 1'.2: y+ 2z <dsgix+y+ 2z > d. Atunci zv(yvz) =2 +y+ 2z —d.

Cazul 2': y+ 2z > d. Atunci yvz =y + z — d.

Cazul 2/.1: y+ 2z >dsix+y+ 2z —d <d. Atunci av(yvz) =z +y+ 2z —d.

Cazul 2'.2: y+2z>dsiz+y+2z—d>d. Atunci zv(yvz) =ax+y+z—d—d.

Cazul 1.1 si 1.1 implicd (zvy)vz = zv(yvz).

Cazul 1.1 si 1’.2 nu exista datoritd contradictiei ipotezelor.

Cazul 1.2 gi 1'.1 nu existd datorita contradictiei ipotezelor.

Cazul 1.2 gi 1.2 implicd (zvy)vz = zv(yvz).

Cazul 1.1 si 2'. nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
y+z>dsix>0sgideciz+y+2z>d.

Cazul 1.1 si 2'.2 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
r+y<dgiz<dsgidecixz+y+z<2d.

Cazul 1.2 gi 2.1 implicd (zvy)vz = zv(yvz).

Cazul 1.2 si 2'.2 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
r+y<dsgiz<dsideciz+y+z<2d.

Cazul 2.1 si 1’.1 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze cici
r+y>dgizx>0sgideciz+y+2z2>d.

Cazul 2.1 si 1.2 implicd (zvy)vz = zv(yvz).

Cazul 2.1 si 2.1 implicd (zvy)vz = zv(yvz).

Cazul 2.1 si 2'.2 nu exista datoritd contradictiei ipotezelor.

Cazul 2.2 si 1'.1 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze céci
y+z<dsix<dsidecixz+y+z<2d.

Cazul 2.2 si 1'.2 nu existd datoritd contradictiei rezultatd din ipoteze céci
y+z<dsix<dsidecixz+y+z<2d.

Cazul 2.2 gi 2'.1 nu existd datorita contradictiei ipotezelor.

Cazul 2.2 gi 2.2 implicd (zvy)vz = zv(yvz).
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Deci ([0,d),v) este monoid comutativ. Este clar ca si ([0,¢),u) este monoid
comutativ.

Sa stabilim in continuare izomorfismele dintre cei patru monoizi.

Deoarece a < x < 0, rezultd b < (b/a)x < 0 si deci existd F : (a,0) — (,0)
cu F(z) = (b/a)x. Ardtam ci F este izomorfism intre ((a,0], f) si ((b,0], g).

Avem F(t):F(s)®(g)t:(g)s®t:5.

Deci F este injectie.

Daci y € (b,0), ceea ce este echivalent cu b < y < 0, atunci existd
(a/b)y € (a,0] astfel incat F((a/b)y) = (b/a)(a/b)y = y.

Deci F este si surjectie.

Fie 2,y € (a,0]. Atunci zfy =z +y daci z+a >asizfy =2+ y— a dacd
z+y <a. Incazul x +y > aavem (b/a)(:c +y) = (b/a)x + (b/a)y > (b/a)a = b si
atunci F(zfy) = F(z +y) = (b/a)(z +y) = (b/a)r + (b/a)y = ((b/a)z)g((b/a)y) =
= F(z)gF(y). In cazul x +y < a avem (b/a)(z+y) = (b/a)x+ (b/a)y < (b/a)a =b
gi atunci F(zfy) = Flx +y —a) = (b/a)(zx+y —a) = (b/a)x + (b/a)y — b =
= ((b/a)z)g((b/a)y) = F(x)gF(y).

Deci F este izomorfism.

Deoarece b < = < 0 implicd 0 < (¢/b)z < 0, atunci existd G : (b,0] — [0,¢) cu
G(z) = (¢/b)x.

Dar

G(s) =G(t) & (¢/b)s= (c/b)t & s=t

si deci G este injectie.

Dacid y € [0,¢) echivalent cu 0 < y < ¢, atunci existd (b/c)y € (b,0] astfel
incat avem G((b/c)y) = (¢/b)(b/c)y = y i deci G este surjectie.

Acum, dacid z,y € (b,0] atunci zgy =x+y dacdiz+y >bsizgy=ax+y—>b
daci x+y < b. In cazul x+y > b atunci (¢/b)(x+y) = (¢/b)x+ (c/b)y < csi atunci
avem G(zgy) = Gz +y) = (c/B)(x +1) = (¢/8)z + (c/b)y = ((c/b))ul(c/b)y) =

G(z)uG(y). In cazul z 4+ y < b avem (¢/b)(z +y) = (¢/b)z + (¢/b)y > ¢ si atunci
G(xgy G(z+y—b) = (¢/b)(x+y—0b) = (¢/b)z+(c/b)y —c = ((¢/b)x)u((c/b)y) =
= G(2)uG(y).

Deci G este izomorfism intre monoizii ((b,0], g) si ([0, ¢),u).

Dacid 0 < z < ¢ atunci 0 < (d/c)z < d si deci existd H : [0,¢) — [0,d) cu
H(z) = (d/c)x. Dar

H(s)=H(t) < (d/c)s = (d/c)t & s =1

si deci H este injectie.

Dacd y € [0,d), ceea ce este echivalent cu 0 < y < d, atunci existd
(¢/d)y € [0,c) astfel incat H((c/d)y) = (d/c)(c/d)y =y si deci H este surjectie.

Daci z,y € [0,d) atunci zuy = r+y daci e +y < csizuy =z +y—c
daci z +y > c. In cazul z +y < ¢ avem (d/c)(z +y) = (d/c)x + (d/c)y < d si
atunci H(zuy) = H(z +y) = (4/c) (s +y) = (d/c)z + (d/)y = (d/c)z)u((d/c)y) =
= H(z)vH(y). In cazul z +y > ¢ avem (d/c)(z + y) = (d/c)x + (d/c)y > d si
atunci avem H(zuy) = H(x +y —¢) = (d/c)(x +y —¢) = (d/c)x + (d/c)y — d =
= ((d/c)z)o((d/c)y) = H(x)vH (y)-
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Deci H este izomorfism intre monoizii ([0, ¢),u) si ([0, ¢),v).

Observatie. Ne-am inspirat din H. L. Royden, Real Analysis, New York, 1963 unde
la pagina 52 se afirmi (fara demonstratie) cd, pentru ¢ = 1 in problema noastra, u este
operaftie asociativd gi comutativd, aceasta servindu-i autorului (crtii) in constructia unei
multimi neméasurabile Lebesgue.
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PROBLEME PROPUSE

259. Fie FE spatiul vectorial al functiilor indefinit derivabile definite pe R cu
valori in C i fie f € E. Pentru orice t € R, sa consideram functia ¢; € E definita
de egalitatea @i (z) = f(x + t) si fie E(f) = Sp{®t}ter-

a) S& se precizeze dimensiunea spatiului E(f) in urmatoarele cazuri:

filx) =¢e%;  fo(x) =sinz;  fi(x) =ax; falx) = xe®.

Sa se verifice apoi ca daca f este de forma f(x) = p(x)e®®, unde p este un
polinom de gradul n cu coeficienti complecsi, iar a € C '), atunci E(f) este finit
dimensional si cid rezultatul raméane valabil si in cazul cidnd f este o combinatie
liniard de astfel de functii. Sa se arate ca, daca

atunci E(f) nu are dimensiune finita.
b) Fie {g1,...,9»} C F un sistem de n functii liniar independent. Si se arate
ci existd n numere reale mutual distincte aq,...,a,, astfel incat

det(gi(a;)) # 0.

c) Fie f € E astfel incat dime E(f) = n si fie {g1,...,9,} o bazd in E(f). S&
se arate cd existd functiile unice hy, ..., h, € E(f) astfel incat

f(@+1) = h()g1(z) + ... + ha(t)gn().

d) In ipoteza de la punctul c), sd se arate ci f satisface o ecuatie diferentiald
liniard gi omogena de ordinul n cu coeficienti constanti.

e) Aplicand rezultatul de la punctul d), si se determine functiile f pentru
care dim¢ E(f) = 2.

Dan Radu

1) O functie de forma considerati este numitd, uneori, si quasipolinom. (N.A)
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260. Sa se determine numerele complexe de modul 1 cu proprietatea ci
1+z+...4+2">1,

pentru orice numar natural par n.
Marian Tetiva
261. Dacd (a,)n>1 este un sir de numere reale strict pozitive astfel incat
nlln;o(an+1 —an) =a € R, si se calculeze

an

e a1

li In — —
nLrI;o(nanr;k 7) ’

unde m € N* gi v = 0,577216. .. este constanta lui Euler.
Dumitru Batinetu-Giurgiu

X:(t u )eMg((C).

262. Fie

vow

Pentru orice n € N, notam

xn_ [ n Un
U Wn

si fie a =t + w, b = tw — wv urma, respectiv determinantul matricei X. Sa se arate
cid urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
i) Sirurile (tn)n>1, (Un)n>1, (Vn)n>1, (Wn)n>1 sunt toate convergente.
ii) Are loc una dintre situatiile
e X =I5 (matricea unitate de ordinul al doilea);
e g =b+ 1 si b este un numir de modul mai mic ca 1;
e la|? +|a® —4b] < 2([p]* +1) < 4.
Marian Tetiva
263. Fie G centrul de greutate al tetraedrului oarecare [ABCD] si r, R razele
sferelor inscrisa, respectiv circumscrisa acestuia. Se noteazi cu 7y, 79, T3, T4 razele
sferelor inscrise tetraedrelor [GABC), [GABD], [GACD] si respectiv [GBCD]. Sa

se arate ca:
1 1 1 1 R?
T1 T2 T3 T4 T
3

R?’

8
c) 7“1+7“2+7“3+7“4>3r.

b) r1 + 1o +1r3+714 > 16

Marius Olteanu
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SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

238. Fie G un grup aditiv abelian, iar f : G — R o aplicatie cu proprietatea ca

fl@+y)+ flz—y) <2f(z) +2f (),
pentru orice x € G.

Notim M = {m € N |m > 1, f(mz) = m?f(z), Vo € G}. Sd se arate cd, daci M # 0,
atunci inf M = 2. (In legaturd cu problema 234.) 1)

Dan Radu

Solutia autorului. Presupunand M # (), si notdm cu mg = inf M > 1. S& observim,
mai intai, c4 pentru x = 0 avem f(0) = m2f(0) si cum mo > 1, rezultd f(0) = 0.

S& presupunem acum, prin absurd, cd mg > 2. Vom deosebi doud cazuri:

Cazul I: mo = 2p. Atunci, tinand seama de proprietatea lui mg, de inegalitatea din enunt
si de rezultatul stabilit la problema 234, vom avea:

4p? f(z) = f(2px) = f(pz + pz) + f(pz — px) < 2f(px) + 2f (p7) = 4f (p2) < 4p*f(2),

de unde rezulta f(pz) = p?f(z), ceea ce contrazice minimalitatea lui mg.
Cazul 1I: mg = 2p + 1. Atunci, uzand de aceleasi argumente, vom avea:

(4p° +4p+2) f(x) = @+ D f(2) + f(2) = f(2p + D)z) + f(2) =
=f(lp+ )z +px)+ f((p+ 1)z —pz) <
<2f ((p+ D) + 2f(pr) < 2(p+1)*f () + 2p° f(x) = (4p° + 4p + 2) f(2)

si deci

(2p* +2p+1) f(z) = f ((p+ Dz) + f(pa). 1)
Pe de altd parte

flp+1)z) + f(pz) < f((p+ D) + p°f(x) (2)
si deci, din (1) si (2), rezultd

(p+1)*f(x) < flp+ D). 3)

Cum, conform problemei 234, avem si

fp+1)2) < (p+1)%f(2),

urmeazd f ((p + 1)x) = (p + 1)2f(x), ceea ce contrazice, din nou, minimalitatea lui mg.

Cu aceasta demonstratia este incheiata.

Nota redactiei. Solutii corecte ale problemei am primit de la domnii Marian Tetiva,
profesor la Colegiul National Gheorghe Rosca-Codreanu din Barlad , Rébert Szdsz, Universitatea
Sapientia din Targu-Mures, precum si de la Benedict G. Niculescu, profesor la Colegiul de Pogta
si Telecomunicatii Gh. Airinei din Bucuresti.

239. Se stie ca orice divizor prim q al unui numdar Fermat Fy, = 22" 4 1 este de forma
2712k + 1 (k fiind un numdr natural). Fie q un asemenea divizor al lui Fy, astfel tncit ¢° nu
divide pe Fy, gi k este impar.2)

Atunci 2971 # 1 (mod ¢2) si ordinul clasei lui 2 in Z,2 se divide cu q.

Marian Tetiva

Solutia autorului. Putem scrie pe 29— — 1 in forma

on+2p .

2 1= (2"~ )E@F + D)E@*F + 1) @+ 1E2F 4 1),

conform teoremei lui Fermat, una dintre aceste paranteze se divide cu q: este vorba de penultima,
. n . . .
deoarece q divide pe 22" + 1 si, k fiind impar,

92"k 1 = (22" L )22 (k- _ 92" (k=2) 44 922 2" 4y

1) in enuntul problemei, apirut in G. M. -A nr. 2/2007, dintr-o eroare, in loc de ,M # (¥ a
apdrut ,M = (. Facem cuvenita rectificare. (N. R.)

2) Dintr-o regretabild eroare, in enuntul problemei ap#rut in G. M. - A nr. 2/2007 apare
52272k + 14 in loc de ,2" T2k + 1“ cum este corect. Facem cuvenita rectificare. (N. R.)
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Datoritd ipotezei, q este factor al lui 22" 4 1, pe cand ¢2 nu este. Avem
22" =1 (mod q)

deci - )
22”0 = (=1)Y  (mod g),

deci a doua parantezd este congruentd cu k modulo ¢; asadar glk si ¢ fiind prime intre ele) factorul
q apare doar o datd in descompunerea in factori primi a lui 22"% + 1.

Pentru ci 22"% = —1 (mod g), obtinem 22" e = 1 (mod gq), deci nici ultimul factor al
lui 22" 1%k _ 1 (ultima parantezd) nu se divide cu q. in ce priveste factorii dinaintea lui 22"k 4 1,
nici acestia nu sunt divizibili cu gq. Aceasta deoarece oricare dintre relatiile 2 = 1 (mod q) sau
22’k = _1 (mod q) (pentru j < n) implici 22"% =1 (mod ¢), dar noi deja am vizut ci 22" =
= —1 (mod q) (si g este impar, deci 1 Z —1 (mod q)). Astfel am aritat ci ¢ apare cu exponentul
exact 1 in descompunerea lui 29! — 1 in factori primi, deci 297! £ 1 (mod ¢?).

Pentru ultima afirmatie, fie d ordinul clasei lui 2 in grupul unitdtilor lui Zg2, care trebuie
sd dividd pe ¢(¢?) = q(¢ — 1) (cu ¢ notdm indicatorul lui Euler), datoritd teoremei lui Euler:

2e(d®) = 1 (mod ¢?). Pe baza celor demonstrate anterior d nu divide pe ¢ — 1, dar divide pe
q(q — 1); desigur, aceasta inseamni ci d are factorul q.

Observatie. Deoarece 2¢~1 — 1 nu se divide cu ¢2, nu se divide nici cu vreo putere ¢° cu
exponent s > 2. Cum ¢(q°) = ¢ 1(q — 1), rezulti cu acelasi rationament c ordinul clasei lui 2 in
Zgs (s > 2) este divizibil cu q.

Nota redactiei. O solutie corectd a problemei am primit de la domnul Rdébert Szdsz, Uni-
versitatea Sapientia din Targu-Mures, precum si de la Benedict G. Niculescu, profesor la Colegiul
de Postd si Telecomunicatii Gh. Airinei din Bucuregti.

240. Fie a, b si x numere pozitive astfel incit x = vVab > 1. Sa se arate cd, pentru orice
k numdr natural, are loc inegalitatea
1 1 2
+ > :
l+a+...+ak  1+4+b+...4bF ~ 1+az+...+2k

Vasile Cirtoaje
Solutia autorului. Vom utiliza metoda inductiei. Pentru & = 1, avem
1 1 2 1 a 2 (z —1)(z — a)?

1+a+1+b71+x:1+a+a+12 1+z:(1+a)(a+x2)(1+z)_

in continuare, considerim inegalitatea adevaratd pentru £ — 1, k > 2, adica:

24 @)+ (b )] (14440t >

22(1+a+...+a’“*1> (1+b+...+b’“*1>
si ardtdm cd este adeviratd pentru k, adicd
24 @)+ 4 (P 408)] (et b)) >2(14at . +ab) (14b4 . +00).
Valorificand ipoteza de inductie, riméane si aritidm ci

[2+(a+b)+...+(ak_1+bk_1)]zk+(ak+bk) (1+z+...+xk_l)+(ak+bk>zk2

22(1+a+...+a’“*1) b* + 2a* (1+b+...+b’“*1>+2akb’“.

Introducand notatia
E; = (ai + bi) zF + (ak + bk) ' — 2a"bF — 2akbi,
inegalitatea poate fi scrisa astfel

1
Eo+ Bi+ ..+ Buoy + 5 B 2 0.
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Pentru demonstrarea acestei inegalitati, vom ardta ca

Avem

1
EO+§Ek > 05

Ei+Ey ;>0 1<i<

Ek/2 2 0, k— par.

|

1
Eo =2zF —a¥ — bk, 5Ek = (ak + bk) zF — 2aFbF = (ak + bk — 2a:k> $k,

Eo + %Ek - (ak +k— Zxk) (xk - 1) >0.

1
Deoarece a® 4 b* > 2V aFb* = 2z*, rezultd Eo + §Ek > 0.

N k
In vederea demonstrarii inegalitatii £; + Fr_; > 0, pentru i < 3 avem

E;=a' (J?k - bk) + b (J?k —ak) +af (xz - bi) +bF (xz —ai) =

2k
+
ak )

20

atl

x21

at

- (:kaak) +ak <zif

(xk _ ak) +aF <$z _

24

21 2k

atl

2i 2k ]
x.>+7;_k($z_az)

atl

x . . i i €T Y Y
:7(2;1_(11) (ka z_a2k z) _ak_i (mk_ak> (ij 21_ak 21)7

deci

In mod similar,

1.2k—2i

Ey > ———
al

Rezulta

X
E; +Ep_; > e

24

(xk _ ak) (in—k . a2i—k> _

24

2% (z_k72i . 1) (z_k . ak) (xk—Qi
a’

in cazul k par, anume k = 2j, avem

zk

ak—i

k

_ ak—2i> > 0.

(xk . ak) (xk—Qi . ak—2i> )
(z_k . ak) (z_k72z _ ak72z> + (z_k _ ak) (z_k72z _ ak72z) _
ak—

Eyjp=E; = (aj +bj) x4 (a2j+b2j) x’ 72(aj +bj) 2% = [an + Y — (aj +bj) :cj] zd =

= [a2j + 6% — (a7 + ) aj/2b]'/2] 2 = (aj/z _ bj/2> (a:sm _ ij/2) 2 > 0.

Cu aceasta, inegalitatea este demonstratd. Pentru k = 1, avem egalitate in cazurile ab =1

sau a = b, iar pentru k > 2, avem egalitate in cazul a = b.

Solutie datd de Ilie Bulacu, matematician la Erhardt+Leimer PTS, Bucuresti. Vom
demonstra inegalitatea din enunt in 3 pasi.

Pasul 1. Vom aridta cd functia f(z) =

z > 0, adica
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1) =

1

f'(x) >0, Va>o0.

Prin calcul, rezultd imediat urmitoarele expresii pentru derivatele functiei f(x):

7ez+2e21+...+kekz

(14e*+... +ekz)

2

1+e”+ e

+

) k € N*, este convexd pentru

k € N¥,



2 (6% 4262 + ... + kek®)? — (12e7 42262 4 ... + k2eh®) (14 €% + ... 4 €k?)
(1+e®+... +ekz)?

Notéand e® = y, inegalitatea f”/(z) > 0, pentru z > 0, se reduce la inegalitatea

, keN”.

1"(@) =

2(y+2y2+...+ky’“)22 (Py+22% + 4 k%) (T4 g+ hob), REN, y>1,

Vom demonstra acestd inegalitate prin inductie dupa k.

Pentru k = 1 inegalitatea devine 2y? > y(1 + y), oricare ar fi y > 1, care este evident
adevirata.

Presupunem cd inegalitatea este adeviratd pentru k si ardtdm ca este adeviratd pentru
k+1.

Tinand cont de ipoteza de inductie si impartind cu y**1, avem succesiv:

2[y+2y2+...+(k+l)yk+1]22[12y+22y2+...+(k+1)2y’“+1] (1+y+...+y’“+1>,
BEN', Vy>1e20k+1220 0 £ a(+1) (y+20° +.. + ky) g >
> (k+1)2 (1+y+“_+yk> yk+1+(12y+22y2+_“+k2yk> yk+1+(k+1)2y2(k+l)’ EeEN" Vy>1le
o2k + )25 a4k +1) (y+2y2+...+kyk) >
2(k+1)2(1+y+...+yk)+(12y+22y2+...+k2yk>+(k+1)yk+1), keN*, Vy>le
G+ D2 (¥ —1) = [+ D2 =4k + 1) + 12y — ... — [(k+ 1) — 4k + 1) + K] y* > 0,

k € N¥, Vy21©(k+1)2(ykJrlfl)+a1y+a2y2+...+akyk20, keN*, Vy>1,

unde
ai =3(k+1)2-[2(k+1)—i*, ie{l,...,k}. keN*.

Deoarece a1 < az < ... < ap, k € N*giy <32 < ... <y, k € N*, pentru orice y > 1,
conform cu inegalitatea lui Cebdsev, obtinem:

k(a1y+a2y2+...+akyk> Z(a1+a2+.--+ak)(y+y2+...+yk), keN* siy>1.

Prin urmare, este suficient s¥ arftim ci ay + as + ...+ ax > 0, k € N*. Intr-adeviir, avem
a1 faz+ ... tap=3kk+1)2 -2k +1) -1 -2k+1)—22—... —[2(k+1) —k* =
=3k(k+1)? —4k(k+ 1) +4(k + D)1 +2+...+k) — (12 + 22 + ... + k%) =
k(k+1)(2k + 1) Bk +1)(2k+1) _ k(b +1)(4k+5)

= k(k+1)>— =

0,
6 6 6

= k(k+1)%4+2k(k+1)2 -
k € N*.
Asadar
(k+1)2 (ykﬂfl) taiyt+asy® ... +agy® >0, keNt, Vy>1.

Pasul 2. Ardtdm ci inegalitatea din enunt este adevdratd pentru a, b numere reale pozitive
astfel incat 0 < a <1< bgiab=1.
Prin urmare, vom demonstra urmitoarea inegalitate:

1
>
l+a+...+aF + 14+b4+...40bF = k41’

Egalitate avem dacd si numai dacd a =b = 1.

k € N*.

R 1
Intr-adevir, inlocuind pe a cu 3 aceastd inegalitate se scrie succesiv:
bk +1
L4+b+...4+bF = k+1’
& (b-1)2 [(k; —1)BET2 4 2k — 2)6F 3 4 3(k — 3)bF 4 4 Ak — 4)F 5 4+ 2k — 2)b + (k — 1)] >0,

ke N* & (k—1)bF—2 (bk—l Foh e+ b>+(k71) >0, keN* &
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k € N*, ceea ce este, evident, adevirat. in plus, egalitate avem dacd si numai daca b= 1.
Observatie. Aceastd inegalitate poate fi demonstrata si astfel: consideram functia

h(b):(k—1)bk—2(bk_1+bk_2+...+b2+b)+(k—1)20, keN*, b>1

si ardtdm cd h este o functie crescdtoare pentru b > 1, de unde rezultd ca h(b) > h(1l) = 0.
Intr-adevér:

(b)) =k(k—1)bF 1 —2(k —1)bF 2 —2(k —2)bF 3 — ... —2.20—2> 0, k € N*¥,
deoarece
K (b) =(b—1) [k(k S (k= 1)k —2)bF 3 4 (k—2)(k— 3P4 ... +3-26+2-1] >0,
k € N*.

O altd metodd de a aridta cd h/(b) > 0, pentru orice b > 1, se bazeazd pe inegalitatea lui
Cebdsev aplicatd sirurilor a1 > az > ... > ap_1, k € N* 5i 1 < b < b2 < bk—3 < ph—2 | € N*,
unde a; = 2(k —i), 3 € {1,...(k— 1)}, k € N*.

Prin urmare:

k(k—1
2(k—1)bF 24 2(k—2)bF 3 4. 422042 < ﬁ(kq)b’“l =k(k—1)b""', keN*, Vb>1.
Pasul 3. Aplicdm corolarul teoremei functiilor "right-convex" (RCF-Corollary, [1]) functiei
1
t)=———— keN" t>0.
1) 14+t+...4+tk

Conform acestui corolar, dacd functia fi(z) = f(e®) este convexd pentru x > lnr, r > 0
si dacy inegalitatea f(a) + f(b) > 2f(v/ab) este adevirati pentru a, b numere reale pozitive astfel
incat 0 < a < r < b §i Vab = r, atunci inegalitatea f(a) + f(b) > 2f(v/ab) are loc pentru a, b
numere reale pozitive astfel incat vab > r. In cazul nostru luim r = 1 si tinand cont de rezultatele
de mai sus, inegalitatea din enunt, este demonstrata.

Bibliografie
[1] V. Cirtoaje, Algebraic inequalities. Old and New Methods, GIL Publishing House, Zaliu, 2006.

Solutie datd de Rdbert Szdsz, Universitatea Sapientia din Targu-Mures. Fie a,b € (0, c0),
ab = 2 > 1. Definim functia f : (0,00) — R astfel

) ! + :

Tl tte2 ..+t 22 22\ 2 22\ F’
)
Inegalitatea de demonstrat este echivalentd cu

fla) > f(=). 1)
Fara a restrange generalitatea putem presupune cd a > x.
Vom demonstra cd functia f este crescitoare pe intervalul [z,a], de unde va rezulta inega-
litatea (1).
Derivata functiei f este

k 22 A k )
. il s4l
Zl(t) ;zt

tf(t) = == -
e ka2 2 ko2
%)) ()
Nt i=1
si, dacd introducem notatia
k
> it
g(t) = "=
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atunci obtinem egalitatea

z2
0 =9(%) - 0. &)
Vom arita cd, daci t € [z, a], atunci
z2
g <T> > g(t) ®3)

si acest rezultat, conform lui (2), va implica
f@) >0, Vte€[z,al
Derivata functiei g : (0, 00) — R defini¥ prin

k
> it

i=1

k
P
i=1

g(t) =

este
(Zi2t1—1> (Zt’) -2 (Z w—1> (Zit’)
i=1 i=1 i=1 i=1
g'(t) = — 3 .
i=1
Consideram polinoamele
k ) k )
Pi(t) = (Z i2t11> (Z tz> =ao+art+ast®+...+ag_ 1251,
i=1 i=1
Po(t) =2 (Z it21> (Z itl> =bo+ b1t + bot® + ...+ bop_1t2F 1
=1 i=1
si
Q(t) = P(t) — Pa(t) = co+ c1t + cat® + ...+ cop_1t2F 1,
Observam ci: Q)
t
gt)=—""—, (4)

(=)

ai=3(G+12 =1 )(’JFG @i+ oo,
j=0
k N 072 ) 9 .
— i) (2k2 + 2ki + 2 1 _
appi = Z j2:(k 1) (2k* 4+ /m—i(; i° + 3k + 3i + )7 i 0FTT,
j=it+1
bi:2Z(i—j>(j+1):%, i =0k,
=0
k—i—1 P ) 9 )
_ 4 2 .
bers =2 Z (k—j)(z‘—l—j-i—l):(k i) (k2 + /mj;?,kﬂ +3i+ )’ P
j=0

Un calcul simplu ne aratd ca a; > b;, ¢ = 0,k —1 s§i agy; < bgy4, 1 = 0,k —1, iar de
aici obtinem c& primii & coeficienti ai polinomului @ sunt pozitivi, iar urmétorii k coeficienti sunt
negativi (¢; >0, cpq; <0,i=0,k—1.)

in polinomul Q spunem ci avem o schimbare de semn, dacd existi un indice
j€40,1,2,...,2k — 1} pentru care avem c¢;c;+1 < 0.
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Evident, numarul schimbarilor de semne in polinomul @ este egal cu numdrul indicilor
1€{0,1,2,...,2k — 1}, pentru care are loc inegalitatea c;c;+1 < 0.

O teoremd a lui Déscartes ne spune cid numdarul radacinilor pozitive ale unui polinom cu
coeficienti reali este cel mult egal cu numdirul schimbirilor de semne in polinom (vezi volumul
Polinoame gi ecuatii algebrice de L. Panaitopol, I. C. Drighicescu, Editura Albatros, 1980, pag.
94).

Conform acestei teoreme, polinomul @Q are cel mult o ridicind pozitivd si cum Q(0) > 0
si Q(1) < 0, rezultd cd polinomul @ are exact o ridicind pozitivd si aceastd rddicind to este in
intervalul (0, 1].

Din observatiile precedente deducem cd Q(t) > 0, ¢t € [0,%0) si Q(t) < 0, ¢ € (o, 00), iar
egalitatea (4) implicd

g'(t) >0, tel0,ty), ¢'(t)<0, tE€lto,a). (5)
. . . 1 .
Dacd ¢ € [z, a], atunci, din (5), deducem ci functia g creste pe intervalul {;,to si descreste

1 1 1
pe [to, t] (in cazul n < to) si functia g descreste pe intervalul {;,t} (in cazul n > to).

Cum
k k
Z i2k—i Z it
1 i— -
g <;> = Z_lk 5 > ZZI 5 = g(t),
i=1 i=1

inf { g(s)| s € l,t =g(t). (6)
{otee [}

2 1 2
Conditia = > 1 implicd % S {;,t}) si deci, conform lui (6), avem g <%> > g(t), adicd

rezultid cd

(3) este adeviraty.
Din acest rezultat si din (2) obtinem ci f/(t) > 0, ¢t € [z, a], care inseamni c¥ are loc (1).

Nota redactiei. Solutie corectd ne-a transmis si domnul Marius Olteanu — S. C. Hidro-
constructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-Vélcea.

241. Sa se determine o € R gtiind ca

1
L= lim n® / sin?™ L; dz € (0, 00).

n— oo
0
Sa se calculeze L in acest caz.

Gheorghe Szoll6sy

Solutia autorului. Vom incepe prin a enunta doud leme:
Lema 1. (cunoscutd) Dacd f : [0,1] — R admite derivatd continud, atunci

1
) 1 & k 1
Jmon (220 (3) - 0/ fla)de | = 2 (F1) = FO). )
Lema 2. Avem
nle™
1 =1.
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Este evident cd existd cel mult un numair « pentru care lim n*I, € (0,00). (Presupunand
n—oo

cd lim n*I, =3 € (0,00), pentru a # o arbitrar, avem
n—0o0

lim n%l, = lim n®" %0 = 0, dacd a<ag
n—oo " n= o0 oo, dacd a>ag ’

Vom ardta ci lim /nl, =
n— oo

b
vt

Deoarece 9 1
" —
I, = In_1,
n n n—1
pentru orice n > 1, iar
Ip=1,
avem
2n
;_1.3 2n—1 (n)
"T 2 4 on 220

deci rdméne de ardtat ca

1
Aplicand Lema 1, pentru f(z) = In(1 + ) (/ f(z)dz =21n2 — 1), obtinem
0

- 1
lim (Z ln<1+ﬁ>—2nln2+n> = —1n2
n—oo =1 n 2

si apoi
2n)!
lim (lnm —In22" 4+ Ine™ — ln\/§> =0,
n— o0 nlnn
de unde
. (2n)len
lim ——— =1,
n— oo n[anQn\/ﬁ
adicad

2n
n ( ) 2nm
.an =1,
n—00 nN\/2nmT 22n./2
de unde, folosind Lema 2, avem

2n
o L)V
e T

N 1 1
In concluzie, lim I, € (0,00) daci si numai dacid o = 2 iar L = lim /nl, = —.
n—oo

n— oo ﬁ

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rogca-Codreanu
din Béarlad. Avem, cu o schimbare de variabild simpla,

jus

2
T 2

/sinzn —dr =~ / sin?" ¢dt,
2 ™

0 0

iar pentru integralele I, = [ sin®" ¢dt obtinem printr-un procedeu standard de integrare prin parti

O\ml:!

formula de recurenti
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care conduce imediat la
@n-1)'  2n-1~w
el ' T T @2n)t 2
(unde prin (2n—1)!!, respectiv (2n)!!, intelegem produsul tuturor numerelor intregi pozitive impare,
respectiv pare, pan# la 2n — 1, respectiv 2n). Atunci

In =

L
Q
A

SI-

L:limnin:hmna_% L.M.\/n_i_l:
n—oo (2n)!! n—oo nyl (o 2
2

NI~ NI~ N|

8
Q
%

)

i 24 (2n) 1 \/?
im . =,./Z
n—oo1.3..... 2n—1) V2n+1 2

pe care am rescris-o in forma

1
Astfel, vedem ci valoarea lui « ceruti in enuntul problemei este o = > pentru care limita

1
este ﬁ
Nota redactiei. Solutii principial identice cu cea datd de d-1 Marian Tetiva ne-au mai
fost trimise de domnii Nicusor Minculete — Universitatea Dimitrie Cantemir din Brasov, Marius
Olteanu — S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-Valcea gi
Robert Szdsz, Universitatea Sapientia din Targu-Mures, precum si de la Benedict G. Niculescu,
profesor la Colegiul de Posta si Telecomunicatii Gh. Airinei din Bucuresti.

242. Sa se arate ca

A B
a) ro sinE +ry sinE + r sin

CBp\/2§
223

n
5 3) , pentru orice n € N*;

b) 2(4R + 7)?(2R —r) > p?(11R — 4r),
unde notatiile sunt cele uzuale intr-un triunghi.
Nicugor Minculete

Solutia autorului. Pentru n = 1 avem de demonstrat inegalitatea

B
rq sin — + rp sin — + resin 5 > % (1)

A C
Cum rq = pth, r, =ptg—, re = pth, inegalitatea (1) devine

adicd

™
ceea ce este evident, deoarece functia f (O, 5) — 00, f(xz) = tgz - sinzx, este convexd intrucat

™
f"(z) > 0, pentru orice = € (0, 5) si, din inegalitatea lui Jensen, avem

ZZAﬁ

S

A
Ztg—sm— > 3tg 5
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. . A . B . C L .
Fie a > b > ¢; atunci rq > 7 > 7¢, sin B > sin 5 > sin o5 ceea ce implicd, cu ajutorul

inegalitatii lui Cebdsev,

1 _ A 1 pVv3 _ V3 [(ra+Tp+ 1\t
ZTZSIH—Zg n-1 ZrasmEZg.Tzrg IZT % >
-1
LoV (pv3\" 3 (pvB)"
= 2 3 T2\ 3 ’

Am utilizat inegalititile

a:"il—i—y"*l—i-z"*l S <$+y+Z
3 - 3

n—1
> , n>1 z,y,2>0

si
ra+rb+rc:4R+T2p\/§

(vezi[1], pag. 25).
b) Utilizand inegalitatea (1) si inegalitatea lui Cauchy, avem

2
Zri-Zsin2§2 <Zrasin§> 2%.

Z r2 = (4R + )% — 2p?

Dar

([1], pag. 13) s
.9 A r
Z sin® — =1— —
2 2R

([1], pag. 8) si, prin urmare,

2 2 3p?
[AR+7r)?> —2p*] 2R — 1) > 2R - -
de unde
2(2R —r)(4R +1)% > p?(11R — 4r),
q.e.d.

Bibliografie
[1] N. Minculete, Fgalitati si inegalitati geometrice in triunghi, Editura Eurocarpatica, Sfantu
Gheorghe, 2003.

Solutie dat#, la punctul b) al problemei, de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National
Gheorghe Rogca-Codreanu din Barlad.
b) Inegalitatea lui Blundon

p<2R+ (3\/5—4)7"
ne aratd ci, pentru a obtine acest punct, este suficient si demonstrim ci
2(4R +1)2(2R — r) > (2R + (3\/3 - 4) r>2 (11R — 47).
Un calcul simplu ne aratd cd aceasta se scrie echivalent
20R2 4 (192 — 132V/3)R%r 4 (132v/3 — 549)Rr? + (170 — 96v/3)r> > 0

sau inca
(R — 2r)(20R? 4 (232 — 132V/3) Rr + (48V/3 — 85)r2) > 0.

Aceastda din urmai inegalitate rezultd folosind inegalitatea lui Fuler R > 2r; conform aces-
teia, primul factor este nenegativ, iar al doilea este mai mare decét

20 - 472 + (232 — 132v/3)2r2 + (48V/3 — 85)r2 = 27(17 — 8V3)r? > 0,
ceea ce incheie demonstratia. Desigur, am folosit si faptul c& 232 — 132v/3 > 0.
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Nota redactiei. Solutii corecte ale problemei au mai dat domnii Marius Olteanu — S.
C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-Vilcea si Robert Szdsz,
Universitatea Sapientia din Targu-Mures, precum si domnul Benedict G. Niculescu, profesor la
Colegiul de Postd si Telecomunicatii Gh. Airinei din Bucuresti.

ISTORIA MATEMATICII

Recreatii Stiintifice — 125 de ani de la aparitie!)

de TEMISTOCLE Birsan g1 Dan TiBa

La 15 ianuarie 1883, la Iasi (in tipo-litografia ,,Buciumului Roman®), apirea primul numir
al revistei ,Recreatii Stiintifice®, publicatie stiintifici adresatd unei largi audiente, o premierd in
peisajul cultural roméanesc de la acea datd. Colectivul de entuziasti care au pus piatra de temelie a
acestei intreprinderi cu profunde reverberatii in viata academica roméni era format din N. Culianu,
C. Climescu, I. Melik (de la Facultatea de Stiinte din lasi), G. I. Lucescu, V. Paladi, G. I. Rogiu,
L. D. Rallet, G. Zarifopol, I. V. Praja si I.M. Dospinescu (profesori la diferite licee si scoli din Tasi.
Colaboratori regulati au fost si M. Tzony, V. C. Butureanu, A. Scriban de la Universitatea din
Tasi.

Noua publicatie a avut ca model reviste de prestigiu ce apdreau in tdrile cu traditie in-
delungatd din Europa, din care s-au preluat, in timp, articole si probleme: , Analele lui Gergonne*
(Franta), ,Mathesis“ (Gand, Belgia — a nu se confunda cu societatea italiand cu acelagi nume fon-
datd la Torino in 1895), ,Journal de mathematiques élémentaires (Paris), ,Revue Scientifique*
etc.

Revista a aparut lunar, fard intrerupere, timp de sase ani. Initial, fiecare numair avea 32 de
pagini, cuprinzand articole cu subiecte variate: aritmeticd, algebra, geometrie, geometrie analitica,
trigonometrie, calcul diferential si integral, istoria matematicii, mecanicd, topografie, cosmografie,
astronomie, chimie, geografie sau diverse. Ulterior, s-au publicat si numere de 24 de pagini sau
numere comasate (7 si 8, numere de vacantd) de 48 sau 40 de pagini.

Revista a cunoscut o bunid rispandire in Regatul Romaniei (in intinderea sa de atunci),
primind colaborari sub form& de note, scrisori etc. din Tagi, Bucuregti, Baciu, Botosani, dar si din
Nisaud, Paris si a constituit un model pentru intreprinderi similare ulterioare, cum ar fi cunoscuta
Gazeta Matematica.

Ca ,profesie de credintd“ a inimosului colectiv de editori, apare scrisi o scurta adresare
Catra Cititori in prima pagina a nr.l din 1883, in care se afirmi dorinta ca noua publicatie si
remedieze din lacunele existente in invatdmantul nostru, si ofere ospitalitate profesorilor sau insti-
tutorilor care ,trateazd o chestiune de stitnte dupd o metoadd proprie lui“, s& incurajeze tinerimea
studioasd. Cu modestie si obiectivitate se adauga:

»Nu pretindem ca vom produce lucrdri originale. In starea in care se afla tara noatrd,
lucrari originale pe terenul stiintelor, sint foarte greu de intreprins. Nimine nu este vinoval pentru
aceasta; trebue sa ne facem stagiul cuvenit.

Intr-adevir, cateva date sunt edificatoare in privinta situatiei existente atunci in tara noas-
trd. Imediat dupd Unirea Principatelor s-a inliturat, oficial, scrierea cu alfabetul chirilic (in anul
1860 in Tara Romaneascd si 1863 in Moldova), iar in scrierea cu caractere latine s-a adoptat sistemul
etimologic cu utilizarea semnelor diacritice. in perioada de pani la 1880, limba romana literars
(modernd) si-a incheiat procesul de unificare si de stabilizare in forma pe care o are astizi. in-
viatadmantul trecea prin mari prefaceri si friméantari: infiintarea universititilor din Iasi si Bucuresti,
legea invitimantului din 1864, numeroasele regulamente menite si organizeze reteaua de scoli si
sd stabileascd programele acestora, lipsa de manuale si cursuri in limba roméani etc. Aceste difi-
cultati, greutdtile materiale, cat si lipsa unui public format pentru receptarea unei reviste stiintifice
de acest gen fac ca actul publicirii ,Recreatiilor Stiintifice* si fie unul temerar si pornit dintr-o
inaltd responsabilitate, pentru indeplinirea ciruia au fost necesare multd diruire si multe sacrificii.
in vol. VI, nr. 1, se subliniazi conceptia umanisti a colectivului de redactie, abordarea congtients
a actului stiintific i a procesului de invitiméant de la noi:

1) Prezentul articol este preluat din revista ,Recreatii Matematice®, anul X, nr. 1, ianuarie-iunie
2008. (N.A.)
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»Credem cd noi am tras cea intdi brazdd care conduce cdtre lucrdri originale. Brazda’i
micd si ingustd, dar exista ! [...]. Noi de la tnceput am avut in vedere cd o sd trebuiascd sd facem
sacrificiu de timp §i bani. Am fdcut $i vom face acest sacrificiu.

In numairul 7 din anul IV este amintit rolul deosebit jucat de Toan Pop (Popp), care ,venit
din Transilvania in anul 1858 a predat cel intiiu in mod sistematic si complet gtiintele matematice
in cursul superior al Liceului din Iagi. [...]| a fost un excelent profesor. A stiut sa inspire gustul
stiintelor matematice la o multime din elevii lui [...]* printre acegtia sunt amintiti Gh. Rogiu, M.
Tzony, C. Climescu, V. Palade 3. a.

Rasfoind numerele ,Recreatiilor Stiintifice*, cititorul de azi va aprecia frumoasa limbi
folositd acum peste o sutid de ani, calitatea inaltd a materialelor incluse, dar va constata si existenta
multor lacune in terminologia de specialitate, mai cu seama in matematica.

Aproape in fiecare numir erau prezente rubricile de Probleme Propuse si Probleme Rezol-
vate (solutii primite de la cititori). Terminologia vremii era Probleme Rezolvite, iar rezolvitorii
erau de la diferite licee si scoli din Tasi (in primele luni) ca, mai apoi, si apard rezolvitori din toatd
Moldova (Bacdu, Barlad, Dorohoi, Focgani, Galati etc.), de la Bucuresti (Liceul Sf. Sava, Scoala
de Poduri si Sosele, Scoala Militard, Scoala Normald Superioard), Craiova, Alexandria sau chiar de
la Paris, unde isi continuau studiile multi tineri romani (Institutul Duvignau, Institutul Jauffret,
Collége Sainte-Barbe, Liceul St. Louis). Cel mai activ rezolvitor a fost Vasile Cristescu, intai elev
la Liceul din Iagi, apoi student la Scoala de Poduri si Sosele din Bucuresti, calitate in care a publicat
si cateva Note; ulterior, a fost membru fondator al renumitei Gazeta Matematici — infiintatd in
anul 1895, cu aparitie neintrerupti pani astiizi — si unul dintre cei patru ,stalpi® ai acesteia. In
ultimul an de aparitie a Recreatiilor Stiintifice, 1888, printre rezolvitori este de remarcat prezenta
lui Dimitrie Pompeiu (1873-1954), marele matematician de mai tarziu, pe atunci in varstd de 15
ani, elev in cl. a IIl-a la gimnaziul din Dorohoi. Sunt numerosi rezovitorii care au devenit apoi
nume de prestigiu: Ermil Pangrati (profesor de geometrie descriptivd la universititile din Iasi si
Bucuresti, rector al celei din urmi, organizatorul Scolii de arhitecturd, deputat, ministru, senator),
Anastasie Obregia (profesor de chimie organicd, Universitatea din lagi), Grigore G. Stratilescu,
Petru N. Culianu, Vasile Teodoreanu §. a.

Unele materiale publicate sunt menite si suplineasci lipsa de cédrti gi cursuri la indeméana
studentilor si profesorilor. Constantin Climescu expune, intr-un ciclu de noud articole intitulat
Cdteva curbe celebre gi importante (opt apdrute in vol. I1I-1884 gi unul in nr. 1 din 1885), princi-
palele curbe plane clasice: cisoida lui Diocles, concoide, cicloide, spirale etc. Incepand cu nr.4 din
1885 si continuand numar de numdr (cu putine exceptii) pana la disparitia revistei, Miltiade Tzony
publicd Un curs de probleme, ce cuprinde 98 de probleme de mecanicd rationald (anume, staticd),
care sunt complet rezolvate si insotite de figuri (v. [8], pp. 138-140, pentru un studiu amanuntit).
O expunere a determinantilor gi utilizirii lor a fost ficutd de Ion D. Rallet in nr. 11 si 12 din
1883 si nr. 1 din 1884; o altd prezentare a acestora (dupd O. Hesse), ce apare in vol. V (pp. 150
§i 190), este semnati cu pseudonimul Candide. in [1], in notele de subsol de la pp. 239 si 256, se
aduc argumente pentru identificarea acestui pseudonim cu Victor Costin, pe atunci student, mai
tarziu profesor la universitatea din Tagi. Un membru fondator si constant colaborator, publicand
chestiuni variate de matematicd elementara este I. V. Praja.

Din bogatul continut al ,Recreatiilor Stiintifice*, punem in evidenti alte cateva directii
dezvoltate in paginile sale. G. I. Lucescu publicd un studiu amplu si documentat despre calendar.
Vasile C. Butureanu semneazid doud lungi cicluri de articole in domeniul mineralogiei. August
Seriban publicd o serie de articole de geografia Asiei centrale. Tacob Solomon trateazi, intr-o serie
de sase note din vol. VI, chestiuni de istoria matematicii in antichitate utilizand surse la zi (de
exemplu, ,,Geschichte der Mathematik“ (Istoria matematicii a lui Moritz Cantor, 1880).

Revista ,,Recreatii Stiintifice* a gizduit si traduceri (partiale) ale unor cirti de referinti.
G. I. Rosiu traduce in romanegte (dupd o editie italiand a lui E. Betti si F. Brioschi, Florenta,
1868) si publicd in vol. II gi III ale revistei prima carte din Elementele lui Euclid. (Precizdm ca
traducerea completd a ,Elementelor“ a fost ficutd mult mai tarziu de Victor Marian si publicatd
in Biblioteca Gazetei Matematice in trei volume, 1939-1941.) Sub acelasi pseudonim Candide sunt
prezentate in vol. IV (nr. 4-6 gi 8-11) si vol. V (ur. 2 si 3) traduceri din Geometrie der Lage
(Geometria de pozitie) a lui Staudt.

Rubrica ,Diverse®, cu scop de informare, are un continut bogat si variat, acoperind toate
domeniile stiintei. In nr. 1 din 15 ianuarie 1883, la p. 21, se preia articolul ,Fotografia Migcarii
(ce anticipeazd cinematografia) dupd ,Revue Scientifique* din 23 dec. 1882 — o adeviratd dovadi
de promptitudine si de capacitate de selectie. in nr. 2 din 1883, la p. 47, apare o scurtd notit
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despre infiintarea, la Stockholm, in 1882, a faimoasei ,Acta Mathematica“ sub auspiciile regelui
Suedo-Norvegiei si sub conducerea lui G. Mittag-Lefler; printre colaboratori se numarau si Appell,
Goursat, Poincaré (din Franta) care, mai tarziu (in 1905), vor alcitui comisia care a examinat
teza de doctorat a lui Dimitrie Pompeiu, la Sorbona [5], [6]. in nr. 9 din 1884, un articol intreg
este dedicat eruptiei vulcanului Krakatoa, catastrofi care a afectat tot globul (relatare oculard). in
vol.IIT (1885), nr.5 si 6, doud articole sunt dedicate marelui matematician belgian Eugéne-Charles
Catalan (1814 -1894), mentionandu-se inclusiv celebra sa conjecturd din 1844 (numerele 8 gi 9
sunt singurele numere naturale consecutive care sunt puteri exacte) rezolvati mult mai tarziu, in
anul 2002, de matematicianul roméan Preda Mihdilescu [12]. Vol. IV din 1885, p. 208 si urmi-
toarele, prezintd fenomenul natural numit mascaret sau pororoca, iar la pp. 235-237 cititorul este
informat asupra unor date tehnice privind proiectul turnului Eiffel cat si asupra unor controverse
contemporane generate de aceastd constructie.

Sunt cultivate dezbateri in jurul unor probleme din actualitatea stiintificd sau din realitatea
invatdmantului roméanesc. Astfel, articolul ,,Sf. Gheorghe si Pastile* din nr. 5, anul VI, semnat
de Paul Tanco (din Nisdud), primul romén doctor in matematici, este comentat de Constantin
Gogu, ilustru profesor de la Universitatea din Bucuregti, care mai publicd, apoi, cinci scrisori asupra
regulelor intrebuintate pentru gasirea zilei Pagtilor. Mentiondm polemicile sustinute cu publicigti
de la ,,Contemporanul“ pe teme de chimie sau astronomie (p. 139, p. 142, p. 180 in nr. 5 si nr.
6 din 1883 etc.). Cu deosebitd putere de patrundere, G. Zarifopol scrie: ,teorii, adeseori ipoteze
gratuite, emise de un invitat strdin luate de redactia ziarului Contemporanul ca ultimele adeviruri
ale stiintei“. Este interesantd analiza atentd si riguroasd facutd de G. Lucescu in vol. VI unui
manual manuscris de Aritmeticd destinat cl. T si a II-a primard si urmati de avizul negativ dat
acestuia. Semnificativd pentru corectitudinea redactiei este faptul cd sunt publicate aliturat atat
critica adusd de un referent lucrdrii lui I. V. Praja ,,Curs de aritmetica rationald“, Tasi, 1885, 359
pagini, cat si replica acestui autor (vol. VI, pp. 238-247).

Sd remarcdm si faptul cd, dintre membrii fondatori, numai N. Culianu si V. Paladi nu apar
in paginile revistei cu nici un fel de contributie, iar I. M. Dospinescu publicid doar un rezumat al
unui articol din ,Revue Scientifique* asupra filoxerei.

Alte trasaturi foarte interesante sunt rigurozitatea deosebitd a activitatii publicistice, bazata
pe standarde care sunt valabile si astizi cat si conectarea excelents la viata stiintificd mondiali. Se
manifestd o bund intelegere a fenomenului cercetarii gtiintifice si a evenimentelor care framantau
lumea in penultimul deceniu al secolului al XIX-lea.

Redactia acordd maximi importantd relatiilor directe cu cititorii, dovad4 fiind publicarea
de scrisori, note, a unor solutii diferite pentru aceeasi problemi gi a unor statistici amanuntite
referitoare la rezolvitori.

Pentru toate articolele si notele publicate se indicd sursele folosite. Cu totul extraordinar
este aparatul bibliografic folosit de citre autori, la toate disciplinele ce fac obiectul publicatiei. Se
citeazd cirti si reviste de specialitate strdine contemporane (an de aparitie chiar gi 1888), dar si
HAritmetica® lui Amfilohie Hotiniul din 1795, Tagi sau ,Memoriile Academiei din Paris* incepand
cu 1699.

Semnaldm cititorilor gi prezenta unor erori specifice epocii de pionerat (de paginatie, de
numerotare a problemelor, de tipdrire etc.), corectate in parte in diverse erate de citre redactia
revistei si care nu afecteazd in mod esential lectura.

Fard nici o indoiald, revista ,,Recreatii Stiintifice” a fost dedicatd in primul rand chestiunilor
de matematici. O statisticd care ia in considerare numirul de pagini arati ci in aproximativ 90%
din spatiul revistei sunt tratate subiecte de matematici, mecanicid si astronomie. Numdrul total
al problemelor propuse, publicate in cei sase ani de aparitie, este de 298 (cu 284 fiind numerotate
doud probleme). in dictionarele de periodice roménegti revista este mentionati ca o publicatie cu
o contributie importantd la educatia matematici a tineretului [3, 7].

in istoria matematicii roméanesti, perioada 1860-1898 este marcatd de eforturile ficute in
scopul organizirii si modernizarii invatdmantului si punerii bazelor cercetarii stiintifice originale.
Contributia ,,Recreatiilor stiintifice* la realizarea acestui program a fost recunoscuti si apreciatd de
generatiile care i-au urmat. in Introducerea din nr. 1, an 1 (1895), redactorii Gazetei Matematice
spun: ,Mai multi dintre noi datoresc acest gust [pentru matematicd - n. n.] revistei ,Recreatii
Stiintifice* ce a apdrut in timp, de 6 ani la Iasi si pe care noi incercam a o continua® [17]. Mai tarziu,
in 1935, cand aceastid revistd sarbatorea 40 ani de existentd, I. Tonescu, Gh. Titeica si multi altii
aminteau rolul avut de ,Recreatii Stiintifice” [9, 16]. Gh. Titeica spunea: ,,Cea dintdi incercare de
a iegi din acest impas, de a rupe cu inertia, de a determina un curent de preocupare stiinlifica si de
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a crea astfel un inceput de atmosfera prielnicd dezvoltarii stiintei matematice, a fost facutd la Tagi
prin publicarea ,,Recreatiilor Stiintifice [16, pag. 69]. Alte aprecieri ale unor distingi matematicieni
romani pot fi gisite in [18]. I. Popa face, in 1955 ([14]), un studiu aprofundat asupra continutului
si aportului Recreatiilor Stiintifice — numind-o ,precursoare a Gazetei Matematice* — cu prilejul
sarbdtoririi a 60 de ani de aparitie a Gazetei Matematice; studiul este reluat gi in volumul omagial
dedicat centenarului Universitatii din Tasi ([15]). Monografiile [1], [11], dar si articolele [2], [4], [13]
dau cititorului noi surse de informare.

Constantin Climescu a fost, prin bogatia si varietatea subiectelor publicate si sacrificiile
materiale ficute, sustindtorul principal si sufletul ,Recreatiilor Stiintifice*. Pe coperta interioard
a revistei din al VI-lea an de aparitie este scris ,, Redactia si Administratia la DI. C. Climescu,
Profesor la Facultatea de Stiinte, Strada Butu 22%. Aceeagi adresd apare si in casetele ce urmeazi
titlul in fiecare numir din acest ultim an.

Aparitia revistei ,,Recreatii Stiintifice*, invingand dificultati de tot felul, reprezintd un act
de curaj, ddaruire, intelepciune si clarviziune. Revista a reusit ca, in cei sase ani de existentd, sd
contribuie la ridicarea nivelului invatdmantului din tara noastrd, in special al celui matematic.
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Universitatea Tehnica Institutul de Matematica Simion Stoilow
Gheorghe Asachi din Iasi al Academiei Romaéane

Bucuresti

Prof. dr. doc. Ilie Popa
In memoriam — 100 de ani de la nastere

de Liviu FLORESCU

Universititile si facultdtile sunt structuri menite si formeze elitele intelectuale ale tarii.
Constituirea administrativi a acestora este la liberul arbitru al organelor legiuitoare. Ins¥, oricati
determinare, hotidrare sau interes ar depune, acestea nu pot constitui structuri de invatiméant care
sd fie si performante. Aceste structuri se produc in timp, printr-un proces indelungat de selectie
find a ofertei genetice a natiunii si prin eforturi intelectuale majore. Trebuie si reflectim la acestea
cand ne mandrim cu pozitia fruntasd pe care o universitate ca a noastrd o detine in clasamentul
national al cercetdrii stiintifice. S& ne gandim la cei care au avut puterea si pund bazele unor
structuri care azi se dovedesc performante — trebuie sa ne gandim la profesorii nogtri.

Am dedicat a IX-a Conferinta Nationald de Analizi Matematicid unuia dintre creatorii de
scoald matematicd la Universitatea Al. 1. Cuza: prof. dr. doc. Ilie Popa. in cei peste 40 de
ani de activitate la catedrd, profesorul Ilie Popa a avut o contributie majord la fundamentarea
invatdmantului si cercetdrii in analiza matematicd din facultatea noastra.

incercand si evocim figura profesorului Ilie Popa, suntem condusi a ne ageza, la ,,0 masa a
umbrelor”. O reintalnire cu cei plecati dincolo, o reintalnire ireald, cu toti cei care, acum treizeci,
patruzeci de ani in urma, constituiau o lume aparte, lumea de atunci a Seminarului Matematic
din Tagi. Am putea oare vorbi despre Profesorul Ilie Popa firi a nu rechema in amintire figura
Profesorilor Alexandru Myller, Octav Mayer, Ion Creanga, Alexandru Climescu, a fratilor Mendel
si Adolf Haimowvici, figurile profesorilor Dan Petrovanu, Ion Grindei, Nicolae Negoescu? Evident
nu.

Ilie Popa s-a ndscut la Tagi acum 100 de ani — 26 iulie 1907. A fiacut studiile liceale la
vestitul Colegiu National Costache Negruzzi (fostul Liceu Internat); profesorul Raianu a fost pro-
babil printre primii care au remarcat aptitudinile matematice speciale ale elevului siu.

Intre 1927 si 1931 Ilie Popa a urmat cursurile Facultitii de Matematici ale Universitiitii
Al. 1. Cuza, unde se remarcd prin deosebita sa capacitate de abordare originald a obiectului de
studiu.

in perioada 1931-1934 functioneazi ca asistent la Facultatea de Matematics si isi incepe
activitatea de cercetare sub indrumarea profesorului Alezandru Muyller. impreuni cu viitorul aca-
demician Mendel Haimouvici publici primele articole de geometrie. in geometrie — domeniu in care
au excelat ctitorii scolii de matematici de la Tagi — 1si sustine in 1934 teza de doctorat ,,Contributii
la geometria centro-afind diferentiald®, sub conducerea profesorului Octav Mayer.

intre 1936 si 1938 primeste o bursd din partea Academiei Romane. Isi face studiile post-
doctorale la Roma, sub indrumarea lui Enrico Bompiani si la Hamburg cu Wilhelm Blaschke.

Din 1937 ocupd o pozitie de conferentiar la Facultatea de Matematicd pand in 1942 cand
devine profesor universitar. Cu exceptia unei scurte treceri pe la Universitatea Tehnici, isi des-
fagoara intreaga activitate stiintificd si didacticd la Universitatea Al. I. Cuza, pand in anul pen-
siondrii — 1973, chiar si dupa aceea, ca profesor consultant.

Timp de 25 de ani (1948 - 1973) a condus, la Facultatea noastri, catedra nou creati de
Analizd Matematici.

Activitatea gtiintifici a profesorului Ilie Popa s-a conturat in domeniul geometriei si analizei
matematice; a publicat, singur sau in colaborare cu profesorii Gheorghe Gheorghiev sau Mendel
Haimovici, 40 de articole stiintifice, articole citate deseori in tari si in striaindtate.

Multi pasiune si talent a depus profesorul in studiile sale de istoria matematicii. in cele 30 de
articole publicate in aceastd directie, a analizat cu migala si acribie stiintificd inceputurile cercetarii
matematice in Moldova (la Dimitrie Asachi, Nicu Botez sau Dimitrie Isopescu), urmirind, de
asemenea, formarea si fixarea terminologiei matematice romanesgti.
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Profesorul Ilie Popa a fost, pe langd un cercetdtor talentat, un excelent cadru didactic.
Claritatea, rigoarea cursurilor sale, exemplele si comparatiile pertinente, surprinzitor de plastice,
cu ajutorul cidrora stia si ilustreze cele mai profunde teorii matematice, tonul bland si calm sunt
calitati didactice recunoscute si apreciate de studentii celor 40 de generatii care i-au urmat cursurile.
Unii dintre fostii studenti au continuat colaborarea cu prof. Ilie Popa, de data aceasta in calitate
de conducidtor stiintific, cu ocazia studiilor doctorale. Printre cei care au sustinut doctoratul
sub conducerea sa amintim pe profesorii Nicolae Negoescu, Olga Costinescu, Nicolae Gheorghiu,
Gheorghe Bantas, Anca Precupanu, Theodor Precupanu; teza mea de doctorat a fost, de asemenea
elaborati, sub conducerea prof. Ilie Popa, fiind probabil printre ultimii sii doctoranzi.

Calititile didactice remarcabile ale profesorului au fost puse in valoare si prin contributia
adusi la redactarea cursului de Geometrie analitici (lucrare colectivd de inaltd tinutd coordonata
de Octav Myler); aceastd lucrare a primit, in anul 1951, Premiul de Stat.

Prof. dr. doc. Ilie Popa a detinut in timpul carierei sale mai multe pozitii de conducere in
ierarhia academicd. Pe langd functia de sef al catedrei de Analizi Matematici, deja amintiti, a fost
Prorector al Universitdgii Al. I. Cuza (1944-1945 si 1966-1971), Rector al Institutului Pedagogic
(1960-1961 si 1964-1966) si Director al Seminarului Matematic. In perioada 1961-1964 a functionat
ca Director General in Ministerul invitimantului.

Matematicianul Ilie Popa a fost o personalitate complexi: profesor prin excelenti, cercetd-
tor pasionat si talentat, a gtiut sd-si utilizeze rezervele de calm, luciditate si rigoare in exercitarea
unor functii de conducere care, indeplinite in perioade atat de dificile, 1i solicitau atat de mult
aceste calitati.

Roadele activitatii profesorului Ilie Popa si a remarcabililor sii colegi de generatie s-au
materializat in realizirile valorosului colectiv actual al facultitii noastre. Forta si rezultatele scolii
iegene de analizd matematicd, reprezentarea nationald si internationald a acestei scoli igi pot iden-
tifica rid&cinile si in eforturile acestor ilustri inaintasi.

Universitatea Al. I. Cuza
Iasi

MANIFESTARI STIINTIFICE

Simpozion de Functii Complexe in Onoarea Doamnei Profesor Cabiria
Andreian-Cazacu, Facultatea de Matematica si Informatica,

Bucuresti, 18 februarie 2008

in ziua de 18 februarie 2008 doamna profesor doctor docent Cabiria Andreian Cazacu,
membru de onoare al Academiei Roméane, a implinit frumoasa varsta de 80 de ani.

Cinstind evenimentul asa cum se cuvine, Catedra de Analizid Matematicd din Facultate a
organizat un Simpozion de Functii Complexe dedicat doamnei profesor, care s-a desfdasurat chiar
in ziua de 18 februarie, in Amfiteatrul Simion Stoilow.

Dup4i cuvantul de deschidere al domnului decan, prof. dr. Dragos Stefan, au fost prezentate
conferinte de citre:

1. Acad. prof. dr. doc. Solomon Marcus
. Cercetitor principal dr. Mihnea Coltoiu, membru corespondent al Academiei Romane
. Prof. dr. doc. Nicu Boboc
. Prof. dr. Gheorghe Bucur
Prof. dr. Mihai Cristea
. Cercetitor principal I dr. Gheorghe Gussi
. Cercetitor principal I dr. Vasile Brdnzanescu, director .M.A.R.

. Prof. dr. Petru T. Mocanu, membru corespondent al Academiei Roméne
. Conf. dr. Victoria Stanciu

10. Lector drd. Carmen Bolosteanu

in prima jumitate lucririle au fost conduse de citre dl. conf. dr. Radu Miculescu, seful
Catedrei de Analizi Matematici, iar apoi de citre dl. prof. dr. Mihai Cristea, de la aceeasi
Catedra.
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Cu alese sentimente de consideratie si afectiune, toti vorbitorii au adus in conferintele lor un
cald elogiu personalitatii, realizarilor si contributiilor de exceptie ale doamnei profesor Cabiria An-
dreian Cazacu la dezvoltarea analizei complexe in Romania, devotamentului siu fata de Facultatea
de Matematicd a Universititii din Bucuresti si fatd de Catedra de Analizd Matematici.

in cele ce urmeazs vom reda pe scurt anumite idei din cateva din conferintele mentionate;
intrucét ele nu au fost inregistrate, vom reproduce doar o parte din cele expuse, dar, cum se spune,
»,CU cuvintele noastre, pe baza unor notite sumare, luate rapid, in sala.

in foarte interesanta sa expunere, dl. acad. prof. dr. doc. Solomon Marcus a inceput
specificand intai cuvintele-cheie: Cabiria Andreian Cazacu, functii complezxe-distributia valorilor,
suprafete riemanniene, cvasiconformitate, grupuri Klein, Stoilow, Nevanlinna, Ahlfors, Seminarii
Romdéno-Finlandeze.

Aritand cd doamna profesor Cabiria Andreian Cazacu a fost prima femeie conferentiar si
apoi profesor universitar la Universitatea din Bucuresti si cd este cea mai importantd reprezentantd
feminini a matematicii roménesti, dl. acad. Solomon Marcus a mentionat ci au mai existat
prezente matematice feminine precursoare la Universitatea din ITagi, anume Vera Myller Lebedev,
Silvia Creanga si Florica T. Cdmpan. Tar orasul Iasgi, coincidentd fericitd, este chiar orasul natal
al Cabiriei Andreian! Dar dansa se refugiaza in 1944, cu pdrintii, in Bucuresti. Ca si in cazul
matematicienilor Dimitrie Pompeiu, Nicolae Cioranescu, Miron Nicolescu si Grigore C. Moisil,
Cabiria Andreian a avut pirintele om de scoalid. Si ce sansi mai mare poate exista pentru un
tandr decat de a avea ca educatori proprii parinti?

in timpul studiilor la Universitatea din Bucuresti, pe exceptionala studenti Cabiria An-
dreian, ca si pe ceilalti studenti foarte buni, o invitau si stea de vorbi la Catedrd profesori ca
Octav Onicescu, Alexandru Ghika sau Miron Nicolescu. Pe vremea aceea frecventa nu era obli-
gatorie, iar solicitarea unor profesori de a discuta cu anumiti studenti atesta valoarea acestora
si faptul ci se ficuserd remarcati inci din anul intai de facultate. In 1949 Cabiria Andreian isi
incheie strilucit studiile universitare sustinand licenta sub indrumarea profesorului Dan Barbilian
si isi incepe activitatea conducand seminarii la cursurile profesorilor Alexandru Froda si Grigore
C. Moisil. In 1951 este lector universitar, iar in octombrie 1952 sustine examenul de admitere la
doctorat la profesorul Simion Stoilow. La acest examen de admitere la doctorat erau inscrisi cinci
candidati. Astizi toti cinci sunt matematicieni renumiti. in 1955 gi-a sustinut teza de doctorat,
sub conducerea profesorului Simion Stoilow si a fost numitd conferentiar. A fost prima femeie doc-
tor in matematici a Universititii din Bucuresti si totodatd prima femeie conferentiar si professor
universitar la aceastd Universitate.

in 1961 matematica romaneasci il pierde pe Simion Stoilow. Era de domeniul evidentei
cd Stoilow a transmis stafeta Cabiriei Andreian Cazacu. Volumul al doilea al cursului de Teoria
functiilor de variabild complexd fusese scris in colaborare de cidtre Simion Stoilow si Cabiria An-
dreian Cazacu. In acest al doilea volum, Cabiria Andreian Cazacu a reliefat in toatd plenitudinea
lor ideile novatoare ale maestrului sau Stoilow in Analizi si Topologie, dar a introdus si contributi-
ile tinerei generatii de matematicieni din Seminarul Stoilow, intre care si propriile contributii. In
decursul intregii sale cariere de profesor si de cercetitor a avut mari realizdri in mai multe ramuri
ale Analizei complexe. Toatd activitatea sa a fost permanent legatd de Catedra de Analizd Mate-
matici, al cirei gef a si fost, in perioada 1973-1975, imediat dup& pensionarea lui Miron Nicolescu.
A fost decan al facultatii in perioada 1976-1984. A editat toate cdrtile de Proceedings ale vestitelor
Seminarii Roméano-Finlandeze de Analizd complexi.

DI. cercetidtor principal dr. Mihnea Coltoiu, membru corespondent al Academiei Roméane,
omagiind personalitatea sidrbitoritei, a prezentat o scurtd conferintd intitulatd ,,Problema lui Levi
in spatii Stein‘.

DI. prof. dr. doc. Nicu Boboc, ficand elogiul personalititii doamnei profesor Cabiria
Andreian Cazacu, a depdnat, de asemenea, cateva amintiri. Dansul a intrat in facultate in 1952.
Cabiria Andreian tinea seminariile la cursul de Teoria functiilor de variabild complexd al profe-
sorului Simion Stoilow, din anul al doilea. Studentii din acel an al doilea au remarcat, cu totii
stiinta, talentul, umanismul si generozitatea Cabiriei Andreian Cazacu. in decursul indelungii sale
activitdti la Facultatea de Matematicd a Universitdtii din Bucuresti, Cabiria Andreian Cazacu
a tinut cursuri de Algebrd, Analizd complexd, Cvasiconformitate, Spatii Teichmiiller, Suprafete
Riemanniene, Spatii analitice. A publicat peste 100 de lucrdri stiintifice in specialititile: Cvasi-
conformitate, Suprafete Riemanniene, Teoria lui Nevanlinna. A obtinut titlul de doctor docent in
1967, cu lucrarea ,,Clase de suprafete Riemanniene“. A publicat 7 monografii, a scris 12 lucriri de
Istoria matematicii, a fost editor al volumelor de Proceedings ale Seminariilor Romano-Finlandeze,
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la organizarea cdrora a avut o contributie esentiald incid din anii '60. A cidlauzit teze de doctorat,
a organizat multe conferinte, a condus un cerc stiintific studentesc in cadrul cdruia si-au inceput
activitatea multi distingi matematicieni. A obtinut Premiul Stoilow al Academiei, diferite ordine
si medalii, este membru de onoare al Academiei Roméne si Doctor Honoris Causa al Universititii
din Craiova.

Domnul prof. dr. Gheorghe Bucur, elogiind personalitatea doamnei profesor, a mentionat
cd, spre regret, se pare cd memoria matematicii romanesti este slabd, cei tineri gtiu prea putin
despre Istoria matematicii in Romaéania. Dar doamna profesor Cabiria Andreian Cazacu a scris
despre profesorii sii, Simion Stoilow, Alexandru Ghika, si altii, dar si despre profesorii profesorilor
sdi, cAt si despre unii contemporani pe care matematica roméaneasci i-a pierdut prea devreme, ca
Dumitru Ivascu si Martin Jurchescu. A beneficiat de o zestre stiintificad exceptionald si a restituit
din plin, addugand importante contributii creatoare. Doamna profesor stie si asculte cu atentie
interlocutorii, sa sintetizeze esentialul, este exemplard in a-i mobiliza pe cei cu care lucreazd si are
capacitatea deosebitd de a se bucura si de succesele altora.

Domnul prof. dr. Mihai Cristea, omagiind personalitatea doamnei profesor Cabiria An-
dreian Cazacu, a prezentat apoi conferinta intitulatd ,Modulul cu pondere*, domeniu in care
doamna profesor a adus importante contributii.

Elogiind pe doamna profesor, domnul director al Institutului de Matematicd al Academiei
(I.M.A.R.), dr. Vasile Brdnzinescu a mentionat, printre altele, ci doamna profesor lucreazi si
in prezent cu aceeagi stralucire gi efervescentd; din anul 2000 si pand acum are peste 11 lucrari
publicate.

in expunerea sa, domnul dr. Gheorghe Gussi, fost director I.M.A.R., a mentionat ci, pen-
tru o anumitd problemi discutatd la Universitatea Antipolis (Franta), nu se intrevedea rezolvarea:
atunci a intrebat-o pe doamna profesor. Dumneaei a rezolvat problema pe baza teoriei lui Nevan-
linna.

Domnul prof. dr. Petru T. Mocanu, membru de onoare al Academiei Roméane, elogiind pe
doamna profesor, a amintit un frumos episod academic din perioada pregitirii doctoratului (sub
indrumarea lui Gheorghe Cdlugdreanu). Acesta era prieten cu Stoilow si era in comisie la sustinerea
tezei Cabiriei Andreian Cazacu. Profesorul Cdalugareanu i-a sugerat sd vind la Bucuresti si sd asiste
la sustinerea tezei. A fost foarte impresionat gi exemplul I-a mobilizat! A mai retinut de la doamna
profesor grija permanentd pentru informare; la toate sedintele de comunicari stiintifice dumneaei
isi nota cele expuse.

Desi netrecut in prealabil in program, dar fiind prezent in sali, a fost invitat si ia cuvantul
si un oaspete strdin, dl. prof. Heinrich Begehr de la Freie Universitdt din Berlin.

La sfarsit au vorbit doamnele conf. dr. Victoria Stanciu si lector drd. Carmen Bolosteanu,
ambele discipole ale doamnei prof. dr. Cabiria Andreian Cazacu.

in incheiere si ca rispuns, a luat cuvantul sirbitorita, doamna profesor Cabiria Andreian
Cazacu. Ne-a vorbit, ca intotdeauna, cu multd gratie, cdldurd, optimism si cu un zambet incura-
jator. Retinem, printre altele, una din frazele finale: ,,A avut fericirea si se bucure de atentia unor
mari matematicieni romani, cat si strdini ca R. Nevanlinna, L. V. Ablfors, M. Lavrentiev, L. I.
Volkoviskii, B. Sabat, I. N. Vekua, G. Fichera, Alex. Dinghas A evocat sprijinul parintilor si al
sotului, profesor doctor inginer Mircea Dimitrie Cazacu de la Universitatea Politehnica Bucuresti,
care in mai bine de jumditate de veac a creat acea atmosferd de intelegere, armonie si dragoste de
muncé atat de prielnicd activititii stiintifice.

Adevarati sarbiatoare a matematicii roménegti, Simpozionul s-a bucurat de mare atentie,
prin prezenta unui insemnat numir de matematicieni de prestigiu (printre care si fosti studenti
ai doamnei profesor): cadre didactice din facultate si din alte institutii de invitimant universitar,
cercetatori, ingineri.

in incheierea acestei scurte relatdri, ii urim din toati inima doamnei profesor Cabiria
Andreian Cazacu multd sindtate, voie bund, noi realiziri in continuare i multa fericire !

Andrei Vernescu
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REVISTA REVISTELOR

Revista de matematica mehedinteana

Cu ocazia Adunarii generale a S. S. M. R. desfasurata in luna ianuarie a.c., domnul prof. dr.
Gheorghe Cdiniceanu, redactorul gef al publicatiei gi presedintele filialei S. S. M. R din localitate,
ne-a inmanat ultimul numir ce a vizut lumina tiparului (nr. 7 — decembrie 2007) al publicatiei
mehedintene.

Dup4 trecerea a cinci ani de la aparitia primului numér, aga cum mérturiseste in ,,Cuvantul
inainte din partea colectivului redactional“ profesorul Gheorghe Cainiceanu — revista ,se striduieste
sd completeze lista numeroaselor publicatii din domeniu cu productii si rezultate ale mehedinte-
nilor“. Remarcdm aceeasi modestie si bun simt care au caracterizat, in decursul timpului, colegiul
redactional al publicatie. Trebuie sd addugdm, totusi cd in acesti cinci ani scursi, revista a cdpdtat
mai multd consistentd, si-a definit un format propriu, reusind s regrupeze in jurul ei pe toti cei
interesati in propisirea matematicii mehedintene, in special profesori tineri si elevi.

Tatd titlurile cAtorva materiale inserate in acest numir: ,Demonstratia in geometrie* (V.
Sdceanu), ,Probleme de extremum rezolvate prin metoda inegalititilor algebrice” (I. Constantin),
,Consideratii metodice privind predarea teoremelor de medie in invitimantul liceal* (A. Man-
dresi). De asemenea, trebuie si remarcim interesantele note matematice publicate in cadrul
rubricii ,,Cercul de matematicd“, precum si continuarea prezentdrii unor personalitdti originare
de pe plaiurile mehedintene si care gi-au creat sau sunt pe cale si-gi creeze un nume in matematica
romaneasca.

in fine, vom mai remarca din nou — cum am mai ficut-o si cu alte ocazii — faptul ci revista
oferd o informatie completd asupra manifestirilor cu caracter matematic (concursuri, scoli de vard
etc.) desfigurate in judet in ultima vreme, precum si a activit#tii filialei S. S. M. R. Mehedinti.

Dan Radu

Argument

Editatd de catedra de matematicd a Colegiului National Gheorghe Sincai din Baia Mare,
revista constituie una din numeroasele initiative ale gcolilor roménesti cu traditie din tara noastra,
menite a tine treaz interesul elevilor pentru matematicd, intr-o vreme cind — prin planurile de
invatdmant si prin programe — se incearcd marginalizarea acesteia, incadrarea ei ca un ,oarecare®
obiect de studiu, printre celelalte unelte. Demersul entuziagtilor profesori de la Colegiului National
Gh. Sincai se dovedegte cu atat mai meritoriu, cu cat publicatia dovedeste o perenitate demna de
invidiat, ea ajungind la al zecelea numir (in ritmul de publicare de un numéir anual).

Doamna profesoard Dana Heuberger ne-a expediat ultimele doud numere apidrute (nr.
9/2007, nr. 10/2008). Domnia sa specificd, in scrisoarea de trasurd, ci — pe parcursul acestor
zece ani — in revistd au apdrut 57 de articole si note matematice, precum gi 494 de probleme
originale.

Este notabil faptul ci materialele teoretice inserate in fiecare numir au o pondere destul
de mare (circa jumitate din spatiul editorial) si sunt semnate de nume prestigioase din mate-
matica preuniversitard roméaneascd. Ilatd titlul cAtorva note gi articole publicate in aceste doud
numere: ,Identitdti combinatoriale deduse prin numdirare* (V. Pop), ,Euler si numarul 7 (D.
Mihet), ,Clase de siruri pentru care termenul general nu se poate reprezenta sub form rationali*
(N. Musuroia), ,Actiuni ale grupurilor pe multimi“ (D si C. Chites), ,,O demonstratie elementari
a inegalit#tii lui Huygens® (V. Pop si C. Cioclu), ,Relatia lui Sylvester in rezolvarea unor probleme
cu numere complexe“ (D. Jinga) etc.

Uram revistei bdaiméarene viatd lungd si noi realizari in demersul intrepins, spre beneficiul
noilor generatii de elevi gi profesori.

Dan Radu
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Revista de Matematicd din Galati

Ca de obicei, domnul profesor Romeo Zamfir ne-a expediat ultimul numar apirut (nr.
30/2008) al revistei gilitene, editatd sub patronajul I. S. J. Galati si al Fundatiei ,,Vasile Alecsandri“
din localitate.

Revista gi-a cucerit, de-acum, un loc bine precizat in peisajul publicatiilor de profil din tara
noastra.

Ea debuteazd cu o amidnuntitd dare de seami asupra editiei a VII-a a Concursului inter-
judetean de matematicd ,Cristian S. Calude“, semnatid de d-l prof. R. Zamfir — redactorul gef
adjunct al publicatiei. Statisticile prezentate, listele laureatilor concursului probeazi cu prisosinta
preocuparea organizatorilor privind buna organizare si desfigurare a acestuia.

Cele doud materiale teoretice inserate in acest numdir sunt ,,On some conics related to a
triangle* (E. Kulanin si Myakishev) si ,,Locuri geometrice* (A. Udma). Credem ci spatiul editorial
acordat materialelor teoretice (articole, note matematice etc.) ar trebui sa fie, totusi, ceva mai mare,
pentru a nu transforma revista intr-o culegere de probleme cu aparitie periodicd. Aceasta, cu atat
mai mult cu cat revista gi-a asigurat, de-a lungul timpului, un corp de colaboratori valoros, multi
dintre ei avand state vechi de publicigti in domeniul matematicilor elementare.

Dan Radu

Revista de matematica a elevilor si profesorilor

din judetul Carasg-Severin

Domnul profesor Lucian Dragomir — redactorul sef al publicatiei si pregedintele filialei locale
a S. S. M. R. — ne-a expediat ultimul num#r apdrut (nr. 22 —an IV — 2007) al revistei resitene.

Vom spicui, mai jos, cateva titluri ale unor interesante note aparute in acest numér: ,Sume
si produse prietene” (C. Mortici), ,Pitrate perfecte“ (L. Dragomir), ,Extreme cu permutiri (N.
Staniloiu), ,Drepte de tip Simson“ (P. Neagoe).

De asemenea, problemele propuse se remarcd printr-o deosebitd bogétie si varietate, revista
reusind sd-si constituie un corp de colaboratori valorogi si cunoscuti atat dintre personalititile
locale, cat si din alte zone ale tarii.

Un fapt pozitiv ce trebuie remarcat, pe care l-am observat si la alte reviste locale, este
publicarea unor liste complete ale membrilor filialei respective. Este imbucuridtor acest lucru,
deoarece el demonstreazi, pe de o parte preocuparea profesorilor din zond pentru matematicd, iar
pe de alti parte, faptul cd S. S. M. R. este un organism viu, cu o viatd proprie interesanta si activa.

Dan Radu

Revista de matematicd Grigore Moisil

Tatd un nou venit printre publicatiile de profil, destinate invitimantului matematic preuni-
versitar. Revista apare la Alexandria, sub egida filialei locale a S. S. M. R., avindu-1 ca presedinte al
colegiului redactional pe profesorul Marius Burtea, care este si presedintele filialei locale a S.S.M.R.

Revista are o aparitie semestriald, noud parvenindu-ne nr. 2 din primul an de aparitie
(2007). Scopul revistei este clar si succint definit de ideea (inseratd pe copertd ) apartinand regre-
tatului matematician si om de culturd care a fost Grigore Moisil: JInvitand matematici, inveti si
gandesti®.

Revista urmeaza tiparul clasic al publicatiilor de gen, continand o serie de scurte articole gi
note matematice, probleme propuse si rezolvate pentru ciclul primar, gimnazial si liceal, probleme
de concurs, probleme distractive etc.

Vom cita cateva dintre titlurile materialelor publicate in acest numar: ,Pledoarie pentru
studiul surselor originale (P. Enache), ,Despre valoarea numirului 7 (A. E. Udma), ,Identitdti.
Identitatea lui Hermite. Consecinte* (St. Nitu), ,Variante atipice de rationament inductiv® (I.
Anghelescu), ,Generalizarea teoremei catetei si a indltimii“ (M. Burtea) etc.

Sperdm ca revista si-si continue aparitia, definindu-si — in timp — propria personalitate si
inscriindu-se cu succes, printre publicatiile de gen destinate elevilor si profesorilor de matematica
din invatdmantul preuniversitar.

Dan Radu
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Carpathian Journal of Mathematics

Publicatd de Departamentul de Matematicid si Stiinta Calculului al Universitdtii de Nord
din Baia Mare, revista a ajuns la volumul 23 (nr. 1-2/2007).

Este vorba, de bund seamd, de o revista de cercetare stiintificad, asa incat ne vom abtine de la
a face comentarii pe marginea materialelor publicate, ele purtand — in exclusivitate — rispunderea
autorilor. Vom cita, totusi, cateva titluri, care ni s-au pirut mai interesante, cu mentiunea ci
aceastd selectie are un caracter pur subiectiv si, intrucatva, aleatoriu: ,,A biased discussion of fixed
point theory* (B. E. Rhoades), ,,On assymptotic behaviours for linear skey-evolution semiflows in
Banach spaces“ (M. Megan, C. Stoica, L. Buliga), ,Approximate fixed point theorems for weak
contractions on metric spaces“ (M. Pdcurar, R. V. Picurar), ,On the asimptotic behaviour of the
number of maximum points of a simple random wolk* (E. Paltdnea) etc.

Dan Radu

RECENZII

ION CUCUREZEANU, Patrate gi cuburi de numere intregi,
Editura GIL, Zalau, 2007

Profesorul Ion Cucurezeanu este unul dintre reputatii nogtri specialigti in Teoria numerelor,
cu o exemplard activitate publicisticd in tard gi in strdindtate, concretizatd in numeroase articole si
carti apdrute de-a lungul timpului. Lucrarile sale ocupd un loc aparte in Teoria numerelor, vizand,
indeobste, probleme elementare ca enunt, dar profunde si deosebit de bogate in idei, acel gen
de probleme care au constituit totdeauna motorul dezvoltirii teoriei, furnizand adevirate delicii
celor impatimiti de rationamentul pur si cristalin, de logica si analiza care conduc la rezultatul
matematic, de multe ori spectaculos si inedit.

Prezenta lucrare, purtind numé&rul 10 in cadrul colectiei ,,Biblioteca GIL“ a editurii, re-
uneste un numér de 231 probleme selectate de autor cu multd acribie dintr-un domeniu destul de
special al teoriei numerelor, dupd cum chiar titlul volumului o méarturiseste.

Prin calitatea materialului selectat, prin stilul clar, simplu si concis al expunerii, credem
cd lucrarea poate sta aldturi de altele clasice in domeniu, cum ar fi celebra ,250 Problems in
Elementary Number Theory“ a lui N. Sierpinsky (P. W. N. Warzawa, 1970). Apropierea nu este
cu nimic fortatd din niciun punct de vedere, cele doud cirti avind in comun aceeasi dragoste
a autorilor pentru domeniul ales, aceeasi cunoastere profundd a resorturilor intime ale Teoriei
numerelor, precum si informatia vasti ce a condus la elaborarea lor.

Trebuie sd mai subliniem si faptul ci volumul este o micromonografie in ceea ce priveste
subiectul abordat si cd, dupd cite avem cunostintd, reprezinti o premierd in literatura de spe-
cialitate. Din acest punct de vedere regretdm ci autorul nu a inserat in volum o bibliografie mai
cuprinzitoare, care i-ar fi permis cititorului interesat si-si dezvolte informatia si studiul; dar aceasti
carentd va putea fi inldturatd la o viitoare editie care, cu sigurantd, nu va intarzia si apara.

O mare calitate a lucrérii o constituie bagajul minim de cunostinte pe care le presupune
din partea cititorului, ea putand fi abordatd chiar de elevii de gimnaziu care au o buni si solida
cunoagtere a aritmeticii, precum si un spirit format al rationamentului matematic. Desigur, selectia
contine un mare numéir de probleme clasice — care nu puteau lipsi — dar si numeroase probleme
apartinand autorului si care au un caracter inedit.

in concluzie, considerdm prezentul volum ca fiind unul dintre cele mai prestigioase publicate
de editura GIL in ultimii ani si il recomandidm cu cdldurd profesorilor si elevilor, ca si specialigtilor
in domeniu, pentru care matematica nu a incetat sd fie un miracol si o delectare.

Dan Radu

DAN SCHWARZ si GABRIEL POPA, Probleme de numarare
Editura GIL, Zalau, 2006

Cartea de fati se ocupd cu probleme de numéirare, tematici ce se dovedeste, de multe ori,
a fi o piatrd de incercare pentru participantii la concursurile scolare. O lucrare de acest tip a lipsit
pand acum din literatura matematicd din tara noastra.

Interesul cititorului pentru prezenta lucrare este starnit de abordarea metodici si sistema-
ticd a problematicii anuntate precum si de prezenta unor probleme ugoare sau cunoscute abordate

160



prin metode sau procedee care deschid perspective pentru abordarea altor chestiuni. Problemele
de combinatoricd sunt caracterizate de natura lor atipica, ce impune din partea rezolvitorilor in-
geniozitate, flexibilitate gi perseverentd in ciutarea solutiei, iar lucrarea de fati oferd posibilitatea
exersdrii acestui tip de probleme pe baza unor probleme bine alese.
Continutul cartii este structurat pe doud directii, cuprinzand probleme pentru clasele V-VI,
respectiv VII-VIII, astfel:
Clasele V-VI: Cap. I — Folosirea unui contor de numérare;
Cap. II — Folosirea periodicititii;
Cap. IIT — Regula sumei;
Cap. IV — Principiul includerii si excluderii;
Cap. V - Regula produsului;
Cap. VI — Evaluare + Exemplu.
Clasele VII-VIII: Cap. VII — Numdrarea recurentd;

Cap. VIII — Numirarea in doud moduri;

Cap. IX — Stabilirea unei corespondente bijective.
Lucrarea, ce cuprinde 64 de pagini, se incheie cu o listd care contine numele autorilor sau
sursele problemelor, urmata de o substantiald bibliografie.
Cartea de fatd este una care va starni cu sigurantd interes si va fi bine primiti. O reco-
mandam cilduros.
Radu Miculescu

PANTELIMON GEORGE POPESCU, IOAN V. MAFTEI,
JOSE LUIS DIAZ BARRERO, MARIAN DINCA, Inegalititi matematice
Editura DIDACTICA SI PEDAGOGICA, Bucuresti, 2007

Volumul se adaugd la lunga listd a cartilor apdrute in decursul timpurilor si destinate acestui
domeniu vechi i vesnic nou al inegalitdtilor matematice. Este drept cd acest uriag teritoriu este
stribdtut de numeroase drumuri bitdtorite de ilugtri matematicieni (Cauchy, Schwarz, Hélder,
Minkovski, Bernoulli, Cebdsev, Jensen, Erdés, Mordell, Hardy, Polya, Littlewood, Szegé etc. etc.),
dar contine incd numeroase zone neexplorate in care mai vechii sau mai noii cercetdtori pot descoperi
fapte si rezultate inedite, de multe ori spectaculoase. in fond, folosind o formulare putin fortati,
dar nu departe de adevar, ,matematica este mai mult stiinta inegalitatilor decat a egalitatilor!

Prezentul volum contine gase capitole, dupd cum urmeaza:

Cap. I — Inegalitati algebrice clasice;

Cap. II — Inegalitdti geometrice clasice;

Cap. IIT — Modele geometrice trigonometrice;

Cap. IV — Inegalitdti generatoare;

Cap. V — Functii convexe / concave;

Cap. VI — Triunghi median, triunghi dual.

Aceastd lucrare este rodul colaboririi — intinsi pe parcursul a cativa ani — a celor patru
autori. Ea este o sintezid de clasic si nou, prezentand o serie de idei novatoare in domeniu, ce au
drept scop obtinerea de noi rezultate, dintre care unele s-ar putea sd ajungi — cu timpul — clasice.
Nu in ultimul rand, trebuie mentionat si faptul ci unele rezultate clasice sunt rafinate prin metode
si mecanisme de investigatie inedite.

O buni parte a rezultatelor continute in volum au un caracter original, ele faicand obiectul
unor lucrdri publicate de autori in tard si striindtate.

Dupi cum spune prof. univ. dr. Octavian Standasild in ,Prefata lucrarii, ,aceastd lucrare
este un fapt de culturd si va avea un ecou nu numai in cercul restrans al celor care cred in spiritul
inepuizabil al ciutidtorilor de frumusete, fie ea mai ascunsi si mai putin atinsi de pragmatism®.

Dan Radu
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VIRGIL NICULA si COSMIN POHOATA, Diviziune armonici
Editura GIL, Zalau, 2007

Cartea in discutie se adreseaza elevilor din clasele VII-X . Autorii s-au straduit ca problemele
alese si fie accesibile elevilor de clasa a VII-a, care au inclinatie spre geometrie.

Lucrarea se intinde pe sase capitole (aici g#sindu-se si o listd de notatii standard):

Cap. 1 — Masurd algebricd (1.1. — Rigla. Probleme rezolvate, 1.2. — Mdasurd algebrica.
Probleme rezolvate);

Cap. 2 — Diviziune armonici (pe o dreaptd) (2.1. — Definitie. Exemple, 2.2. — Caracteri-
zarea unei diviziuni armonice, 2.3. — Probleme rezolvate);

Cap. 3 — Fascicul armonic (3.1. — Definitie. Proprietiti, 3.2. — Probleme rezolvate);

Cap. 4 — Pol si polard (in raport cu un cerc) (4.1. — Definitie. Proprietiti, 4.2. — Probleme
rezolvate);

Cap. 5 — Addenda (5.1. — Evaluarea raportului in care un punct imparte un segment,
5.2. — Caracterizarea perpendicularititii a doud drepte, 5.3. — Cercuri remarcabile asociate unui
triunghi);

Cap. 6 — Probleme propuse ( 6.1. — Enunturi, 6.2. — Solutii).

Desi cartea, ce se intinde pe 107 pagini, are doi autori, prefata (nesemnati) pare a fi scrisi
doar de unul dintre ei. Recenzentul nu a reusit si-si dea seama care este acela.

Recomanddm prezenta lucrare cu multd cidldurd tuturor pasionatilor de geometrie, mentio-
nand in final claritatea expunerii, precum si conditiile editoriale deosebite.

Radu Miculescu

GHEORGHE CRACIUN si colaboratorii, Duelul matematic,
Editura TIPARG, Pitesti, 2007

Prezentul volum este rezultatul colabordrii unui grup destul de numeros de autori din
care fac parte: IToana Craciun, Magdalena Georgescu, Luminita Corneci, Ion Bilciurescu, Emilian
Deaconescu, Catalin Scdaiceanu, Sergiu Cristea si Florin Cirjan.

El reuneste un numir destul de mare de teste destinate invitidméntului primar (clasele
II-TV) si gimnazial (clasele (V-VIII). Obiectul testelor il formeazi peste 70 de probleme, atent
selectate de autori si menite si permitd verificarea cunostintelor de matematici ce fac obiectul
programelor pentru aceste clase.

Desigur, problemele inserate in volum sunt de toate categoriile, plecand de la cele mai simple
si mergand pan# la cele cu caracter mai dificil (dar nu foarte dificile). Multe dintre ele apartin
autorilor, dar ne face impresia cd majoritatea au facut obiectul unor concursuri de matematici, fie
ele olimpiade, fie concursuri interjudetene. Aceasta conferd un plus de atractivitate pentru volum,
el fiind extrem de util pentru elevii din clasele primare si gimnaziale ce pregitesc diverse astfel de
concursuri.

Dan Radu

IURIE BOREICO si MARINEL TELEUCA, Invarianti si jocuri
Editura GIL, Zalau, 2007

Elevii care se pregitesc pentru concursuri, profesorii care cautd o sursd de intrebiri inedite,
iubitorii de probleme de matematicd vor gisi in aceastd carte ceea ce doresc.

Lucrarea contine probleme rezolvate, probleme propuse, toate apartinand unor teme frec-
vente in problemele de combinatorici. Probleme despre jocuri, folosirea invariantilor in diferite
contexte, analizarea existentei de strategii de realizare a unei anumite situatii, chestiuni simple de
dificultiti diferite si gradate de la simplu la complicat sunt selectate in principal din problemistica
ruseascd dar si din cea a altor concursuri de pe plan mondial.

Cartea are un cuprins vast, de sapte capitole, anume:

Cap. 1. — Introducere (1.1. — Idei principale, 1.2. — Exercitii propuse — Introducere);

Cap. 2. — Resturi (2.1. — Paritate, 2.2. — Exercitii propuse-paritate, 2.3. — Dame, sah,
domino si altele, 2.4. — Paritatea in geometrie, 2.5. — Alte resturi, 2.6. — Exercitii propuse —
resturi);
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Cap. 3. — Colorari (3.1. — Colorari in doud culori, 3.2. — Exercitii propuse — coloriri in
doua culori, 3.3. — Colordri in mai multe culori, 3.4. — Exercitii propuse — colorari in mai multe
culori);

Cap. 4. — Alti invarianti (4.1. — Expresii algebrice, 4.2. — Exercitii propuse — invarianti
algebrici, 4.3. — Invarianti universali, 4.4. — Semiinvarianti, 4.5. — Exercitii propuse — semiinvari-
anti);

Cap. 5. - Probleme pentru consolidare (5.1. — Probleme diverse, 5.2. — Exercitii propuse —
probleme diverse);

Cap. 6. — Jocuri (6.1. — Introducere, 6.2. — Jocuri inchise, 6.3. — Exercitii propuse-jocuri
inchise, 6.4. — Simetria, 6.5. — Exercitii — strategia simetriei, 6.6. — Pozitii castigdtoare, 6.7.
— Exercitii — pozitii cagtigitoare, 6.8. — Metoda analizei retrograde, 6.9. — Exercitii — analizd
retrogradd, 6.10. — Jocuri diverse);

Cap. 7. — Solutii si indicatii (7.1. — Introducere, 7.2. — Paritate, 7.3. — Alte resturi,
7.4. — Colordri in doud culori, 7.5. — Colordri in mai multe culori, 7.6. — Invarianti algebrici,
7.7. — Semiinvarianti, 7.8. — Probleme diverse, 7.9. — Jocuri inchise, 7.10. — Strategia simetriei,
7.11. — Pozitii cagtigitoare, 7.12. — Analizi retrogradi, 7.13 — Bibliografie).

Trebuie sd remarcim pozitionarea totalmente stranie a bibliografiei. Mai mult, aceasta
contine doar cinci titluri, coordonatele acestora fiind foarte vagi, fard a se mentiona editura si anul
aparitiei.

Lucrarea de fatd, avand o prefatd semnatd de Mihail Balund si intinzandu-se pe 58 de
pagini este un instrument util pe care-1 recomandam cu cdldura.

Radu Miculescu

POSTA REDACTIEI

Adrian Corduneanu si Gheorghe Costovici — Catedra de Matematicd, Universitatea
Tehnicd Gh. Asachi din Tagi. Am primit la Redactie articolul dumneavoastri cu titlul ,,Suma unor
serii de puteri®. il vom supune atentiei Colegiului Redactional.

Alisa Harjaba — Colegiul National Costache Negri din Targu Ocna si Cristina Elena
Huteanu, Universitatea Stefan cel Mare din Suceava. Nota dumneavoastrd intitulatd ,,Metode de
demonstratie a unor tipuri speciale de inegalitati“ se afld in atentia Colegiului Redactional care va
decide asupra oportunititii publicarii ei.

Constantin Ababei — Scoala Mihai Eminescu din Roman. Materialul cu titlul ,,Unitatea
matematicii elementare “ expediat de dumneavoastrd va fi supus atentiei Colegiului Redactional
care va decide in ce misurd este publicabil sau nu.

Ovidiu Pop — Satu Mare. Am primit problema dumneavoastri. Vom discuta in ce misurs
este publicabili.

Gheorghe Sz6ll6sy — str. Avram Iancu, nr. 28E, Sighetu-Marmatiei. Cele doud probleme
expediate de dumneavoastrd vor fi supuse atentiei Colegiului Redactional.

Jose Luis Diaz-Barrero — Universidad Politechnica de Catalunya, Barcelona, Spain. We
confirm the reception of the problem you sent to us. It follows to be submitted to the attention of
the Editorial Board.

Dan Radu
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