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Abstract

The aim of this paper is to give some rational approximation of the function

Arctan in the interval (0,∞). These approximations are obtained by using homo-

graphic functions.
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1. Introducere

În lucrarea de faµ  ne propunem s  indic m aproxim ri de tip raµional ale
funcµiei arctg pe intervalul (0,∞). Aproxim rile respective sunt obµinute prin con-
siderarea succesiv  a unor încadr ri optime de tip omogra�c. Inegalit µile respective
pot servi determin rii unor majoranµi ³i minoranµi convenabili ai funcµiilor trigono-
metrice tg, sin ³i cos.

De�niµia 1. Prin funcµie omogra�c  înµelegem o funcµie raµional  ω de tipul :

ω(x) =
αx+ β
γx+ δ

, x ∈ R, γx+ δ �= 0,

unde α, β, γ, δ ∈ R, cu αδ �= βγ.
Vom preciza noµiunile de majorant omogra�c, minorant omogra�c ³i respectiv

încadrare omogra�c . Pentru un interval I ³i funcµiile f, g : I → R, vom nota
f(x) ≤ g(x), orice x ∈ I, prin f ≤ g, subînµelegând faptul c  intervalul I este �xat.

De�niµia 2. Fie I = (a, b) un interval deschis de numere reale, unde −∞ ≤
≤ a < b ≤ ∞. Consider m o funcµie f : I → R.

1. Numim majorant omogra�c al funcµiei f pe intervalul I o funcµie omogra�c 

ω, de�nit  pe I, cu proprietatea f ≤ ω.
2. Numim minorant omogra�c al funcµiei f pe intervalul I o funcµie omo-

gra�c  ω, de�nit  pe I, cu proprietatea ω ≤ f .
3. O încadrare omogra�c  a funcµiei f pe intervalul I se obµine prin considera-

rea simultan  a unui minorant omogra�c ³i a unui majorant omogra�c pe intervalul

respectiv.

1) Rezultatele din prezenta lucrare au fost prezentate, parµial, în cadrul celei de a XXXIII-a

Sesiuni de comunic ri metodico-³tiinµi�ce desf ³urate la Sinaia în 21 octombrie 2006. (N.R.)
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Desigur c  ne preocup  determinarea ,,celei mai bune� încadr ri omogra�ce
a unei funcµii pe un interval deschis. Evident, prezenµa celui mai mic majorant
omogra�c, respectiv a celui mai mare minorant omogra�c, ar conferi optimalitate
major rii, respectiv minor rii, de acest tip. De regul  îns , existenµa acestor margini
omogra�ce nu este asigurat . Din acest motiv vom de�ni accepµiuni noi ale concep-
tului de m rginire omogra�c  optimal . Astfel, este rezonabil s  prefer m majoranµi
sau minoranµi omogra�ci care au acelea³i limite în capetele intervalului ca ³i funcµia
aproximat . De asemenea, vom considera optime acele borne omogra�ce care mi-
nimizeaz  distanµa (m surat  cu ajutorul integralei) la funcµia considerat . Pentru
dou  funcµii f ³i g, continue pe I, vom nota:

‖f − g‖ = sup
[u,v]⊂I

v∫
u

|f(x)− g(x)|dx ∈ [0,∞) ∪ {∞}.

Menµion m c  m rimea de�nit  mai sus extinde noµiunea de distanµa dintre funcµii,
considerat  de regul  în spaµiul vectorial L1(I) al funcµiilor absolut integrabile pe I.

De�niµia 3. Fie I = (a, b) un interval deschis de numere reale ³i f : I → R.
1. Spunem c  funcµia omogra�c  ω este un majorant (respectiv minorant)

omogra�c condiµionat al funcµiei f pe intervalul I dac  f ≤ ω (respectiv ω ≤ f) ³i
exist  urm toarele limite laterale:

lim
x→a
x>a

(f(x)− ω(x)) = 0, lim
x→b
x<b

(f(x) − ω(x)) = 0.

Funcµia f va admite o cea mai bun  majorare omogra�c  condiµionat  dac 

exist  un cel mai mic majorant omogra�c condiµionat ω al funcµiei f pe intervalul

I, deci exist  o funcµie ω care satisface condiµiile urm toare:

• ω este funcµie omogra�c , de�nit  pe I;

• f ≤ ω;
• lim

x→a,
x>a

(f(x) − ω(x)) = lim
x→b,
x<b

(f(x) − ω(x)) = 0;

• pentru oricare majorant omogra�c condiµionat ω al funcµiei f pe I avem ω ≤ ω.
În mod similar, f va admite o cea mai bun  minorare omogra�c  condiµio-

nat  dac  exist  un cel mai mare minorant omogra�c condiµionat ω al funcµiei f pe

intervalul I.
În cazul când funcµiile ω ³i ω exist  (³i vor � evident unice), spunem c  dubla

inegalitate:
ω(x) ≤ f(x) ≤ ω(x), ∀x ∈ (a, b),

reprezint  cea mai bun  încadrare omogra�c  condiµionat  a funcµiei f pe intervalul

I = (a, b).
2. Spunem c  majorantul omogra�c ω̃ al funcµiei f , continu  pe I, realizeaz 

cea mai �n  majorare omogra�c  dac  ‖ω̃ − f‖ <∞ ³i pentru oricare alt majorant

omogra�c ω al funcµiei f avem ‖ω̃ − f‖ ≤ ‖ω − f‖. Similar de�nim cea mai �n 

minorare (respectiv încadrare) de tip omogra�c.
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Menµion m c  pe parcursul lucr rii vom considera I = (0,∞).
Argumentul principal în favoarea studiului aproxim rii funcµiei arctg prin

funcµii raµionale îl constituie derivata sa raµional . De asemenea existenµa asimp-
totei orizontale spre in�nit, monotonia ³i respectiv convexitatea funcµiei constituie
premize ale obµinerii unor încadr ri �ne de tip raµional. Utilizarea unui procedeu ite-
rativ de încadr ri omogra�ce optimale reprezint  o alternativ  la aproximarea clasic 
de tip taylorian. Pe de alt  parte, încadrarea de tip raµional a funcµiei arctg permite
obµinerea unor încadr ri comode ale funcµiilor trigonometrice sin, cos, tg. Metoda
pe care o propunem în lucrarea de faµ  se înscrie printre numeroasele preocup ri
recente pe plan internaµional privind evidenµierea unor inegalit µi trigonometrice.
În �nalul articolului vom face scurte referiri la rezultate de actualitate în domeniu.

2. Aproximarea omogra�c  de ordinul 1

Consemn m la început câteva rezultate utile.
Lema 1. Au loc inegalit µile:

arctgx >
π

2
· x2

x2 + 1
, ∀ x ∈ (0, 1) (1)

arctgx <
π

2
· x2

x2 + 1
, ∀ x ∈ (1,∞) (2)

arctgx · arctg 1
x
<
π

2
· x

x2 + 1
, ∀ x ∈ (0,∞). (3)

Demonstraµie. Pentru obµinerea primelor dou  inegalit µi, consider m func-

µia f : [0,∞) → R de�nit  prin f(x) = arctgx − πx2

2(x2 + 1)
, x ≥ 0. Derivata

funcµiei, f ′(x) =
x2 − πx+ 1
(x2 + 1)2

, admite r d cinile pozitive x1 =
π −√

π2 − 4
2

< 1 ³i

x2 =
π +

√
π2 − 4
2

> 1. Avem f(0) = f(1) = lim
x→∞ f(x) = 0. Atunci, analizând

semnul derivatei, deducem c  funcµia f este strict pozitiv  pe intervalul (0, 1) ³i
respectiv strict negativ  pe intervalul (1,∞). Astfel, inegalit µile (1) ³i (2) sunt
dovedite.

Fie acum funcµia g : (0,∞) → R de�nit  prin:

g(x) =
π

2
x

x2 + 1
− arctgx arctg

1
x

= arctg2 x+
π

2

(
x

x2 + 1
− arctgx

)
, x > 0.

Avem g′(x) = 2(x2 + 1)−1f(x), x > 0. Din inegalit µile (1) ³i (2) rezult  c  funcµia
g este strict cresc toare pe (0, 1) ³i respectiv strict descresc toare pe (1,∞). Cum
lim
x↘0

g(x) = limx→∞ g(x) = 0, obµinem g(x) > 0, pentru orice x > 0, deci inegalitatea

(3) este satisf cut . �
Lema 2. Funcµia θ : (0.∞) → R de�nit  prin:

θ(x) =
x
(π
2
− arctgx

)
arctg x

, x > 0,
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este strict descresc toare, convex  ³i are ca imagine intervalul

(
2
π
,
π

2

)
. În plus:

lim
x→0,x>0

θ′(x) = −1; lim
x→∞ θ

′(x) = 0. (4)

Demonstraµie. Utiliz m rezultatul (3) al lemei precedente. Astfel, avem:

θ′(x) = −
arctg2x+

π

2

(
x

x2 + 1
− arctg x

)
arctg2x

< 0, ∀x > 0. (5)

Atunci funcµia θ este strict descresc toare pe intervalul (0,∞). Aplicând

regula lui l'Hospital, obµinem lim
x↘0

θ(x) =
π

2
³i lim

x→∞ θ(x) =
2
π
. Ca urmare, avem

2
π
< θ(x) <

π

2
, pentru orice x > 0. Din continuitatea funcµiei θ rezult  c  imaginea

sa este intervalul
(

2
π
,
π

2

)
. Avem, apoi:

θ′′(x) =
π(x− arctg x)

(x2 + 1)2arctg3x
, x > 0.

Din inegalitatea binecunoscut  arctgx < x, pentru orice x > 0, obµinem
θ′′(x) > 0, oricare ar � x > 0, deci funcµia θ este convex  pe (0,∞). În sfâr³it, prima
limit  de la (4) se calculeaz  pornind de la relaµia (5) prin regula lui l'Hospital, iar
cea de a dou  limit  se obµine în mod direct. �

Teorema urm toare evidenµiaz  faptul remarcabil c  funcµia arctg admite o
cea mai bun  încadrare omogra�c  condiµionat  ³i un cel mai �n majorant omogra�c

pe intervalul (0,∞).
Teorema 1. 1. Urm toarele inegalit µi asigur  cea mai bun  încadrare omo-

gra�c  condiµionat  a funcµiei arctg pe intervalul (0,∞):

π

2
x

x+
π

2

< arctgx <

π

2
x

x+
2
π

, ∀ x > 0. (6)

2. Funcµia ω̃ : (0,∞) → R, de�nit  prin:

ω̃(x) =

π

2
x

x+
2
π

, x > 0,

reprezint  cel mai �n majorant omogra�c al funcµiei arctg pe (0,∞).
3. Funcµia arctg nu admite un cel mai mic majorant omogra�c pe (0,∞).

Demonstraµie. 1. Conform lemei 2 avem
2
π
< θ(x) <

π

2
, oricare ar � x > 0.

Dar:

arctg x =

π

2
x

x+ θ(x)
, x > 0.
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Astfel, inegalit µile (6) sunt demonstrate. Fie ω un majorant (respectiv minorant)
omogra�c condiµionat al funcµiei arctg pe intevalul I = (0,∞). Din condiµionarea la
extremit µi impus  prin de�niµia 3, deducem c  ω este de forma urm toare:

ω(x) =

π

2
x

x+ c
, x > 0,

unde c este o constant  strict pozitiv . Atunci ω ≥ arctg dac  ³i numai dac 

c ≤ θ(x), pentru orice x > 0, ceea ce este echivalent cu c ≤ 2
π
³i respectiv ω ≤ arctg,

dac  ³i numai dac  c ≥ θ(x), oricare ar � x > 0, ceea ce este echivalent cu c ≥ π

2
.

Atunci marginile omogra�ce indicate de relaµia (6) reprezint  cel mai mare minorant
omogra�c condiµionat ³i respectiv cel mai mic majorant omogra�c condiµionat pentru
funcµia arctg pe intervalul (0,∞).

2. Pentru t > 0 avem:
t∫

0

(ω̃(x)− arctg x) dx = t
(π
2
− arctg t

)
+ ln

√
t2 + 1

t+
2
π

+ ln
2
π
.

Dar:

lim
t→∞ t

(π
2
− arctg t

)
= 1 ³i lim

t→∞ ln
√
t2 + 1

t+
2
π

= 0.

Atunci:

‖ω̃ − arctgx‖ = lim
t→∞

t∫
0

(ω̃(x)− arctgx) dx = ln
2e
π
,

deci avem ‖ω̃− arctg‖ <∞. Fie ω un majorant omogra�c arbitrar al funcµiei arctg,

ω(x) =
αx+ β
γx+ δ

, x > 0,

unde α, β, γ, δ ∈ R, astfel încât αδ �= βγ, γδ ≥ 0 ³i γ2 + δ2 > 0. Este necesar s 
analiz m trei situaµii.

Cazul i) γ = 0. Atunci αδ �= 0 = βγ. Din condiµia ω(x) ≥ arctg x, pentru
orice x > 0, rezult 

α

δ
> 0. În acest caz obµinem lim

x→∞(ω(x)−arctgx) = ∞, de unde

rezult  ‖ω − arctgx‖ = ∞.
Cazul ii) γ �= 0 ³i α/γ > π/2. Atunci lim

x→∞(ω(x)− arctg x) = α/γ − π/2 > 0.

Obµinem de asemenea ‖ω − arctg‖ = ∞.
Cazul iii) γ �= 0 ³i α/γ ≤ π/2. Trecând la limit  la ∞ în inegalitatea ω(x) ≥

≥ arctg x, pentru orice x > 0, obµinem α/γ ≥ π/2. Rezult  α/γ = π/2, deci funcµia
ω poate � reprezentat  sub forma:

ω(x) =

π

2
x+ a

x+ b
, x > 0,
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cu b ≥ 0 ³i a �= π

2
b. Din ipotez  obµinem lim

x↘0
ω(x) ≥ lim

x↘0
arctg x, de unde a ≥ 0. De

asemenea, vom ar ta, prin reducere la absurd, c  are loc inegalitatea b ≤ 2
π
(a+ 1).

S  presupunem b >
2
π
(a+ 1). Fie ∆ : (0,∞) → R, ∆(x) = ω(x)− arctgx. Avem:

∆′(x) =

(π
2
b− a− 1

)
x2 − 2bx+

(π
2
b− a− b2

)
(x + b)2(x2 + 1)

, x > 0.

Cum
π

2
b − a − 1 > 0, exist  x0 ≥ 0 astfel ca ∆′(x) > 0, pentru orice x ∈ (x0,∞),

deci ∆ este strict cresc toare pe intervalul (x0,∞). Dar lim
x→∞∆(x) = 0. Rezult 

∆(x) < 0, oricare ar � x > x0, sau ω(x) < arctg(x), pentru orice x > x0, ceea ce

constituie o contradicµie. Avem deci b ≤ 2
π
(a+ 1). Atunci:

arctgx ≤ ω̃(x) ≤
π

2
x+ a

x+
2
π
(a+ 1)

≤ ω(x), ∀x > 0.

Rezult  ‖ω̃ − arctg‖ ≤ ‖ω − arctg‖. Astfel, ω̃ este cel mai �n majorant
omogra�c al funcµiei arctg pe R∗

+.

3. Presupunem, prin reducere la absurd, c  arctg ar admite un cel mai mic
majorant omogra�c ω. Atunci arctg ≤ ω ≤ ω̃. Dac  exist  x0 > 0 astfel ca ω(x0) <
< ω̃(x0), atunci obµinem ‖ω−arctg‖ < ‖ω̃−arctg‖, ceea ce constituie o contradicµie.
Avem deci ω = ω̃. Consider m funcµia:

ω0(x) =
2x
x+ 1

, x > 0.

Constat m cu u³urinµ  c  ω0 este un majorant al funcµiei arctg. Atunci, prin
presupunerea f cut , avem ω̃ ≤ ω0. Dar:

ω0(x) < ω̃(x), ∀ x ∈
(
0,
π2 − 8
π(4− π)

)
,

ceea ce constituie o contradicµie. �
Remarc . Din monotonia funcµiei θ deducem c  are loc inegalitatea dubl :

π

2
x

x+ θ(u+ 0)
< arctg x <

π

2
x

x+ θ(v)
, ∀x ∈ (u, v) ⊂ (0,∞). (7)

Imparitatea funcµiei arctg permite extinderea inegalit µilor (6) la intervalul (−∞, 0).
Corolarul 1. Are loc inegalitatea dubl :

π

2
x

2
π
− x

< arctg x <

π

2
x

π

2
− x

, ∀ x < 0. (8)

6



De asemenea, pe baza monotoniei stricte a funcµiei tg pe intervalul
(
0,
π

2

)
,

relaµia (1) conduce, prin ,,inversare�, la încadrarea funcµiei tg pe
(
0,
π

2

)
. Apoi, prin

imparitate, se obµine încadrarea funcµiei tg pe
(
−π

2
, 0
)
.

Corolarul 2. Funcµia tg admite urm toarele încadrari omogra�ce:

2
π
t

π

2
− t

< tg t <

π

2
t

π

2
− t
, ∀ t ∈

(
0,
π

2

)
(9)

π

2
t

π

2
+ t

< tg t <

2
π
t

π

2
+ t
, ∀ t ∈

(
−π

2
, 0
)
. (10)

Pornind de la inegalit µile evidenµiate anterior, obµinem majoranµi ³i mino-
ranµi raµionali ai funcµiilor trigonometrice sin ³i cos.

Propoziµia 1. Au loc urm toarele inegalit µi trigonometrice:

sin t ≥ 2t(π − t)
(π − t)2 + t2

, ∀ t ∈
[
0,
π

2

]
(11)

sin t ≤ 2t(π − t)
2
π

(π − t)2 +
π

2
t2
, ∀ t ∈

[
0,

π

1 + π/2

]
(12)

2
π

(π − t)2 − π
2
t2

2
π

(π − t)2 +
π

2
t2

≤ cos t ≤ (π − t)2 − t2
(π − t)2 + t2

, ∀ t ∈
[
0,
π

2

]
. (13)

Demonstraµie. Constat m, pentru început, c  avem θ(1) = 1. Atunci, din
inegalitatea (7) rezult :

π

2
x

x+
π

2

≤ arctg x ≤
π

2
x

x+ 1
, ∀x ∈ [0, 1].

Ca urmare, utilizând monotonia funcµiei tg, obµinem:

t

π − t ≤ tg
t

2
≤

π

2
t

π − t , ∀ t ∈
[
0,
π

2

]
. (14)

S  observ m îns  c  funcµia h(z) =
2z

1 + z2
este strict cresc toare pe [0, 1].

Atunci din inegalit µile (14), conform relaµiei trigonometrice sin t=
2tg t/2

1 + tg2t/2
,

obµinem inegalit µile (11) ³i (12). Din relaµia (14), pe baza monotoniei descresc toare

a funcµiei k(z) =
1− z2
1 + z2

pe [0,∞) ³i a identit µii trigonometrice cos t =
1− tg2t/2
1 + tg2t/2

,

obµinem relaµia (13). �
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3. Aproximarea omogra�c  de ordinul 2

Pentru a ra�na încadrarea (6) a funcµiei arctg, vom proceda la încadrarea
omogra�c  optimal  condiµionat  a funcµiei θ pe intervalul (0,∞).

Teorema 2. Urm toarea dubl  inegalitate reprezint  cea mai bun  încadrare

omogra�c  condiµionat  a funcµiei θ pe intervalul (0,∞):

π2 − 4
4

x+
π

2
π(π2 − 4)

8
x+ 1

< θ(x) <

4
π2 − 4

x+
π

2
2π

π2 − 4
x+ 1

, ∀x > 0. (15)

Relaµia (15) este echivalent  cu urm toarea încadrare de ordin 2 a funcµiei
arctg pe intervalul (0,∞):

π

2
x2 +

π2 − 4
4

x

x2 +
π

2
x+

π2 − 4
4

< arctg x <

π2 − 4
4

· π
2
x2 + x

π2 − 4
4

x2 +
π

2
x+ 1

, x > 0. (16)

Demonstraµie. Pentru comoditatea redact rii demonstraµiei, vom conveni
s  not m r =

π

2
. Vom observa la început c  r ∈ (1, 2) ³i r2 ∈ (2, 3). De�nim funcµia

θ1 : (0,∞) → R prin

θ1(x) =
r − θ(x)

x (rθ(x) − 1)
, x > 0. (17)

Conform lemei 2, lim
x↘0

θ(x) = r, lim
x→∞ θ(x) = r−1 ³i θ este strict descresc toare,

deci funcµia θ1 este corect de�nit  ³i strict pozitiv  pe (0,∞). Apoi, prin aplicarea
regulii lui l'Hospital ³i a relaµiilor (4) ³i (5), obµinem:

lim
x↘0

r − θ(x)
x

= lim
x↘0

(−θ′(x)) = 1

³i:

lim
x→∞x (rθ(x) − 1) = lim

x→∞
rθ(x) − 1
x−1

= r lim
x→∞

θ′(x)
−x−2

=

= r lim
x→∞

θ′′(x)
2x−3

= r2 lim
x→∞

1− x−1arctg x
(1 + x−2)2arctg3 x

=
1
r
.

Rezult :

lim
x↘0

θ1(x) = lim
x↘0

r − θ(x)
x

· lim
x↘0

1
rθ(x) − 1

=
1

r2 − 1

³i respectiv:

lim
x→∞ θ1(x) = lim

x→∞
1

x (rθ(x) − 1)
· lim

x→∞
r − θ(x)

1
= r2 − 1.

Vom demonstra acum inegalitatea dubl :

1
r2 − 1

< θ1(x) < r2 − 1, ∀ x > 0, (18)
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ceea ce este echivalent cu a�rmaµia c  funcµia continu  θ1 are imaginea:(
1

r2 − 1
, r2 − 1

)
.

Întrucât avem θ(x) =
xθ1(x) + r
rxθ1(x) + 1

, x > 0, iar funcµia ϕ(z) :=
xz + r
rxz + 1

, cu

x > 0 �xat, este strict descresc toare în variabila z ∈ (0,∞), relaµia (18) este
echivalent  cu încadrarea (15) din enunµul teoremei. Îns , pe baza relaµiei arctgx =
=

rx

x+ θ(x)
, x > 0, încadrarea (15) a funcµiei θ este echivalent  cu încadrarea (16)

a funcµiei arctg, pe care o scriem convenµional:

rx2 + (r2 − 1)x
x2 + rx + r2 − 1

< arctg x <
r(r2 − 1)x2 + x

(r2 − 1)x2 + rx+ 1
, ∀ x > 0.

Pentru a dovedi inegalit µile de mai sus, consider m funcµiile f, g : (0,∞) → R

de�nite prin:

f(x) = arctg x− rx2 + (r2 − 1)x
x2 + rx + r2 − 1

, g(x) =
r(r2 − 1)x2 + x

(r2 − 1)x2 + rx+ 1
− arctg x.

Avem:

f ′(x) =
x2
[
(r2 − 1)(4− r2)− 2r(r2 − 2)x

]
(x2 + 1)(x2 + rx + r2 − 1)2

,

g′(x) =
x
[
2r(r2 − 2)− (r2 − 1)(4− r2)x]
(x2 + 1) [(r2 − 1)x2 + rx+ 1]2

.

Rezult  c  f este strict cresc toare pe
(
0,

(r2 − 1)(4− r2)
2r(r2 − 2)

]
³i strict descresc toare

pe
[
(r2 − 1)(4 − r2)

2r(r2 − 2)
,∞
)
, iar g este strict cresc toare pe

(
0,

2r(r2 − 2)
(r2 − 1)(4− r2)

]
³i

strict descresc toare pe
[

2r(r2 − 2)
(r2 − 1)(4− r2) ,∞

)
. Cum îns  f ³i g au limite nule în

origine ³i la in�nit, deducem f(x), g(x) > 0, pentru orice x > 0. Astfel, inegalit µile
(16), (15) ³i (18) sunt dovedite.

R mâne s  prob m optimalitatea în sens condiµionat a încadr rii omogra�ce

(15). Not m ω : (0,∞) → R, ω(x) =
(r2 − 1)−1x+ r
r(r2 − 1)−1x+ 1

, majorantul omogra�c

condiµionat dat de relaµia (15). Fie ω un alt majorant omogra�c condiµionat al
funcµiei θ. Atunci lim

x↘0
ω(x) = r ³i lim

x→∞ω(x) = r−1. Rezult  c  ω este de forma

ω(x) =
cx+ r
crx+ 1

, unde c este o constant  pozitiv . Atunci, conform reprezent rii lui

θ în raport cu θ1, a relaµiei (18) ³i a monotoniei funcµiei ϕ, obµinem:

ω ≥ θ ⇔ c ≤ θ1 ⇔ c ≤ 1
r2 − 1

⇔ ω ≥ ω.

Rezult  c  ω este cel mai bun majorant omogra�c condiµionat al funcµiei θ. Analog
demonstr m c  minorarea lui θ dat  de relaµia (15) este cea mai bun  minorare
omogra�c  condiµionat  a funcµiei θ.
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Astfel teorema este demonstrat . �
Corolar. Din (16) se obµine urm toarea încadrare a funcµiei tg:

rt− 1 +
√

(rt − 1)2 + 4t(r2 − 1)(r − t)
2(r2 − 1)(r − t) < tg t <

<
rt + 1− r2 +

√
(rt + 1− r2)2 + 4t(r2 − 1)(r − t)

2(r − t) , ∀ t ∈ (0, r), (19)

unde r =
π

2
.

Aproximarea omogra�c  optimal  a funcµiei θ1, funcµie a c rei imagine este

intervalul
(

1
r2 − 1

, r2 − 1
)

va conduce la o aproximare de ordinul 3 pentru funcµia

arctg. Procedelul indicat în lucrare poate astfel continua.

4. Comentarii bibliogra�ce. Trebuie remarcat faptul c , în ultimii ani,
studiul inegalit µilor a luat o amploare deosebit , stimulat mai ales de circulaµia
informaµiei matematice pe cale electronic . În leg tur  cu problematica încadr rii
funcµiei tangent , prezent m rezultatul remarcabil datorat lui M. Becker ³i E. I.
Stark (1978):

8t
π2 − 4t2

< tg t <
π2t

π2 − 4t2
, ∀ t ∈

(
0,
π

2

)
,

sau, echivalent:√
π2

4
x2 +

π4

64
− π

2

8
x

< arctg x <

√
π2

4
x2 + 1− 1

x
, ∀x > 0.

Remarc m faptul c  încadrarea de mai sus este mai �n  decât încadrarea
omogra�c  (1), dar nu este mai bun  decât încadrarea ,,de ordinul 2� dat  de relaµia
(15). Aceast  ultim  observaµie se bazeaz  pe constatarea c  limita în origine a

majorantului Becker-Stark este
π2

8
> 1, în timp ce limita în origine a majorantului

indicat de relaµia (15) este 1. Menµion m de asemenea c , într-o lucrare recent ,
C.-P. Chen ³i F. Qi (2004) amelioreaz  (prin utilizarea ra�nat  a numerelor lui
Bernoulli ³i Euler) rezultatul lui M. Becker ³i E. I. Stark.
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Constante de tip Euler generalizate

de Andrei Vernescu

Abstract

In this note the author surveys some results about generalized Euler 's constants

and makes some historical remarks concerning this topic.

Key words: Euler 's (generalized) constants, Stieltjes constants.

M.S.C.: 01-99, 40A25

1. Fie un num r real s > 0, �xat. Considerând seria armonic  generalizat 
∞∑

n=1

1
ns

, este binecunoscut c :

(a) dac  s ∈ (1,∞), atunci seria este convergent 1);
(b) dac  s ∈ (0, 1], atunci seria are suma ∞.

Utilizând notaµiile uzuale ζn(s) =
n∑

k=1

1
ks

³i Hn = ζn(1), reamintim c  au loc

relaµiile:

lim
n→∞

Hn

lnn
= 1, lim

n→∞
ζn(s)

n1−s/(1− s) = 1 (s ∈ (0, 1)), (1)

cunoscute deja de Euler2) ³i care arat  echivalenµele asimptotice:

Hn ∼ lnn; ζn(s) ∼ n1−s

1− s (s ∈ (0, 1).3) (2)

Dar faptul c  limita raportului a dou  ³iruri care tind c tre ∞ este egal  cu 1
nu asigur  c  limita diferenµei, dac  exist , este �nit , dup  cum se poate constata

din exemple triviale de tipul lim
n→∞

n2 + n
n2

= 1, cât ³i din cel netrivial al formulei lui

Stirling lim
n→∞

n!
nne−n

√
2πn

= 1, unde lim
n→∞

(
n!− nne−n

√
2πn

)
= ∞.4)

Euler a aprofundat situaµia legat  de relaµiile (1) ³i (2), ar tând c  limitele:

lim
n→∞

(
1 +

1
2
+

1
3
+ . . .+

1
n
− lnn

)
(3)

1) Suma acestei serii convergente de�ne³te funcµia zeta a lui Riemann de variabil  real , care,

extins  la variabila complex , joac  un rol important în teoria analitic  a numerelor. (N.A.)
2) Ast zi, obµinerea lor este imediat , de exemplu, cu ajutorul lemei lui Stolz-Cesàro. Euler a

folosit alt  metod , bazat  pe ceea ce se nume³te ast zi formula de însumare a lui Euler-MacLaurin.

(N.A.)
3)Reamintim c  (an)n ³i (bn)n sunt asimptotic echivalente (notat an ∼ bn) dac  exist 

lim
n→∞an/bn, �nit  ³i nenul . De³i primele de�niµii sistematice din domeniul analizei asimpto-

tice au fost introduse în 1886 de c tre Stieltjes ³i Poincaré ³i completate de Landau, se admite în

mod unanim c  Euler a fost un precursor (a se vedea monogra�ile lui Van der Corput, De Bruijn,

Copson, Erdély). (N.A.)
4) Relaµia se obµine cu u³urinµ  din partea stâng  a inegalit µii:√

2πnnne−n exp
(
1/(12n + 1)

)
< n! <

√
2πnnne−n exp

(
1/(12n)

)
. (N.A.)
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³i:

lim
n→∞

(
1 +

1
2s

+
1
3s

+ . . .+
1
ns

− n1−s

1− s
)

(4)

exist  ³i sunt �nite; limita (3) se nume³te constanta lui Euler (sau înc  a lui Euler-
Mascheroni) ³i se noteaz  γ sau C. Mai mult, Euler a ar tat c , în anumite condiµii,
pentru o funcµie f : (0,∞) → R, limita:

lim
n→∞

f(1) + f(2) + f(3) + . . .+ f(n)− n∫
1

f(x)dx

 (5)

exist  ³i este �nit ; limitele (4) ³i (5) se numesc constantele de tip Euler generalizate.

2. În secolul al XIX-lea s-a mers mai departe cu generalizarea constantelor
de tipul celor ale lui Euler, extinzându-se nu numai funcµia f , ci ³i intervalul de
integrare iniµial. Astfel, s-au de�nit constantele:

γ(n0, f) = lim
n→∞

( n∑
k=n0

f(k)

)
−

n∫
n0

f(x)dx

 (n0 ∈ N∗). (6)

Câteva din aceste constante sunt prezentate în tabelul urm tor.

Nr. crt n0 f(x) γ(n0, f)
1 1 1/x 0, 5772156649 . . .= γ0 = γ
2 2 1/ lnx 0, 8019254372 . . .
3 2 1/(x lnx) 0, 4281657248 . . .
4 1 1/xs ζ(s) + 1/(1− s)
5 1 1/

√
x 0, 5396454911 . . .= ζ(1/2) + 2

6 1 (lnx)/x −0, 0728158454 . . .= γ1
7 1 (lnx)2/x −0, 0096903631 . . .= γ2
8 1 (lnx)3/x 0, 0020538344 . . .= γ3
9 1 (lnx)4/x 0, 0023253700 . . .= γ4
10 1 (lnx)5/x 0, 0007933238 . . .= γ5

La cea de a patra constant , ζ(s) este considerat  în sensul prelungirii analitice
(prin intermediul funcµiei zeta a lui Riemann, de variabil  complex  s �→ ζ(s), cu
s = σ + it, Re(s) = σ > 1, care, dup  de�nirea sa în semiplanul Re(s) > 1, prin

egalitatea ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

, se prelunge³te analitic în tot planul complex, cu excepµia

polului de ordinul întâi s = 1 ³i astfel cap t  sens ζ(s) cu s ∈ (0, 1) ⊂ R ⊂ C).

Se obµin astfel constantele ζ(s) +
1

1− s (a se vedea ³i [4] pp. 55-56 ³i 249-257). În

particular, ζ
(
1
2

)
de la cea de a cincea constant  este, de asemenea, considerat  în

sensul explicat anterior.
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În cazul n0 = 1 ³i f(x) =
(lnx)r

x
(r = 0, 1, 2, . . .) se obµin cele mai importante

constante de tip Euler generalizate, notate γr, anume:

γr = lim
n→∞

(
n∑

k=1

(ln k)r

k
− (lnn)r+1

r + 1

)
(r = 0, 1, 2, . . .). (7)

Acestea se numesc constantele lui Stieltjes ³i importanµa lor const  în faptul
c  ele intervin în expresiile coe�cienµilor dezvolt rii în serie Laurent a funcµiei ζ
într-o vecin tate (din C) a polului simplu z0 = 1, anume:

ζ(z) =
1

z − 1
+

∞∑
n=0

(−1)n

n!
γn(z − 1)n.

Faptul c  aceste constante erau binecunoscute în secolul al XIX-lea se poate
constata ³i consultând periodicul ,,L'Intermédiaire des mathématiciens�, vol. IV,
unde, la pagina 27, este scris ,,Il est facile de démontrer que l'expression:

log logn−
(

1
2 log 2

+
1

3 log 3
+ . . .+

1
n logn

)
,

croissante avec n, tend vers une limite �nie et determinée lorsque n augumente
indé�niment.�

De asemenea, convergenµa constantelor lui Euler generalizate a fost extins 
³i pentru funcµiile cu valori complexe, de c tre Hardy (a se vedea [13], [14], pp.
517-518, [26], pag. 53, citat ³i în [29], pag, 107 precum ³i [18], pp. 64-67).

3. Prezentarea expunerii de pân  acum, cât ³i a aprofund rii care va urma,
are, în afar  de interesul propriu-zis al problemei, ³i o motivaµie secundar , punc-
tual . Anume, în monogra�a [29], reamintind pentru ³irul de termen general an =

=
n∑

k=1

1√
k
− 2

√
n inegalitatea original 

1
2
√
n+ 1

< an − a < 1
2
√
n
, cu a = lim

n→∞ an

(din [27], 1991), am menµionat c , de fapt, convergenµele de tipul (4) erau cunos-
cute mai demult, înaintea lui Ioachimescu, care a considerat doar un caz particular,

anume cazul s =
1
2
. În [5], [6], [6′], nedispunându-se probabil de bibliogra�a nece-

sar  ³i doar speculându-se asupra vârstei lui Hardy în 1895, precum ³i c  singurele
lucr ri citate în aceast  problem  în [29] (ale lui Verley ³i Moisotte) erau ulterioare
lui Ioachimescu, se contest  cunoa³terea convergenµelor (4) anterior respectatului
autor român.

Pentru a stabili cât mai exact realitatea de istorie a matematicii în aceast 
privinµ , am procurat câteva lucr ri sau extrase care ne-au clari�cat pe deplin situ-
aµia. Red m, pe scurt, o selecµiune din rezultatele obµinute pân  în prezent.

a) Cartea [15], având ca autor pe J. Havil, profesor la Winchester (Marea
Britanie) este o monogra�e de peste 250 de pagini, consacrat  exclusiv constantei
lui Euler ³i publicat  în prestigioasa editur  Princeton University Press. La paginile
117 ³i 118 este scris:
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,,Euler (naturally) embraced this idea of generalization and did so considering:

lim
n→∞

(
n∑

r=1

1
r
− lnn

)
as lim

n→∞

 n∑
r=1

f(r)−
n∫

1

f(x)dx


with f(x) =

1
x

as just one particular positive decreasing function. From this gene-

ralized to f(x) =
1
xα

, where 0 < α < 1, to produce two divergent components that

combine to converge to �nite sums � known us Euler 's generalized constants�.
(A se vedea ³i originalul, L. Euler [8], [9], precum ³i [12].)
Iat  deci c  aceste convergenµe erau cunoscute nu numai din secolul al XIX-

lea, ci chiar de însu³i Euler ! Deci a�rmaµia noastr  din [29] este corect !
Binecunoscutul matematician francez Jean Dieudonné în [7], problema 27,

pag. 119, ca ³i profesorul german Karl Knopp în [18], pp. 64-69 ³i în [19] problema

135, pag. 312, trateaz  echivalenµa asimptotic  dintre
n∑

k=1

1
kα

³i
n1−α

1− α (α ∈ (0, 1)),

ca pe o problem  binecunoscut .
b) Marele matematician indian S. Ramanujan, fost profesor la Universitatea

din Cambridge, unul dintre cei mai mari descoperitori de formule de dup  Euler,
nu numai c  a luat în consideraµie constanta de�nit  ca limit  a ³irului de termen

general an =
n∑

k=1

1√
k
− 2

√
n, dar a ³i stabilit formula:

lim
n→∞

(
n∑

k=1

1√
k
− 2

√
n

)
= −

(√
2 + 1

)(
1− 1√

2
+ . . .

)
= −1, 46035 . . . , (8)

care transform  limita în suma unei serii alternate, convergente (pentru al c rei
calcul se pot aplica metodele clasice de accelerare a convergenµei). A se vedea [23],
cât ³i [24], pp. 47-49. Valoarea expresiei din membrul drept, deci a limitei din
membrul stâng, coincide cu cea acceptat  ast zi ³i este în concordaµ  cu valoarea
ζ(1/2) menµionat  în tabel.

c) Dup  Ramanujan, formula (8) a fost extins  în mod corespunz tor pentru
celelalte valori ale exponentului α ∈ (0, 1) (prin intermediul prelungirii analitice
menµionate), anume:

lim
n→∞

(
n∑

k=1

1
kα

− n1−α

1− α

)
= ζ(α) =

−1
21−α − 1

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα

(a se vedea [4] ³i [11]).
d) Mai menµion m c  în ,,Enciclopedy of Mathematics and its applications�,

fondat  de binecunoscutul matematician american Gian-Carlo Rota, în partea des-
tinat  constantelor matematice (vol. 94) [11], unde sunt prezentate peste 136 de
constante (iar uneori, familii de constante), singura constant  a c rei de�nire este
legat  ³i de numele unui matematician român este cea de�nit  de c tre J. Ewing ³i
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C. Foia³, introdus  în leg tur  cu relaµia de recurenµ  neliniar  xn+1 =
(
1 +

1
xn

)n

,

n ≥ 1, cu x1 = a > 0. Exist  o unic  valoare x1 = a, pentru care ³irul (xn)n tinde la
∞; pentru toate celelalte valori ale lui a, ³irul are o limit  �nit . Valoarea constantei
a fost calculat  de c tre Clay C. Ross ³i este a = 1, 1874523511 . . . (a se vedea [10]).

Totodat , în enciclopedia menµionat , în afar  de indicele alfabetic de nume,
de 33 de pagini, în care nu apare numele lui Ioachimescu, exist  ³i un indice de
constante a³ezate în ordinea m rimii, de 24 de pagini, în care, în dreptul constantei
0,5396454911. . . este scris: ,,ζ(1/2) + 2; with Euler-Mascheroni constants�.

A³adar, din nou se con�rm  c  a�rmaµia din [29] este corect ; convergenµele
în care se înscrie ³irul (an)n erau de mult cunoscute � chiar de la Euler � iar numele
lui Ioachimescu nu se citeaz  în literatura de specialitate universal  (str in ).

Desigur, avem toat  determinarea ³i mândria de a evidenµia rezultatele mate-
maticienilor români, iar nerecunoa³terea (chiar temporar !) a unor priorit µi româ-
ne³ti nu poate decât s  ne nemulµumeasc  (a se vedea controversa Pompeiu-Zoretti

din 1905, tran³at  de�nitiv în favoarea lui Pompeiu de abia în 1909 de c tre Denjoy
(a se vedea [1], pag. 348).

A. G. Ioachimescu este apreciat ca matematician la justa lui importanµ ,
dat  de valoarea corespunz toare a operei sale matematice (v. [1], pp. 300-301). În
plus, el este respectat cu aleas  recuno³tinµ  ca �ind unul dintre creatorii Gazetei
Matematice, �ind, de asemenea, autorul unei celebre culegeri de probleme de algebr ,
cât ³i pentru faptul c  a sprijinit din toat  inima pe tinerii matematicieni din epoc ,
atunci când le era mai necesar (sunt cunoscute situaµiile lui D. Pompeiu ³i D. V.
Ionescu). Dar, cum ³i în probleme de istorie a matematicii nu se admite drept
principiu fundamental decât respectarea strict  a adev rului ³tiinµi�c, trebuie s 
recunoa³tem c , de³i matematicianul nostru a propus în 1895 o problem  foarte
frumoas  (asupra c reia a revenit cu o generalizare în [17]), totu³i aceasta se încadra
într-o gam  de convergenµe de�nite înc  de Euler !

Pentru indicarea sau procurarea unor valoroase resurse bibliogra�ce legate de pro-

blematica acestui articol, adresez calde mulµumiri domnilor prof. dr. D. Andrica, prof. dr.

S. Gal, prof. dr. A. Lupa³, prof. dr. C. P. Niculescu, prof. M. Trifu, prof. dr. B. Vernescu

(S.U.A.), prof. dr. M. Vuorinen (Finlanda).
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O metod  a lui Liouville de demonstrare a inegalit µilor

de Dorin M rghidanu

Abstract

The author presents some proofs which are based on a method due to Liou-

ville for the arithmetic-geometric mean inequality, for a particular case of Cauchy-

Buniakowski-Schwarz inequality, for two inequalities of Weierstrass and for Hua's

inequality.

Keywords: Liouville's method, Liouville's method associated with a inequality,

arithmetic-geometric mean inequality, Weierstrass's inequality, Hua's inequality.

M.S.C.: 26D15

1. Introducere. Vom desemna prin termenul de metoda lui Liouville o
metod  inductiv-analitic  de demonstrare a unor inegalit µi ce depind de n argu-
mente � numere reale. Propunem acest  denumire în memoria marelui matematician
Joseph Liouville, care în 1839, publica în ,,Journal de mathématiques pures et ap-
pliquées� (numit ³i ,,Journal de Liouville�) , [8], o demonstraµie elegant  a inegalit µii
mediilor. Aceasta metod , de mare valoare euristic , va � luat  drept prototip pen-
tru demonstrarea unor inegalit µi. Mai precis, dac  avem de demonstrat o inegalitate
de forma:

F (a1, a2, . . . , an) ≤ (≥)G(a1, a2, . . . , an), (1)

unde a1, a2, . . . , an ∈ I ⊂ R, iar F , G sunt funcµii de n argumente, F,G : In → R,
atunci inegalit µii (1) i se asociaz  o funcµie de o singur  variabil  L : I → R, în care
unul din argumentele ak ∈ I, k = 1, n, se înlocuie³te cu variabila x, ca de exemplu:

L(x) = F (a1, a2, . . . , an−1, x)−G(a1, a2, . . . , an−1, x),

sau:
L(x) = Fn(a1, a2, . . . , an−1, x)−Gn(a1, a2, . . . , an−1, x), etc.

Apoi, dac  prin metode algebrico-analitice se dovede³te c  L(x) ≤ (≥)0, pen-
tru orice x ∈ I, rezult  în particular ³i L(an) ≤ (≥)0, adic  tocmai inegalitatea (1),
de demonstrat.

Funcµia L asociat  inegalit µii o vom numi funcµie (de tip) Liouville.

2. Dou  demonstraµii pentru inegalitatea mediilor. Vom urm ri în
continuare dou  demonstraµii ale inegalit µii mediilor prin metoda lui Liouville.
Prima dintre ele � de mare ra�nament stiinµi�c � este chiar demonstraµia original 
a lui Liouville (cu u³oare adapt ri ³i prelucr ri).

Ea a urmat la relativ puµin timp de la demonstraµia prin inducµie ,,înainte -
înapoi� a lui Cauchy [5] (cu bogate referinµe în [2]- [4], [6], [11]).

În cele ce urmeaz  utiliz m notaµiile: pentru ai > 0, i = 1, n:

An(a1, a2, . . . , an) :=
a1 + a2 + . . .+ an

n
(media aritmetic );

Gn(a1, a2, . . . , an) := n
√
a1 · a2 · . . . · an (media geometric )

(sau atunci când nu exist  posibilitatea de confuzie, simplu An sau Gn).
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Propoziµia 1 (inegalitatea mediilor, inegalitatea AM-GM, inegalitatea lui
Cauchy). Dac  a1, a2, . . . , an ∈ R+, atunci are loc inegalitatea:

An(a1, a2, . . . , an) ≥ Gn(a1, a2, . . . , an), (2)

pentru orice n ∈ N, n ≥ 2, cu egalitate dac  ³i numai dac  a1 = a2 = . . . = an.
Demonstraµia 1 (Liouville) ([8], [3], [4]). Pentru n = 2, evident. Pre-

supunem adev rat  inegalitatea (2), pentru cazul a n− 1 numere, cu egalitate dac 
a1 = a2 = . . . = an−1 (= a) ³i o vom demonstra pentru cazul a n numere, cu
egalitate dac  a1 = a2 = . . . = an.

Consider m urm toarea funcµie Liouville, asociat  inegalit µii (2):

L(x) = An
n(a1, a2, . . . , an−1, x)−Gn

n(a1, a2, . . . , an−1, x) =

=
(
a1 + a2 + . . .+ an−1 + x

n

)n

− a1 · a2 · . . . · an−1 · x. (3)

Avem:

L′(x) = n ·
(
a1 + a2 + . . .+ an−1 + x

n

)n−1

· 1
n
− a1 · a2 · . . . · an−1 =

= An−1
n (a1, a2, . . . , an−1, x)−Gn−1

n−1(a1, a2, . . . , an−1) =

=
[
n− 1
n

·An−1(a1, a2, . . . , an−1) +
x

n

]n−1

−Gn−1
n−1(a1, a2, . . . , an−1). (4)

Cum L′′(x) =
n− 1
n

· An−2
n (a1, a2, . . . , an−1, x) ≥ 0, rezult  c  L este funcµie

convex .
Ecuaµia derivat , L′(x) = 0, conform cu (4), are r d cina:
x′ = n ·Gn−1(a1, a2, . . . , an−1)− (n− 1) ·An−1(a1, a2, . . . , an−1) =

= n ·Gn−1 − (n− 1) ·An−1,

care este abscisa punctului de minim pentru funcµia L. În urma unui calcul de
rutin , g sim c  acest minim este:

Lmin = L(x′) = (n− 1) ·Gn−1
n−1(An−1 −Gn−1). (5)

Cu ipoteza de inducµie avem:

L(x′) ≥ 0.

Deci L(x) ≥ L(x′) ≥ 0, pentru orice x ∈ R+. În particular L(an) ≥ 0, adic  tocmai
inegalitatea (2).

Cazul de egalitate în (5) (deci Lmin = 0) are loc atunci când a1 = a2 =
= . . . = an−1 (= a), ³i este atins când avem:

an = x′ = n ·Gn−1(a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n−1 ori

)− (n− 1) · An−1(a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n−1 ori

) = a,

ceea ce încheie complet argumentaµia prin inducµie.
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Observaµia 1. În [10], D. P. Minassian (probabil far  s  ³tie de demon-
straµia lui Liouville) ³i P. S. Bullen, în [4], consider  ca funcµie (Liouville) asociat 
inegalit µii mediilor, funcµia:

f(x) = nn · [An
n(a1, a2, . . . , an−1, x) −Gn

n(a1, a2, . . . , an−1, x)] = nnL(x).

Observaµia 2. În demonstraµia lui Liouville, funcµia asociat  este de fapt
funcµia Liouville pentru inegalitatea An

n(a1, a2,. . . , an)≥Gn
n(a1, a2, . . . , an), Minas-

sian [10] observ  c  inegalitatea mediilor scris  sub acesta form  este adev rat 
pentru orice numere reale a1, a2, . . . , an (nu doar pentru cele pozitive, � impuse de
existenµa radicalului � în forma standard !), dup  cum se poate u³or observa ur-
m rind demonstraµia de mai sus.

Demonstraµia 2 ([1], [9]) este de asemenea o demonstraµie inductiv-analitic .
În aceea³i ipotez  de inducµie, alegem acum urm toarea funcµie Liouville,

asociat  inegalit µii (2): L : [0,∞) → R, dat  de:

L(x) = n · [An(a1, a2, . . . , an−1, x) −Gn(a1, a2, . . . , an−1, x)], (6)

care se mai poate scrie:

L(x) = a1 + a2 + . . .+ an−1 + x− n · n
√
a1 · a2 · . . . · an−1x =

= (n− 1) ·An−1 + x− n · n

√
Gn−1

n−1 · x.

Avem:

L′(x) = 1− n · 1
n
· Gn−1

n−1

n

√(
Gn−1

n−1 · x
)n−1

= 1− n

√
Gn−1

n−1

xn−1
.

Deci, L′(x) = 0 atunci ³i numai atunci când x = Gn−1. Aceast  valoare este
abscisa punctului de minim al funcµiei L. Sintetiz m variaµia funcµiei L în tabelul
de mai jos:

x 0 − − Gn−1 + + +∞
L′(x) − − − 0 + + +
L(x) (n− 1) ·An−1 ↘ (n− 1)(An−1 −Gn−1) ↗ +∞
Avem, într-adev r:

L(Gn−1) = (n− 1) · An−1 +Gn−1 − n · n

√
Gn−1

n−1 ·Gn−1 = (n− 1) · (An−1 −Gn−1) ≥ 0
(conform ipotezei de inducµie !). Prin urmare L este pozitiv  pe [0,∞).

Rezult  c  ³i pentru an ≥ 0 avem L(an) ≥ 0, deci (2).
Egalitate avem dac  an = Gn−1 (în punctul de minim al funcµiei) echivalent

cu (folosind ipoteza de inducµie asupra egalit µii) an = n
√
an, deci dac  ³i numai

dac  an = a, ceea ce încheie de�nitiv demonstraµia.

3. O aplicaµie la o inegalitate cunoscut . Urm toarea inegalitate este
foarte cunoscut  ³i se cunosc numeroase demonstraµii ale sale. Prezent m în contin-
uare � în scop exempli�cativ � ³i o demonstraµie prin metoda Liouville.

Propoziµia 2. Dac  a1, a2, . . . , an ∈ (0,∞), atunci :

(a1 + a2 + . . .+ an) ·
(

1
a1

+
1
a2

+ . . .+
1
an

)
≥ n2, (7)
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pentru orice n ∈ N∗, cu egalitate dac  ³i numai dac  a1 = a2 = . . . = an.
Demonstraµie. Luând an = x (> 0), consider m urm toarea funcµie Liou-

ville, asociat  inegalit µii (7): L : (0,∞) → R, dat  de:

L(x) = (a1 + a2 + . . .+ an + x) ·
(

1
a1

+
1
a2

+ . . .+
1
an−1

+
1
x

)
=

= (Sn−1 + x) ·
(
Un−1 +

1
x

)
,

(8)

unde am notat: Sk = a1 + a2 + . . .+ ak, Uk =
1
a1

+
1
a2

+ . . .+
1
ak

.

În ipoteza de inducµie Sn−1 ·Un−1 ≥ (n−1)2, cu egalitate dac  ³i numai dac 
a1 = a2 = . . . = an−1, avem dou  posibiliµ ti de a �naliza demonstraµia.

• Varianta inductiv - algebric . Scriind (8) sub form  echivalent :

L(x) = Sn−1 · Un−1 + 1+ xUn−1 +
1
x
Sn−1, (8′)

³i folosind inegalitatea mediilor pentru dou  numere plus ipoteza de inducµie,
obµinem:

L(x) ≥ Sn−1 · Un−1 + 1 + 2
√
Sn−1 · Un−1 =

=
(√
Sn−1 · Un−1 + 1

)2 ≥
(√

(n− 1)2 + 1
)2

= n2.

Egalitatea se obµine atunci ³i numai atunci când avem a1 = a2 = . . . = an−1

(= a) ³i xUn−1 =
1
x
Sn−1, ceea ce este echivalent cu x2 =

Sn−1

Un−1
=

(n− 1)a
(n− 1)/a

= a2,

deci când avem ³i an = x = a.
• Varianta inductiv - analitic . Derivând în (8) sau (8′), obµinem,

L′(x) = Un−1 − 1
x2
Sn−1 =

x2Un−1 −An−1

x2
.

R d cina convenabil  a derivatei, x′ =
√
Sn−1

Un−1
, este punct de minim pentru

funcµia L. Avem deci:

Lmin = L(x′) = L
(√

Sn−1

Un−1

)
=
(
Sn−1 +

√
Sn−1

Un−1

)
·
(
Un−1 +

√
Un−1

Sn−1

)
=

=
(√
Sn−1 · Un−1 + 1

)2
,

³i ca mai sus, cu ipoteza de inducµie, rezult  L(x) ≥ Lmin ≥ n2, (oricare ar �
x ∈ (0,∞)), cu egalitate dac  a1 = a2 = . . . = an−1 = an.

4. Dou  inegalit µi ale lui Weierstrass. Urm toarele dou  inegalit µi
sunt datorate lui K. Weierstrass (v. [11]- p. 210, [2] - p. 92) ³i sunt demonstrate de
obicei prin inducµia clasic . În continuare vor � demonstrate prin metoda inductiv-
analitic  speci�c  metodei lui Liouville.

Propoziµia 3 (inegalit µile lui Weierstrass). a) Dac  a1, a2, . . . , an ∈ [0,∞),
atunci :

n∏
k=1

(1 + ak) ≥ 1 +
n∑

k=1

ak (9);
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b) dac  a1, a2, . . . , an ∈ [0, 1], atunci :
n∏

k=1

(1− ak) ≥ 1−
n∑

k=1

ak. (10)

Demonstraµie. Pentru n = 1, inegalit µile se veri�c  cu egalitate.

a) Cu notaµiile Pm : =
m∏

k=1

(1 + ak), Sm :=
m∑

k=1

ak ³i an = x, consider m

urm toarea funcµie Liouville asociat  inegalit µii (9):
L : [0,∞) → R, L(x) = Pn−1 · (1 + x)− (Sn−1 + x).
Avem L′(x) = Pn−1 − 1 ≥ 0, deci funcµia L este cresc toare, adic  pentru

orice x ≥ 0, avem L(x) ≥ L(0) = Pn−1 − Sn−1 ≥ 1 (cu ipoteza de inducµie). În
particular ³i L(an) ≥ 1, deci are loc inegalitatea (9).

b) Cu notaµiile, Rm : =
m∏

k=1

(1−ak), Sm :=
m∑

k=1

ak ³i an = x, consider m acum

urm toarea funcµie Liouville asociat  inegalit µii (10):
L : [0, 1] → R, L(x) = Rn−1 · (1− x) + (Sn−1 + x),

pentru care avem L′(x) = −Rn−1 + 1 ≥ 0. Rezult  c  funcµia L este cresc toare,
deci pentru orice x ≥ 0, avem L(x) ≥ L(0) = Rn−1 + Sn−1 ≥ 1 (cu ipoteza de
inducµie). În particular avem ³i L(an) ≥ 1, deci are loc inegalitatea (10).

5. O demonstraµie pentru inegalitatea lui Hua. Foarte interesanta
inegalitate a lui Lo Keng Hua, descoperit  în 1959 (³i cu multiple aplicaµii în teo-
ria numerelor), a suscitat ulterior interesul matematicienilor, cunoscând mai multe
demonstraµii ³i extinderi (v. [7], [11], [12]). În cele ce urmeaz  vom oferi o demon-
straµie prin metoda lui Liouville.

Propoziµia 4 (inegalitatea lui L. K. Hua). Dac  α, β>0 ³i a1, a2, . . . , an∈R,
atunci :

α ·
n∑

i=1

a2i +

(
β −

n∑
i=1

ai

)2

≥ α

α+ n
· β2, (11)

cu egalitate dac  ³i numai dac  a1 = a2 = . . . = an = β/(α + n).

Demonstraµie. Luând an = x ³i notând Sp :=
p∑

k=1

ak, Tp :=
p∑

k=1

a2k, consi-

der m funcµia Liouville asociat  inegalit µii (11): L : R → R, de�nit  prin:

L(x) = α(Tn−1 + x2) + (β − Sn−1 − x)2 =
= (α+ 1)x2 − 2(β − Sn−1)x+ αTn−1 + (β − Sn−1)2.

(12)

Pentru cazul n = 1, avem L(x) = α·x2+(β−x)2, care are într-adev r minimul

egal cu
α

α+ 1
· β2 ³i se realizeaza pentru x = a1 =

β

α+ 1
.

Derivând în (12), obµinem: L′(x) = 2 [(α+ 1)x− (β − Sn−1)]. Ecuaµia

L′(x) = 0 are soluµia x′ =
β − Sn−1

α+ 1
, care este ³i abscisa punctului de minim al

funcµiei L. Pentru aceast  valoare, avem dup  calcule simple:

L(x′) =
α

α+ 1
· [(α+ 1)Tn−1 + (β − Sn−1)2

]
. (13)
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Aplicând ipoteza de inducµie, αTn−1 + (β − Sn−1)2 ≥ α

α+ n− 1
· β2, cu ega-

litate dac  ³i numai dac  a1 = a2 = . . . = an−1 =
β

α+ n− 1
, dar înlocuind α cu

α+1 în (13), obµinem Lmin = L(x′) ≥ α

α+ 1
· α+ 1
(α+ 1) + (n− 1)

·β2 =
α

α+ n
·β2, cu

egalitate atunci ³i numai atunci când a1 = a2 = . . . = an−1 =
β

(α+ 1) + (n− 1)
=

=
β

α+ n
.

În aceste condiµii de egalitate, minimul este atins atunci ³i numai atunci când
avem:

an = x′ =
β − Sn−1

α+ 1
=
β − (n− 1) · β

α+ n
α+ 1

=
β

α+ n
,

ceea ce încheie de�nitiv demonstraµia prin inducµie.
Într-o maniera similar , se poate demonstra urm toarea generalizare a ine-

galit µii lui Hua, dat  de c tre Wang în 1992 (vezi [13]).

Propoziµia 5 (inegalitatea lui Hua-Wang). a) Dac  α, β > 0 ³i
a1, a2, . . . , an ∈ R, p > 1, atunci :

αp−1 ·
n∑

i=1

|ai|p +

∣∣∣∣∣β −
n∑

i=1

ai

∣∣∣∣∣
p

≥
(

α

α+ n

)p−1

· βp; (14)

b) dac  α, β > 0, 0 < p < 1, a1, a2, . . . , an ≥ 0, cu
n∑

i=1

ai ≤ β, atunci sensul
în inegalitatea (14) este inversat.

În ambele cazuri, egalitatea în relaµia (14) are loc dac  ³i numai dac 

a1 = a2 = . . . = an =
β

α+ n
.

Cititorul interesat este invitat s  încerce metoda lui Liouville ³i pentru demon-
strarea altor inegalit µi.
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Generaliz ri ale noµiunii de punct de optim:

Puncte e�ciente; puncte slab e�ciente ³i puncte ideale

de Eugenia Duca ³i Dorel I. Duca

Abstract

The author presents a long list of results concerning some generalizations of the

notion of optim point (Pareto point, Slater point etc.).

Key words: optim point, Pareto point, Slater point.

M.S.C.: 58E17

1. Introducere

Dac  dintr-o colectivitate de oameni putem spune imediat care este cel mai
înalt, cel mai vârstnic etc., nu putem spune tot la fel de ,,convin³i�, de exemplu, care
este cel mai bun. De ce? Pentru c , în timp ce în lµimea, ori vârsta sunt caracterizate
de un num r real, bun tatea nu este caracterizat  de un singur num r real; �ecare
dintre noi suntem buni în felul nostru, aceast  bun tate ne caracterizeaz , dar nu
este caracterizat  de un singur num r real.

Într-o situaµie asem n toare (din punct de vedere matematic) suntem pu³i
atunci când dorim s  r spundem la întrebarea: Num rul complex i (i ∈ C, i2 = −1)
este pozitiv sau negativ? S  ne amintim c  un num r complex este caracterizat de
dou  numere reale (partea real  ³i partea imaginar ) ³i nu de un singur num r real.

S  analiz m acum urm torul exemplu:
Exemplul 1. Fie α un plan ³i d1 ³i d2 dou  drepte conµinute în planul α.

S  se determine ,,cele mai apropiate puncte� P ∈ α, simultan faµ  de dreptele d1 ³i

d2.
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În acest context, problema determin rii ,,celor mai apropiate puncte� P ∈ α,
simultan faµ  de dreptele d1 ³i d2, poate � abordat  în cel puµin urm toarele trei
moduri (interpret ri):

1) S  se determine punctele P ∈ α cu proprietatea c :

(d (P, d1) , d (P, d2)) � (d (Q, d1) , d (Q, d2)) , ∀Q ∈ α.

2) S  se determine punctele P ∈ α cu proprietatea c  nu exist  puncte Q ∈ α
astfel încât:

d (Q, d1) < d (P, d1) , d (Q, d2) < d (P, d2) .

3) S  se determine punctele P ∈ α cu proprietatea c  nu exist  puncte Q ∈ α
astfel încât:{

d (Q, d1) < d (P, d1)

d (Q, d2) � d (P, d2)
sau

{
d (Q, d1) � d (P, d1)
d (Q, d2) < d (P, d2) .

(d (P, d1) � noteaz  distanµa de la punctul P la dreapta d1 etc.).
Aceste trei moduri de abordare se pot face pentru c  noi dorim punctele ,,cele

mai apropiate� simultan faµ  de dou  drepte; prin urmare ,,funcµia� pe care dorim
s  o optimiz m (în acest caz s  o minimiz m) are valori în R2 (nu în R): distanµa
lui P faµ  de d1 ³i faµ  de d2.

În lucrarea de faµ , dorim s  l murim aceste chestiuni, s  facem leg tura în-
tre sintagmele ,,cele mai apropiate�, ,,cei mai buni� etc. ³i noµiunea de punct de
optim (extrem) al unei funcµii reale convenabil construite. Într-o lucrare ulterioar 
vom caracteriza punctele ,,cele mai ...� - numite puncte e�ciente, puncte slab e�-

ciente, puncte ideale etc. � cu ajutorul derivatelor funcµiilor care apar în formularea
problemei.

2. Câteva notaµii ³i de�niµii

Pe mulµimea numerelor reale R, relaµia de ordine ,,�� este total  (complet ),
adic  oricare ar � numerele reale x ³i y avem x � y sau y � x. Aceast  proprietate a
numerelor reale (cunoscut  sub numele de trichotomie) este esenµial  pentru de�nirea
noµiunii de punct de optim (extrem) al unei funcµii reale.

Într-adev r, dac  D este o mulµime nevid , f : D → R este o funcµie real  ³i
S este o submulµime nevid  a lui D, atunci x0 ∈ S se nume³te punct de minim al

funcµiei f relativ la S, dac :

f (x0) � f (x) , ∀x ∈ S. (1)

Relaµia (1) cere ca f(x0) s  se poat  compara cu f(x) pentru �ecare x din S.
Relaµia de ordine ,,pe componente� care se introduce pe Rp cu p ∈ N, p � 2,

nu este o relaµie de ordine total . Prin urmare, a�rmaµia (1) nu poate � folosit 
pentru a de�ni un ,,punct de minim� al funcµiei vectoriale f = (f1, ..., fp) : D → Rp

cu p ∈ N cu p � 2.
Scriem a�rmaµia (1) în forma echivalent :

nu exist  x ∈ S cu proprietatea c  f (x) < f (x0) . (2)
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A�rmaµia (2) ne permite introducerea a cel puµin dou  noµiuni distincte de
,,punct de minim� ale unei funcµii vectoriale ³i aceasta deoarece relaµia de ordine
strict  ,,<� din R se poate generaliza la Rp în cel puµin dou  moduri distincte
(generalizarea este înµeleas  în sensul c  dac  p = 1, atunci relaµia nou  revine la
relaµia ,,<� din R).

Fie u = (u1, . . . , up) ³i v = (v1, . . . , vp) dou  puncte din spaµiul Rp. Atunci
vom scrie c :

u � v dac  ³i numai dac  pentru �ecare j ∈ {1, . . . , p} avem uj � vj ;
u < v dac  ³i numai dac  pentru �ecare j ∈ {1, . . . , p} avem uj < vj ;
u ≤ v dac  ³i numai dac  u � v ³i u �= v.
Evident u ≤ v dac  ³i numai dac  pentru �ecare j ∈ {1, . . . , p} avem uj � vj

³i exist  cel puµin un indice k ∈ {1, . . . , p} cu proprietatea c  uk < vk.

3. Generaliz ri ale noµiunii de punct de optim

Reamintim noµiunile de punct de optim (extrem) de care avem nevoie în cele
ce urmeaz .

De�niµia 2. Fie D o submulµime nevid , f : D → R o funcµie, S o sub-

mulµime nevid  a lui D ³i x0 ∈ S. Spunem c  x0 este:
a) punct de minim al funcµiei f relativ la S, dac  pentru orice x ∈ S avem

f(x0) � f(x);
b) punct de maxim al funcµiei f relativ la S, dac  pentru orice x ∈ S avem

f(x) � f(x0);
c) punct de optim (extrem) al funcµiei f relativ la S, dac  x0 este punct de

minim sau punct de maxim al funcµiei f relativ la S.
Evident, de�niµia 2 poate � reformulat  astfel:
De�niµia 3. Fie D o submulµime nevid , f : D → R o funcµie, S o sub-

mulµime nevid  a lui D ³i x0 ∈ S. Spunem c  x0 este:
a) punct de minim al funcµiei f relativ la S, dac  nu exist  x ∈ S astfel încât

f(x) < f(x0);
b) punct de maxim al funcµiei f relativ la S, dac  nu exist  x ∈ S astfel încât

f(x0) < f(x);
c) punct de optim al funcµiei f relativ la S, dac  x0 este punct de minim sau

punct de maxim al funcµiei f relativ la S.
�inând seama de cele precizate mai sus, putem da urm toarea de�niµie:
De�niµia 4. Fie D o submulµime nevid , f : D → Rp o funcµie vectorial , S

o submulµime nevid  a lui D ³i x0 ∈ S. Spunem c  x0 este:
a) punct e�cient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de minim al funcµiei

f relativ la S, dac  nu exist  x ∈ S astfel încât f(x) ≤ f(x0);
b) punct slab e�cient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de minim

al funcµiei f relativ la S, dac  nu exist  x ∈ S astfel încât f(x) < f(x0);
c) punct ideal de minim al funcµiei f relativ la S, dac  pentru orice x ∈ S are

loc inegalitatea f (x0) � f(x);
d) punct e�cient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de maxim al func-

µiei f relativ la S, dac  nu exist  x ∈ S astfel încât f(x0) ≤ f(x);
e) punct slab e�cient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de maxim

al funcµiei f relativ la S, dac  nu exist  x ∈ S astfel încât f(x0) < f(x);
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f) punct ideal de maxim al funcµiei f relativ la S, dac  pentru orice x ∈ S
are loc inegalitatea f(x) � f (x0);

g) punct e�cient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) al funcµiei f relativ

la S, dac  este punct e�cient de minim sau punct e�cient de maxim al funcµiei f
relativ la S;

h) punct slab e�cient (sau punct Slater sau nedominat strict) al funcµiei f

relativ la S, dac  este punct slab e�cient de minim sau punct slab e�cient de maxim

al funcµiei f relativ la S;
i) punct ideal al funcµiei f relativ la S, dac  este punct ideal de minim sau

punct ideal de maxim al funcµiei f relativ la S.
Exemplul 5. Fie α un plan, d1 ³i d2 dou  drepte distincte conµinute în planul

α ³i f : a→ R2 funcµia de�nit  prin:

f (P ) = (d (P, d1) , d (P, d2)) , oricare ar � P ∈ α.
(d (P, d1) , respectiv d (P, d2) , noteaz  distanµa de la punctul P la dreapta d1, respectiv
la dreapta d2).

1) Dac  dreptele d1 ³i d2 sunt concurente, atunci unicul punct e�cient de

minim al funcµiei f relativ la α este punctul de intersecµie al dreptelor d1 ³i d2.
2) Dac  dreptele d1 ³i d2 sunt paralele, atunci un punct P ∈ α este e�cient de

minim al funcµiei f relativ la α dac  ³i numai dac  P se a�  în banda determinat 

de cele dou  drepte.
3) Dac  dreptele d1 ³i d2 sunt concurente, atunci un punct P ∈ α este slab

e�cient de minim al funcµiei f relativ la α dac  ³i numai dac  P ∈ d1 ∪ d2.
4)Dac  dreptele d1 ³i d2 sunt paralele, atunci mulµimea punctelor slab e�ciente

de minim ale funcµiei f relative la α este egal  cu mulµimea punctelor e�ciente de

minim ale funcµiei f relative la α.
5) Dac  dreptele d1 ³i d2 sunt concurente, atunci unicul punct ideal de minim

al funcµiei f relativ la α este punctul de intersecµie al dreptelor d1 ³i d2.
6) Dac  dreptele d1 ³i d2 sunt paralele, atunci funcµia f nu are puncte ideale

de minim relative la α.
Teorema 6. Fie D o submulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D

³i f : D → Rp o funcµie vectorial . Dac  x0 ∈ S este punct e�cient de minim

(respectiv de maxim) al funcµiei f relativ la S, atunci x0 este punct slab e�cient de

minim (respectiv de maxim) al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Demonstraµia este imediat . �
Observaµia 7. Reciproca teoremei nu este adev rat  a³a cum ne arat 

urm torul exemplu:
Exemplul 8. Fie f : R → R funcµia de�nit  prin:

f (x) =
(
x2, 0

)
, ∀x ∈ R,

³i S = [−1, 1]. Atunci x = 0 este unicul punct e�cient de minim al funcµiei f relativ

la S, în timp ce orice x ∈ S este punct slab e�cient de minim al funcµiei f relativ

la S.
Teorema 9. Fie D o submulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D

³i f : D → Rp o funcµie vectorial . Dac  funcµia f are cel puµin un punct ideal

de minim (respectiv de maxim) relativ la S, atunci mulµimea punctelor e�ciente
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de minim (respectiv de maxim) ale funcµiei f relative la S coincide cu mulµimea

punctelor ideale de minim (respectiv de maxim) ale funcµiei f relative la S.
Demonstraµie. Vom demonstra teorema numai pentru minim, cazul maxim

�ind analog.
Evident orice punct ideal de minim al funcµiei f relativ la S este punct e�cient

de minim al funcµiei f relativ la S.
Reciproc, s  ar t m c  orice punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la

S este punct ideal de minim al funcµiei f relativ la S. Fie x0 ∈ S un punct ideal de
minim al funcµiei f relativ la S (un astfel de punct exist  prin ipotez ).

Presupunem, prin absurd, c  exist  un punct u care este punct ideal de minim
al funcµiei f relativ la S ³i care nu este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ
la S. Din faptul c  u este punct ideal de minim al funcµiei f relativ la S, avem:

f (u) � f (x0) ,

iar din faptul c  u nu este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S deducem
c  exist  cel puµin un punct u1 ∈ S cu proprietatea c :

f (u1) ≤ f (u) .
Din ultimele dou  inegalit µi rezult  inegalitatea:

f (u1) ≤ f (x0) ,

care ne spune c  x0 nu este punct ideal de minim al funcµiei f relativ la S; con-
tradicµie. Teorema este demonstrat . �

Observaµia 10. Dac  funcµia f : D → Rp nu posed  puncte ideale de minim
(respectiv de maxim) relative la mulµimea S ⊆ D, nu rezult  numaidecât c  ea nu
posed  puncte e�ciente de minim (respectiv de maxim) relative la S. Exist  funcµii
f : D → Rp care nu posed  puncte ideale de minim relative la mulµimea S ⊆ D, dar
posed  puncte e�ciente de minim relative la S (vezi exemplul 5, a�rmaµiile 2) ³i 6))

De�niµia urm toare precizeaz  noµiunea de e�cienµ  local :
De�niµia 11. Fie D o submulµime nevid  a mulµimii Rn, f : D → Rp o

funcµie vectorial , S o submulµime nevid  a lui D ³i x0 ∈ S. Spunem c  x0 este:
a) punct e�cient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de minim local al

funcµiei f relativ la S, dac  exist  o vecin tate V a punctului x0 astfel încât x0 s 

�e punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S ∩ V ;
b) punct slab e�cient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de minim

local al funcµiei f relativ la S, dac  exist  o vecin tate V a punctului x0 astfel încât

x0 s  �e punct slab e�cient de minim al funcµiei f relativ la S ∩ V ;
c) punct ideal de minim local al funcµiei f relativ la S, dac  exist  o vecin tate

V a punctului x0 astfel încât x0 s  �e punct ideal de minim al funcµiei f relativ la

S ∩ V ;
d) punct e�cient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de maxim local al

funcµiei f relativ la S, dac  exist  o vecin tate V a punctului x0 astfel încât x0 s 

�e punct e�cient de maxim al funcµiei f relativ la S ∩ V ;
e) punct slab e�cient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de maxim

local al funcµiei f relativ la S, dac  exist  o vecin tate V a punctului x0 astfel încât

x0 s  �e punct slab e�cient de maxim al funcµiei f relativ la S ∩ V ;
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f) punct ideal de maxim local al funcµiei f relativ la S, dac  exist  o vecin tate

V a punctului x0 astfel încât x0 s  �e punct ideal de maxim al funcµiei f relativ la

S ∩ V ;
g) punct e�cient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) local al funcµiei f

relativ la S, dac  x0 este punct e�cient de minim local sau punct e�cient de maxim

local al funcµiei f relativ la S;
h) punct slab e�cient (sau punct Slater sau punct nedominat strict) local al

funcµiei f relativ la S, dac  x0 este punct slab e�cient de minim local sau punct slab

e�cient de maxim local al funcµiei f relativ la S;
i) punct ideal local al funcµiei f relativ la S, dac  x0 este punct ideal de minim

local sau punct ideal de maxim local al funcµiei f relativ la S.
Exemplul 12. Fie f = (f1, f2) : R → R2 funcµia vectorial  de�nit  prin:

f (x) = (sinx, cosx) , ∀x ∈ R,

³i S = [0, 2π] . Atunci :
a) punctele x = π ³i x = 3π/2 sunt puncte e�ciente de minim ³i puncte slab

e�ciente de minim ale funcµiei f relative la S;
b) punctele x = 0, x = π/2 ³i x = 2π sunt puncte e�ciente de maxim ³i

puncte slab e�ciente de maxim ale funcµiei f relative la S;
c) orice x ∈ [0, π/2[ este punct e�cient de minim local ³i punct slab e�cient

de minim local al funcµiei f relativ la S;
d) orice x ∈ [0, π/2] este punct e�cient de maxim ³i punct slab e�cient de

maxim al funcµiei f relativ la S;
e) orice x ∈ [π, 3π/2] este punct e�cient de minim ³i punct slab e�cient de

minim al funcµiei f relativ la S;
f) orice x ∈ [π, 3π/2] este punct e�cient de maxim local ³i punct slab e�cient

de maxim local al funcµiei f relativ la S;
g) punctul x = 2π este punct ideal de maxim local al funcµiei f relativ la S;
h) funcµia f nu posed  puncte ideale de minim relative la S.

4. Condiµii su�ciente pentru punctele e�ciente, punctele slab e�ci-

ente ³i punctele ideale

Fiind dat  o mulµime nevid  D, o funcµie f : D → Rp ³i o submulµime nevid 
S a mulµimii D, determinarea punctelor e�ciente (respectiv slab e�ciente, ideale)
de maxim ale funcµiei f relative la S revine la determinarea punctelor e�ciente
(respectiv slab e�ciente, ideale) de minim ale funcµiei g = −f relative la S, deoarece
x0 ∈ S este punct e�cient (respectiv slab e�cient, ideal) de maxim al funcµiei f
relativ la S dac  ³i numai dac  x0 este e�cient (respectiv slab e�cient, ideal) de
minim al funcµiei g = −f relativ la S. De aceea este su�cient s  ne ocup m numai
de determinarea punctelor e�ciente (respectiv slab e�ciente, ideale) de minim ale
unei funcµii.

Teorema 13. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D ³i

f : D → Rp o funcµie. Fie F : f(D) → R o funcµie cu proprietatea c  oricare ar �

u, v ∈ f(D) cu u ≤ v avem F (u) � F (v).
Dac  funcµia F ◦ f : D → R are un singur punct de minim x0 ∈ S relativ la

S, atunci x0 este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.
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Demonstraµie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c  punctul
de minim x0 al funcµiei F ◦ f relativ la S nu este punct e�cient de minim al funcµiei
f relativ la S. Atunci exist  un punct x1 ∈ S cu proprietatea c  f (x1) ≤ f (x0) . De
aici deducem c  x1 �= x0 ³i F (f (x1)) � F (f (x0)) . A³adar exist  un punct x1 �= x0

astfel încât (F ◦ f)(x1) � (F ◦ f) (x0), ceea ce contrazice unicitatea punctului de
minim al funcµiei F ◦ f relativ la S. �

Teorema 14. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D ³i

f : D → Rp o funcµie. Fie F : f (D) → R o funcµie cu proprietatea c  oricare ar �

u, v ∈ f (D) cu u ≤ v avem F (u) � F (v) .
Dac  funcµia F ◦ f : D → R are un singur punct de minim x0 ∈ S relativ la

S, atunci x0 este punct slab e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Se aplic  teoremele 13 ³i 6. �
Teorema 15. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D,

f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial  ³i a = (a1, ..., ap) ∈ Rp cu a ≥ 0.
Dac  funcµia ϕ = a1f1 + ... + apfp : D → R are un singur punct de minim

x0 ∈ S relativ la S, atunci x0 este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Se aplic  teorema 13 alegând F : Rp → R funcµia de�nit 

prin:
F (u) = a1u1 + ...+ apup, oricare ar � u = (u1, ..., up) ∈ Rp. �

Teorema 16. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D,
f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial  ³i a = (a1, ..., ap) ∈ Rp cu a ≥ 0.

Dac  funcµia ϕ = a1f1 + ... + apfp : D → R are un singur punct de minim

x0 ∈ S relativ la S, atunci x0 este punct slab e�cient de minim al funcµiei f relativ

la S.
Demonstraµie. Se aplic  teoremele 15 ³i 6. �
Teorema 17. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D,

f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial  ³i k ∈ {1, ..., p}.
Dac  funcµia fk : D → R are un singur punct de minim x0 ∈ S relativ la S,

atunci x0 este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Se aplic  teorema 15, cu a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp ales astfel:

aj =
{

1, dac  j = k
0, dac  j ∈ {1, ..., p} \ {j}. �

Teorema 18. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D,
f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial  ³i k ∈ {1, ..., p}.

Dac  funcµia fk : D → R are un singur punct de minim x0 ∈ S relativ la S,
atunci x0 este punct slab e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.

Demonstraµie. Se aplic  teoremele 17 ³i 6. �
Observaµia 19. Unicitatea punctului de minim în teoremele 13 - 18 este

esenµial  în sensul c  dac  punctul de minim x0 nu este unic, atunci s-ar putea ca
x0 s  nu �e punct e�cient sau/³i slab e�cient de minim al funcµiei f relativ la S a³a
cum ne arat  urm torul exemplu:

Exemplul 20. Fie f : R → R2 funcµia de�nit  prin:

f (x) =
(
x4 − 2x2, x

)
, ∀x ∈ R.
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Punctul x = 1 este punct de minim al funcµiei f1 : R → R de�nite prin

f1(x) = x4−2x2, oricare ar � x ∈ R, dar nu este punct e�cient de minim al funcµiei

f relativ la R deoarece:

f (−1) = (−1,−1) ≤ (−1, 1) = f (1) .

Evident funcµia f1 are dou  puncte de minim (x = −1 ³i x = 1) relativ la R.
Exemplul 21. La o aplicaµie militar , care se desf ³oar  în localit µile L1 ³i

L2 particip  10 tancuri: 4 tancuri în localitatea L1 ³i 6 tancuri în localitatea L2. Cele
10 tancuri se a�  în trei unit µi militare UM1, UM2, UM3. Unitatea UM1 particip 

la aplicaµie cu 5 tancuri, unitatea UM2 particip  la aplicaµie cu 3 tancuri ³i unitatea

UM3 particip  la aplicaµie cu 2 tancuri. Distanµele dij (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2})
de la unit µile militare UM1, UM2, UM3 la localit µile L1, L2 unde se desf ³oar 

aplicaµia sunt date în tabelul de mai jos :

Localitatea L1 L2
Num rul de tancuri

disponibile

UM1 10 20 5
UM2 40 60 3
UM3 10 40 2

Num rul de tancuri

necesare
4 6

Punem problema determin rii num rului de tancuri cu care particip  unitatea

militar  UMj (j ∈ {1, 2, 3}) în localitatea Li (i ∈ {1, 2}) astfel încât urm toarele

condiµii s  �e satisf cute:
a) costul total al deplas rii tancurilor de la unit µile militare UM1, UM2, UM3

la localit µile L1, L2 unde se desf ³oar  aplicaµia, s  �e minim (costul deplas rii este
a lei pe or );

b) intervalul de timp, de la darea comenzii de plecare a tancurilor de la

unit µile militare pân  în momentul sosirii tuturor tancurilor în localit µile de des-

tinaµie s  �e minim (toate tancurile se deplaseaz  cu aceea³i vitez  ³i anume b km
pe or ).

Fie xij ∈ N num rul de tancuri cu care particip  unitatea militar  UMj

(j ∈ {1, 2, 3}) în localitatea Li (i ∈ {1, 2}) ³i:

X =

 x11 x12

x21 x22

x31 x32

 .
Condiµiile problemei conduc la relaµiile:

x11 + x12 = 5
x21 + x22 = 3
x31 + x32 = 2
x11 + x21 + x31 = 4
x12 + x22 + x32 = 4
xij ∈ N, (i, j) ∈ {1, 2, 3} × {1, 2}.

(3)
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Fie S mulµimea matricelor X ∈ M32(R) a c ror elemente satisfac relaµiile
(3) . Atunci costul total al deplas rii tancurilor este:

f1 (X) = ad11x11 + ad12x12 + ad21x21 + ad22x22 + ad31x31 + ad32x32 =
= a (10x11 + 20x12 + 40x21 + 60x22 + 10x31 + 40x32) ,

oricare ar � X = (xij) ∈ S.
Intervalul de timp de la darea comenzii de plecare a tancurilor de la unitatea

militar  pân  în momentul sosirii tuturor tancurilor în localit µile de destinaµie este:

f2 (X) = max
{
dij

b
: (i, j) ∈ K

}
, ∀X = (xij) ∈ S,

unde:
K = {(i, j) ∈ {1, 2, 3} × {1, 2} : xij > 0}.

În concluzie, problema pus  revine la determinarea punctelor e�ciente de
minim ale funcµiei f = (f1, f2) : M32(R) → R2 relative la mulµimea S.

Funcµia f1 are un singur punct de minim relativ la S ³i anume:

X1 =

 0 5
2 1
2 0

 ,
cu:

f1
(
X1
)
= 260a.

Funcµia f2 are dou  puncte de minim relative la S ³i anume:

X2 =

 0 5
3 0
1 1

 ³i X
2
=

 1 4
3 0
0 2

 ,
cu:

f2
(
X2
)
= f2

(
X

2
)
= 40b−1.

Avem:

f
(
X1
)
=
(
260a, 60b−1

)
, f
(
X2
)
=
(
270a, 40b−1

)
, f
(
X

2
)
=
(
290a, 40b−1

)
.

Evident X
2
nu este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S. În baza

teoremelor 17 ³i 18, punctul X1 este punct e�cient de minim ³i punct slab e�cient
de minim al funcµiei f relativ la S. De asemenea, u³or se poate constata c  punctul
X2 este punct e�cient de minim ³i punct slab e�cient de minim al funcµiei f relativ
la S.

În teoremele urm toare se renunµ  la ipoteza unicit µii punctului de minim.
Teorema 22. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D ³i

f : D → Rp o funcµie. Fie F : f(D) → R o funcµie cu proprietatea c  oricare ar �

u, v ∈ f(D) cu u ≤ v avem F (u) < F (v).
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Dac  x0 ∈ S este punct de minim al funcµiei F ◦ f : D → R relativ la S,
atunci x0 este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.

Demonstraµie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c  punctul
de minim x0 al funcµiei F ◦ f relativ la S nu este punct e�cient de minim al funcµiei
f relativ la S. Atunci exist  un punct x1 ∈ S cu proprietatea c  f (x1) ≤ f (x0) . De
aici deducem c  F (f (x1)) < F (f (x0)) . A³adar exist  un punct x = x1 astfel încât
(F ◦ f) (x1) < (F ◦ f) (x0) ceea ce contrazice ipoteza c  x0 este punct de minim al
funcµiei F ◦ f relativ la S. Teorema este demonstrat . �

Teorema 23. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D ³i

f : D → Rp o funcµie. Fie F : f(D) → R o funcµie cu proprietatea c  oricare ar �

u, v ∈ f(D) cu u ≤ v avem F (u) < F (v) .
Dac  x0 ∈ S este punct de minim al funcµiei F ◦ f : D → R relativ la S,

atunci x0 este punct slab e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Se aplic  teoremele 22 ³i 5. �
O consecinµ  important  a teoremei 22 este urm toarea a�rmaµie:
Teorema 24. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D,

f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial  ³i a = (a1, ..., ap) ∈ Rp cu a > 0.
Dac  x0 ∈ S este punct de minim al funcµiei ϕ = a1f1 + . . .+ apfp : D → R

relativ la S, atunci x0 este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Se aplic  teorema 22 alegând F : Rp → R funcµia de�nit 

prin:
F (u) = a1u1 + . . .+ apup, ∀u = (u1, . . . , up) ∈ Rp.�

Teorema 25. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D,
f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial  ³i a = (a1, ..., ap) ∈ Rp cu a > 0.

Dac  x0 ∈ S este punct de minim al funcµiei ϕ = a1f1 + ... + apfp : D → R

relativ la S, atunci x0 este punct slab e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Se aplic  teoremele 24 ³i 6. �
Exemplul 26. Fie f : R → R funcµia de�nit  prin:

f (x) =
(
x4 − 2x2, x

)
, ∀x ∈ R.

Fie ϕ : R → R funcµia de�nit  prin:

ϕ (x) = x4 − 2x2 + 24x, ∀x ∈ R.

Deoarece x = −2 este punct de minim al funcµiei ϕ relativ la R deducem, în

baza teoremelor 24 ³i 25, c  x = −2 este punct e�cient ³i punct slab e�cient de

minim al funcµiei f relativ la R.
Teorema 27. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a mulµimii D

³i f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial  cu proprietatea c  f (x) > 0, oricare
ar � x ∈ S.

Dac  r1, ..., rp sunt p numere reale strict pozitive ³i x0 ∈ S este punct de

minim al funcµiei :
ψ = (f1)

r1 ... (fp)
rp : D → R,

relativ la S, atunci x0 este punct e�cient de minim al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Se aplic  teorema 22 cu F : (0,+∞) → R de�nit  prin:

F (u) = (u1)
r1 ... (up)

rp , oricare ar � u = (u1, ..., up) > 0. �
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Dac  not m cu E(f ;S) mulµimea punctelor e�ciente de minim ale funcµiei
f : D → R relative la S ⊆ D ³i, pentru �ecare a = (a1, ..., ap) ∈ Rp cu M (f ; a, S)
mulµimea punctelor de minim ale funcµiei ϕ = a1f1 + ...+ apfp : D → R relative la
S, atunci în baza teoremei 24, avem:

∪{M (f ; a, S) : a ∈ Rp, a > 0} ⊆ E (f ;S) . (4)

Incluziunea (4) poate � strict , a³a cum ne arat  urm torul exemplu:
Exemplul 28. Fie f : R → R2 funcµia de�nit  prin:

f (x) =
(−x, x2

)
, ∀x ∈ R.

U³or se poate constata c :
E (f ;R) = [0,+∞)

³i :
M (f ; a,R) = {a1/ (2a2)}, ∀ a = (a1, a2) > 0.

Se observ  c  0 ∈ E(f ;R) ³i 0 /∈ ∪{M(f ; a, S) : a ∈ R2, a > 0}, prin urmare

incluziunea (4) este strict .
Relativ la punctele ideale putem da urm toarea teorem :
Teorema 29. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D,

f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial .
Dac  x0 ∈ S este punct de minim al funcµiei ϕ = a1f1 + ... + apfp : D → R

relativ la S, oricare ar � a = (a1, · · ·, ap) ≥ 0, atunci x0 este punct ideal de minim

al funcµiei f relativ la S.
Demonstraµie. Fie k ∈ {1, ..., p} ³i a = (a1, · · ·, ap) dat de:

aj =
{

1, dac  j = k
0, dac  j ∈ {1, ..., p} \ {j}.

Întrucât x0 este punct de minim al funcµiei ϕ = fk, deducem c  fk (x0) � fk (x) ,
oricare ar � x ∈ S. Cum k ∈ {1, ..., p} a fost ales arbitrar, obµinem c :

f(x0) � f(x), ∀x ∈ S.
A³adar x0 este punct ideal de minim al fucµiei f relativ la S.
Reciproca teorema 29 este, de asemenea, adev rat ; are loc a�rmaµia:
Teorema 30. Fie D o mulµime nevid , S o submulµime nevid  a lui D,

f = (f1, ..., fp) : D → Rp o funcµie vectorial .
Dac  x0 ∈ S este punct ideal de minim al funcµiei f relativ la S, atunci x0

este punct de minim al funcµiei ϕ = a1f1 + ... + apfp : D → R relativ la S, oricare
ar � a = (a1, · · ·, ap) ≥ 0.

Demonstraµie. Din faptul c  x0 este punct ideal de minim al funcµiei f
relativ la S, deducem c :

fk(x0) � fk(x), ∀x ∈ S, ∀ k ∈ {1, ..., p}.
De aici urmeaz  c , pentru orice a = (a1, · · ·, ap) ≥ 0, avem:

ϕ (x0) = a1f1 (x0) + ...+ apfp (x0) � a1f1 (x) + ...+ apfp (x) = ϕ (x) ,
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oricare ar � x ∈ S, ceea ce ne arat  c  x0 este punct de minim al funcµiei ϕ relativ
la S, oricare ar � a = (a1, · · ·, ap) ≥ 0. Teorema este demonstrat . �

Într-o lucrare ulterioar  vom da condiµii necesare ³i su�ciente pentru punctele
e�ciente, slab e�ciente ³i ideale ale funcµiilor derivabile.
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Câteva probleme cu ³iruri f r  epsilon1)

de Cristinel Mortici

Abstract

This note presents 10 problems (some of them proposed at mathematical contests)

concerning various aspects of sequences (periodicity, recursion relations, computation

of certain terms, monotony).

Key words: sequences, periodicity, recursion relation, monotony.

M.S.C.: 40-99.

1. Se consider  ³irul (an)n≥1 cu termenul general an = [(2 +
√
3)n]. S  se

determine o relaµie de recurenµ  pentru ³irul (an)n≥1 .

Cu formula binomului lui Newton, rezult :

(2 +
√
3)n + (2 −

√
3)n = 2 ·

∑
2k≤n

C2k
n · 2n−2k · 3k ∈ N.

De aici observ m c , adunând (2 +
√
3)n cu num rul subunitar, pozitiv

(2−√
3)n, se obµine un num r natural, deci rezult  c :

an = (2 +
√
3)n + (2−

√
3)n − 1.

Numerele x1 = 2 +
√
3 ³i x2 = 2 − √

3 sunt r d cinile ecuaµiei de gradul al
doilea x2 − 4x+ 1 = 0. �irul (sn)n≥1 cu termenul general sn = xn

1 + xn
2 satisface:

sn+2 − 4sn+1 + sn = 0.
1)Lucrare prezentat  de autor în cadrul celei de a XXXIII-a Sesiuni de comunic ri metodico-

³tiinµi�ce desf ³urat  la Sinaia în 21 octombrie 2006. (N.R.)
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Într-adev r:

sn+2 − 4sn+1 + sn = (xn+2
1 + xn+2

2 )− 4(xn+1
1 + xn+1

2 ) + (xn
1 + xn

2 ) =

= (xn+2
1 − 4xn+1

1 + xn
1 ) + (xn+2

2 − 4xn+1
2 + xn

2 ) =

= xn
1 (x

2
1 − 4x1 + 1) + xn

2 (x
2
2 − 4x2 + 1) = 0,

deoarece expresiile din paranteze sunt nule. Cum an = sn − 1, obµinem:

(an+2 − 1)− 4(an+1 − 1) + (an − 1) = 0 ⇔ an+2 = 4an+1 − an − 2.

2. Se consider  ³irul de numere reale (an)n≥1 cu termenul general dat prin

an =
1
C1

n

+
1
C2

n

+...+
1
Cn

n

. S  se determine o relaµie de recurenµ  pentru ³irul (an)n≥1 ,

apoi s  se demonstreze c  ³irul (an)n≥1 este descresc tor.

Cu formula combin rilor, avem:

an =
n∑

k=1

k!(n− k)!
n!

= 1 +
n−1∑
k=0

k!(n− k)!
n!

= 1 +
n−1∑
k=0

(n− 1− k)!(k + 1)!
n!

,

unde ultima sum  este obµinut  din suma precedent  în care am înlocuit k cu n−1−k.
Rezult  prin adunare ³i dând factor comun:

2an = 2 +
n−1∑
k=0

(
k!(n− k)!

n!
+

(n− 1− k)!(k + 1)!
n!

)
=

= 2 +
n−1∑
k=0

k!(n− 1− k)!(n− k + k + 1)
n!

=

= 2 +
n+ 1
n

n−1∑
k=0

k!(n− 1− k)!
(n− 1)!

= 2 +
n+ 1
n

n−1∑
k=0

1
Ck

n−1

,

deci:

an = 1 +
1
2

(
1 +

1
n

)
an−1.

De aici:

an − an−1 = 1− n− 1
2n

· an−1 ≤ 1− n− 1
2n

(
1

C0
n−1

+
1

C1
n−1

+
1

Cn−2
n−1

+
1

Cn−1
n−1

)
= 0.

3. Se consider  ³irul lui Fibonacci, (fn)n≥1 de�nit prin relaµia de recurenµ 

fn+2 = fn+1 + fn, cu f1 = f2 = 1. S  se determine o relaµie de recurenµ  pentru

³irul (an)n≥1 cu termenul general an = f2
n.

Avem:

an = f2
n = (fn−1 + fn−2)2 = f2

n−1 + f2
n−2 + 2fn−1fn−2 =
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= an−1 + an−2 +
(fn−1 + fn−2)2 − (fn−1 − fn−2)2

2
=

= an−1 + an−2 +
f2

n − f2
n−3

2
= an−1 + an−2 +

an − an−3

2
,

deci:
an = 2an−1 + 2an−2 − an−3.

4. Fie a, b numere reale. Se consider  ³irurile de numere reale (xn)n≥1 ³i

(yn)n≥1 date de relaµiile de recurenµ  xn+1 =
yn
xn
, yn+1 =

yn − 1
xn − 1

, x1 = a, y1 = b.

S  se demonstreze c  ³irurile (xn)n≥1 ³i (yn)n≥1 sunt periodice.

Avem:

xn+3 =
yn+2

xn+2
=

yn+1 − 1
xn+1 − 1
yn+1

xn+1

=
yn+1 − 1
yn+1

· xn+1

xn+1 − 1
=

=

yn − 1
xn − 1

− 1

yn − 1
xn − 1

·
yn
xn

yn
xn

− 1
=
yn − 1− xn + 1

yn − 1
· yn
yn − xn

=
yn

yn − 1
,

de unde:

yn+5 =
xn+3

xn+3 − 1
=

yn
yn − 1
yn

yn − 1
− 1

= yn.

Apoi:

yn+2 =
yn+1 − 1
xn+1 − 1

=

yn − 1
xn − 1

− 1

yn
xn

− 1
=

xn

xn − 1
,

deci:

xn+5 =
yn+2

yn+2 − 1
=

xn

xn − 1
xn

xn − 1
− 1

= xn.

5. Se consider  ³irul de numere reale (an)n≥1 cu termenul general dat prin

an = (−1)[
√

n]. S  se demonstreze c  ³irul (an)n≥1 nu este periodic.
Presupunem, prin absurd, c  ³irul (an)n≥1 este T -periodic. Atunci, pentru

orice n ≥ 1:
(−1)[

√
n] = (−1)[

√
n+T ]

³i în particular pentru n = T 2 + T + 1, rezult :

(−1)[
√

T 2+T+1] = (−1)[
√

T 2+2T+1] ⇔ (−1)T = (−1)T+1, contradicµie.

6. Fie k ≥ 2 un num r natural. Se consider  ³irul de numere naturale

(an)n≥1 cu termenul general an = (1 + k + k2 + ...+ kn)2 − kn. S  se demonstreze

c  nici un termen al ³irului (an)n≥1 nu este num r prim. (Germania 2000)
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Avem:

an =
(
kn+1 − 1
k − 1

)2

− kn =
1

(k − 1)2
·
[(
kn+1 − 1

)2 − kn(k − 1)2
]
=

=
1

(k − 1)2
· [k2n+2 − 2kn+1 + 1− kn(k2 − 2k + 1)

]
=

=
k2n+2 − kn+2 − kn + 1

(k − 1)2
=
kn+2 − 1
k − 1

· k
n − 1
k − 1

,

deci an = (1 + k + k2 + ...+ kn+1)(1 + k + k2 + ...+ kn−1).
7. Exist  ³iruri (an)n≥1 de numere naturale strict pozitive astfel încât

a21 + a22 + ...+ a2n s  �e p trat perfect, oricare ar � num rul natural n ≥ 1? (Spania
1999)

R spunsul este a�rmativ ³i vom construi inductiv un astfel de ³ir. Întâi
de�nim a1 = 3, a2 = 4 ³i presupunem c  sunt de�niµi a1, a2, ..., an astfel încât
numerele a21, a

2
1 + a22, ..., a

2
1 + a22 + ... + a2n sunt p trate perfecte. Dac  not m

k2 = a21 + a22 + ...+ a2n, atunci c ut m an+1 astfel încât:

a21 + a22 + ...+ a2n + a2n+1 = p2 ⇔ k2 + a2n+1 = p2.

De aici:
k2 = p2 − a2n+1 ⇔ k2 = (p− an+1)(p+ an+1).

În cazul când k este impar, putem alege:{
p− an+1 = 1
p+ an+1 = k2 ⇒ an+1 =

k2 − 1
2

.

În cazul când k este par, k = 2t, putem alege:{
p− an+1 = 2
p+ an+1 = 2t2 ⇒ an+1 = t2 − 1.

8. Se consider  ³irul de numere întregi (an)n≥1 cu termenul general dat prin

an = 2n − 3. S  se demonstreze c  mulµimea numerelor prime care divid termeni ai

³irului (an)n≥1 este in�nit .

S  presupunem, prin absurd, c  divizorii primi ai tuturor termenilor ³irului
(an)n≥1 sunt în num r �nit, s  zicem p1, p2, ..., pk. Fie an1 , an2 , ..., ank

termeni ai
³irului (an)n≥1 care se divid cu p1, p2, ..., pk respectiv. Cum toµi termenii ³irului
nu se divid cu vreun alt num r prim, exceptând p1, p2, ..., pk, rezult  c  orice alt
termen are factori primi comuni cu cel puµin unul din termenii an1 , an2 , ..., ank

.
Vom construi îns  un termen al ³irului care este prim cu �ecare dintre termenii an1 ,
an2 , ..., ank

³i aceast  contradicµie rezolv  problema. Not m, în acest sens:

q = an1an2 · ... · ank
.

Fie 2r ³i 2s, cu r > 2, dou  puteri ale lui 2 care dau acela³i rest la împ rµirea
cu q. De aici rezult  c :

q | 2r − 2s ⇔ q | 2s(2r−s − 1)
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³i cum q este impar, rezult  q divide 2r−s − 1. Dac  h este astfel încât:

qh = 2r−s − 1,

atunci:
ar−s+2 = 2r−s+2 − 3 = 4 · 2r−s − 3 = 4(qh+ 1)− 3

sau:
ar−s+2 = 4qh+ 1,

de unde rezult  evident c  ar−s+2 ³i q nu pot avea factori primi comuni.

9. Se consider  ³irul de numere reale (an)n≥1 cu termenul general dat prin

an =
n∑

k=1

[n
k

]
³i de�nim ³irul (bn)n≥1 prin bn = (−1)n. S  se calculeze b2006.

Evident, bn este egal cu 1 sau cu −1, dup  cum n este par, respectiv impar.

Pentru orice k,
[n
k

]
reprezint  num rul numerelor naturale m ≥ 1 cu proprietatea

c  mk ≤ n, deci an reprezint  num rul perechilor (m, k) de numere naturale nenule
cu mk ≤ n:

an = card {(m, k) | mk ≤ n, m, k ∈ N∗} .
Dintre aceste perechi, num rul acelora cu m �= k este par, deoarece dac  (m, k) este
admisibil , atunci ³i (k,m) este admisibil . Din acest motiv, perechile de forma
(k,m) cu m �= k nu in�uenµeaz  paritatea ³i astfel ne vor interesa doar perechile
de forma (m,m) având proprietatea c  m · m ≤ n. Evident, exist  [

√
n] astfel de

perechi, iar de aici:
b2006 = (−1)[

√
2006] = (−1)44 = 1.

10. Se consider  ³irul de numere reale (xn)n≥1 cu termenul general dat prin

xn =
n∑

k=1

1
ak

, unde pentru �ecare num r natural k ≥ 1, ak reprezint  cel mai apropiat

num r natural de
√
k. S  se calculeze x1980. (Rusia 1978, China 1980)

Pentru orice num r natural m ≥ 1, avem:

ak = m⇔ m− 1
2
≤

√
k < m+

1
2
⇔ m2 −m+

1
4
≤ k < m2 +m+

1
4
,

deci:
ak = m⇔ k ∈ {m2 −m+ 1,m2 −m+ 2, ...,m2 +m

}
.

Cum 1980 = 442 + 44, rezult  c :

xn =
44∑

m=1

 m2+m∑
k=m2−m+1

1
ak

 =
44∑

m=1

(
1
m

+
1
m

+ ...+
1
m︸ ︷︷ ︸
)

2m termeni

= 88.

11. Fie k, a, b, c numere naturale astfel ca
a2 + b2 + c

ab
= k. Se consider  ³irul

de numere reale (an)n∈N
de�nit prin relaµia an+2 =

a2n+1 + c
an

, cu a0 = a, a1 = b. S 

se arate c  toµi termenii ³irului (an)n∈N
sunt numere naturale. (Balcaniad  1986)
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Relaµia dat  se scrie sub forma an+2an − a2n+1 = c ³i µinând seama c  prin
înlocuirea lui n cu n− 1, obµinem an+1an−1 − a2n = c, rezult  c :

an+2an − a2n+1 = an+1an−1 − a2n ⇔ an(an+2 + an) = an+1(an+1 + an−1)

sau:
an+2 + an

an+1
=
an+1 + an−1

an
.

De aici rezult  c  ³irul (bn)n∈N
cu termenul general bn =

an+2 + an

an+1
este ³ir

constant, din moment ce egalitatea anterioar  se scrie sub forma bn = bn−1. Avem:

b0 =
a2 + a0
a1

=

b2 + c
a

+ a

b
=
a2 + b2 + c

b
= k,

deci bn = k. De aici:
an+2 + an

an+1
= k ⇔ an+2 = kan+1 − an

³i acum rezult  inductiv c  toµi termenii ³irului (an)n∈N
sunt numere naturale.

Catedra de Matematic 

Universitatea Valahia din Târgovi³te

Premiul Henri Poincaré al �colii Politehnice din Paris

Franµa, �coala Politehnic  ³i ... matematica!

Îi cunoa³teµi, f r  îndoial , pe Cauchy, Poincaré, Poisson, Chasles, Mandel-

brot etc. �guri emblematice din lecµiile de matematic . Poate v  sunt mai puµini
familiari Jacques-Louis Lions, Laurent Schwartz, Paul Gauduchon sau Jean Pierre

Bouriuignon? Totu³i, toate aceste mari personalit µi din lumea ³tiinµi�c , mai vechi
sau contemporane, au cel puµin dou  elemente în comun: Franµa ³i �coala Po-
litehnic .

Mai întai s  vorbim despre Franµa. Franµa nu este doar µara artei sau a
modei, ci ³i a înaltei tehnologii ³i a geniului matematic, recunoscut pe plan mondial.
De fapt, ar trebui spus: Parisul este, f r  comparaµie cu un alt ora³ al planetei, pe
primul loc în lume la matematic ; aceasta este concluzia lui Marcel Berger, specialist
recunoscut unanim în lume în geometria diferenµial , ³i a revistei americane Science
Watch. Nu este o întâmplare faptul c  un sfert dintre medaliile Fields au fost
decernate matematicienilor francezi sau celor care lucreaz  în Franµa.

�i �coala Politehnic ? Este cea mai prestigioas  ³i una dintre cele mai vechi
Mari �coli de Ingineri din Franµa. Se a�  în regiunea parizian , cu un campus
de aproape 200 de hectare, în vecin tatea marilor centre de cercetare. Înc  de la
în�inµarea sa de c tre Monge, la sfâr³itul secolului al XVIII-lea, a format cercet tori
de reputaµie internaµional  în domeniul ³tiinµi�c. Profesorii ³i cercet torii, de vârf
în domeniul lor, contribuie la dezvoltarea ³tiinµi�c  a Franµei. Majoritatea dintre ei
aparµin centrului nostru de cercetare în care sunt grupate 21 de laboratoare ce dispun
de mijloacele tehnice cele mai avansate. Putem cita spre exemplu, departamentul
nostru de matematic , fondat de c tre Laurent Schwartz, care a primit medalia
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Fields în 1950 ³i care azi num r  peste 40 de cercet tori; sau departamentul de
matematic  aplicat , recunoscut în mod special în domeniul matematicii �nanciare.
Fizica, ³i în special �zica teoretic , se evidenµiaz  de asemenea în campusul nostru.
Absolvenµii �colii Politehnice se disting ³i în departamentele de conducere ³i de
administraµie ale marilor intreprinderi (Renault, Alcatel etc.), în dezvoltarea marilor
proiecte tehnologice.

O întâlnire important : Olimpiada de Matematic , Pite³ti 2007

�coala Politehnic  dore³te s  iniµieze o dinamic  de anvergur  european 
pentru a promova talentul excepµional al Franµei în domeniul ³tiinµelor ³i al
educaµiei. În acest context, începând din acest an, vom veni în Romania pentru
a întâlni elevi excepµionali care î³i doresc o carier  ³tiinµi�c  de înalt nivel. Pentru a
v  cunoa³te mai bine, v  vom întâlni la Pite³ti, în cadrul organiz rii Olimpiadei de
Matematic , în perioada 8 - 15 aprilie 2007; cu aceast  ocazie, am creat un premiu
care s  recompenseze trei dintre elevii care vor obµine rezultate excelente la acest
concurs. Premiul nostru a primit numele Prix Henri Poincaré de l'Ecole Polytech-

nique ³i este adresat elevilor din clasele a XI-a ³i a XII-a. Laureaµii acestui premiu
vor putea vizita Parisul timp de o s ptamân  în perioada mai - iulie 2007 (trans-
portul ³i cazarea �ind asigurate). În timpul acestei c l torii, laureaµii vor putea
vizita �coala Politehnic  (campusul, laboratoarele, putând s  discute cu profesorii
³i cu alµi elevi români), precum ³i alte mari ³coli pariziene, s  viziteze laboratoare
de cercetare ³i mari intreprinderi ³i, bineînµeles, s  pro�te de curiozit µile turistice
³i culturale din Paris.

Vreµi s  �µi al turi de noi la �coala Politehnic ?

�coala Politehnic  admite prin concurs unii dintre cei mai str luciµi elevi
în domeniul ³tiinµi�c; în �ecare an, 500 de elevi intr  la �coala Politehnic : 400
de studenµi francezi ³i 100 de studenµi str ini (printre care întâlnim în �ecare an
³i elevi români). Dup  cum aµi înµeles, matematica are un rol preponderent la
�coala Politehnic ; de aceea, selecµia se face, în principal, pe baza cuno³tinµelor ³i
nivelului la matematic  ³i, de asemenea, la �zic . Cunoa³terea limbii franceze nu
este o condiµie pentru candidaµi, c ci probele de concurs pot avea loc ³i în limba
englez , iar dup  admitere �coala v  susµine cursurile de înv µare a limbii franceze.
Studiile dureaz  3 ani ³i îndreapt  studenµii spre specializare în una dintre cele
8 mari discipline predate: matematic , matematic  aplicat , �zic , informatic ,
chimie, biologie, mecanic  ³i economie. Studenµii urmeaz , de asemenea, cursuri de
³tiinµe umaniste ³i sociale, de limb  ³i comunicare, î³i pun în aplicare cuno³tinµele în
cadrul stagiilor din intreprinderi ³i laboratoare ³i particip  la proiecte în grup. Dup 
ace³ti 3 ani, studenµii internaµionali au posibilitatea s -³i continue formarea printr-o
specializare profesional  de 15 luni într-una din marile ³coli aplicative sau s  continue
în domeniul cercet rii (al 2-lea an de master ³i apoi teza). La �coala Politehnica,
viaµa de student este deosebit  prin cazarea în campus, bog µia activit µilor sportive
³i marea diversitate de activit µi de grup.

Pentru a ne cunoa³te mai bine, vizitaµi situl http://www.polytechnique.edu,
iar pentru informaµii privitoare la Premiul Poincaré puteµi s  ne contactaµi la adresa:
prixpoincare@polytechnique.fr.

Andrei Moroianu
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SUGESTII PENTRU CURSURILE OP�IONALE

Matematica azi, Curs opµional la clasa a VI-a1)

de Dorina Humiµa ³i Mariµa Mirulescu

Durata cursului: 36 de ore anual
Argumente pentru alegerea opµionalului

Am ales acest opµional pentru c  urm re³te:
� s  l rgesc orizontul matematic al elevilor;
� s  m resc paleta de aplicaµii pe care elevii le pot rezolva utilizând baza

teoretic  adunat  pân  acum;
� s  obµin un alt punct de vedere asupra matematicii, încercând s-o prezint

într-o form  cât mai accesibil  ³i pl cut .

Obiective cadru urm rite în alc tuirea programei

I. Dezvoltarea interesului ³i a motivaµiei pentru studiul matematicii.

Obiective de referinµ 

Elevul va � capabil:
� s  înµeleag  importanµa studiului
pentru dezvoltarea raµionamentului;
� s  perceap  existenµa aplicabilit -
µii practice a matematicii ³i impor-
tanµa sa în viaµa de zi cu zi.

Activit µi de înv µare

� analizarea unor probleme a c ror
rezolvare are la baz  observaµii ³i
raµionamente imediate;
� prezentarea unor probleme cu con-
µinut practic.

II. Crearea climatului ³tiinµi�c necesar dezvolt rii gândirii

Obiective de referinµ 

Elevul va � capabil:
� s  se mobilizeze pentru a putea
înµelege ³i participa la activit µi de
probleme propuse ³i de creare de
exerciµii ³i probleme originale.

Activit µi de înv µare

� analizarea rezolv rii unor proble-
me date;
� propunerea de c tre elevi a unor
exerciµii ³i probleme.

III. Cunoa³terea, înµelegerea conceptelor, terminologiei ³i procedeelor de
calcul speci�ce matematicii

Obiective de referinµ 

Elevul va � capabil:
� s -³i însu³easc  noi concepte mate-
matice, terminologia aferent  ³i pro-
cedeele de calcul speci�ce;
� s -³i formeze obi³nuinµa de a re-
curge la concepte ³i metode mate-
matice în abordarea unor situaµii
cotidiene sau rezolvarea unor pro-
bleme practice.

Activit µi de înv µare

� analizarea unor probleme;
� notarea prescurtat  a datelor (ce
se d , ce se cere);
� exerciµii de rezolvare a problemelor
tip;
� redactarea rezolv rii unor proble-
me.

1) Programa opµionalului a ap rut în ,,Revista de matematic  a elevilor ³i profesorilor din judeµul

Cara³ Severin�, nr. 17, an VII-2006. (N.R.)
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IV. Dezvoltarea capacit µilor de exploatare/investigare ³i rezolvare de
probleme

Obiective de referinµ 

Elevul va � capabil:
� s  aleag  din multitudinea de acµiuni
însu³ite ³i metode studiate, pe acelea
care îl vor duce la rezolvarea unei prob-
leme date.

Activit µi de înv µare

� rezolvarea unor probleme ce im-
plic  utilizarea succesiv  a mai mul-
tor metode ³i procedee studiate.

V. Dezvoltarea capacit µii de a comunica utilizând limbajul matematic

Obiective de referinµ 

Elevul va � capabil:
� s  argumenteze rezolv rile f cute uti-
lizând limbajul matematic adecvat;
� s  colaboreze în cadrul unei echipe la
activit µi speci�ce disciplinei.

Activit µi de înv µare

� prezentarea în scris ³i oral a rezol-
v rii unor probleme;
� elaborarea într-un grup de lucru a
rezolv rilor unor probleme di�cile.

Conµinuturi

1. Calculul unor sume.
2. Probleme de num rare ³i combinatoric .
3. Problem deosebite de divizibilitate.
4. Exemple ³i contraexemple în matematic .
5. Metoda reducerii la absurd în aritmetic .
6. Probleme de logic  (distractiv ).
7. Lucr ri de veri�care.
8. Recapitulare.

Modalit µi de evaluare

1. Teste de evaluare a cuno³tinµelor.
2. Efectuarea unor lucr ri individuale sau pe grupe cu autoevaluare.
3. Chestionarea oral  pe tot parcursul anului.
4. Notarea în cadrul unor activit µi practice prin observarea activit µii.

SEMESTRUL I

Nr.

crt.

Conµinuturi Obiective

Operaµionale

Nr.

ore

S pt -

mâna

Observaµii

I. Calculul unor sume Elevul va � capabil: Se calcu-
1. Suma primelor n numere

naturale ³i aplicaµii ale ei
� s  recunoasc 
tipul de problem 

2 (1) ³i (2) leaz  suma
primelor n

2. Suma p tratelor (cuburi-
lor) primelor n numere
naturale ³i aplicaµii ale ei

³i metoda de abor-
dare a rezolv rii

2 (3) ³i (4) numere pare
impare)

3. Sume în care intervin
anumite numere raµio-
nale

� s  generalizeze
metoda înv µat  ³i
la calcularea altor

2 (5) ³i (6)

4. Aplicaµii sume 1 (7)
5. Lucrare pentru veri�ca-

rea cuno³tinµelor
1 (8)

42



II. Probleme de num ra-

re ³i combinatoric 

Se insist  pe
compunerea

6. Principiul cutiei � s  recunoasc 
problemele în care

2 (9) ³i (10) de probleme
care s  se

7. Aplicaµii se aplic  principiul
cutiei

2 (11) ³i (12) încadreze în
metoda

8 Lucrare pentru veri�ca-
rea cuno³tinµelor

� s  poat  rezolva
aceste probleme

1 (13) studiat 

III. Recapitulare � s  poat  propune
probleme de acest
tip

1 (14)

IV. Probleme deosebite

de divizibilitate

� s  poat  utiliza
criteriile de divizi-

9. Criteriul de divizibilitate
cu 7

bilitate cu 7, 11 ³i
13 în rezolvarea

2 (15) ³i (16)

10. Criteriul de divizibilitate
cu 11

unor exerciµii 2 (17) ³i (18)

Semestrul al II-lea

11. Criteriul de divizibilitate
cu 13

Elevul va � capabil
� s  recunoasc 

1 (1) Se
calculeaz 

12. Aplicaµii numerele perfecte 1 (2) suma
13. Numere perfecte ³i numerele 1 (3) primelor n
14. Numere amiabile amiabile 1 (4) numere pare
15. Lucrare pentru veri�ca-

rea cuno³tinµelor
1 (5) (impare)

V. Exemple ³i contra-

exemple în matema-

tic 

� s  poat  construi
exemple ³i contra-
exemple pornind de

Se insist  pe
construirea
de exemple

16. Rolul exemplelor ³i
contraexemplelor în
matematic 

la o noµiune dat  2 (6) ³i (7) ³i contra-
exemple
pentru

17. Aplicaµii 1 (8) anumite
18. Lucrare pentru veri�ca-

rea cuno³tinµelor
1 (9) probleme

date
VI. Utilizarea metodei

reducerii la absurd

� s  recunoasc 
problemele ce se

19. Descrierea metodei pot rezolva folosind 1 (10)
20. Aplicarea metodei în re-

zolvarea unor probleme
de aritmetic 

metoda reducerii la
absurd
� s  poat  utiliza

2 (11) ³i (12)

21. Lucrare pentru veri�ca-
rea cuno³tinµelor

metoda reducerii la
absurd

1 (13)
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VII. Probleme de logic 

(distractiv )

22. Rezolvarea unor
probleme de logic 

2 (14) ³i (15)

VIII.Recapitulare �nal  3 (16),(17),
(18)

Standarde curriculare de performanµ 

Standarde minimale

1. S  recunoasc  suma primelor n numere naturale ³i s  o poat  calcula
pentru valori particulare ale lui n.

2. S  recunoasc  problemele care se pot rezolva utilizând principiul cutiei.
3. S  con³tientizeze existenµa mai multor criterii de divizibilitate faµ  de cele

studiate la clas .
4. S  perceap  perfect ce înseamn  exemplu ³i ce înseamn  contraexemplu în

matematic .
5. S  cunoasc  etapele ce trebuie parcurse în aplicarea metodei reducerii la

absurd.
6. S  perceap  exact datele unei probleme de logic .

Standarde optime

În plus, faµ  de standardele minimale, elevul trebuie:
1. S  poat  calcula suma numerelor pare (impare) mai mici decât un num r

dat.
2. S  rezolve probleme simple de num rare.
3. S  poat  aplica criteriile de divizibilitate cu 7, 11, 13 în recunoa³terea

numerelor divizibile cu ele.
4. S  poat  construi singur exemple ³i contraexemple pentru problemele date.
5. S  recunoasc  problemele ce pot � rezolvate folosind metoda reducerii la

absurd.
6. S  poat  rezolva problemele de logic  (distractiv ) cu grad de di�cultate

mediu.

Standarde de performanµ 

În plus, faµ  de standarde optime, elevul trebuie:
1. S  poat  calcula ³i alte sume în afar  de cele relativ imediate.
2. S  rezolve probleme folosind principiul cutiei.
3. S  poat  rezolva probleme în care intervin criteriile de divizibilitate cu 7,

11, 13.
4. S  utilizeze contraexemple în rezolvarea unor probleme.
5. S  opereze concret cu metoda reducerii la absurd.
6. S  rezolve probleme de logic  (distractiv ) cu grad mai mare de di�cultate.
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NOTE MATEMATICE

Unele serii divergente

de Gheorghe Costovici

Abstract

This short note presents some conditions under which certain series is divergent.

Key words: divergent series

M.S.C.: 40A05

În propoziµia 2 vom evidenµia unele serii divergente.

Propoziµia 1. Dac  a > 0, k > 0 ³i ak ≥ 1
e
, atunci avem lnx ≤ kxa, cu

egalitate numai dac  ak =
1
e
³i x =

1
(ak)

1
a

.

Demonstraµie. Consider m f(x) = lnx− kxa ³i avem:

f ′(x) =
1
x
− akxa−1 =

1
x
− ak

x1−a
=

1
x
− akx

a

x
=

1
x
(1− akxa).

Observ m c :

(α) 1− akxa > 0 ⇔ akxa < 1 ⇔ x <

(
1
ak

) 1
a

, ceea ce implic  f ′(x) > 0, de

unde:

f(x) < f

((
1
ak

) 1
a

)
= ln

((
1
ak

) 1
a

)
− k 1

ak
=

1
a

(
ln

1
ak

− 1
)

≤ 0

(deoarece ln
1
ak

≤ 1 ⇔ 1
ak

≤ e, ceea ce este adev rat prin ipotez ).

Apoi:

(β) 1− akxa < 0 ⇔ . . .⇔ x >

(
1
ak

)1/a

, ceea ce implic :

f ′(x) < 0, de unde f(x) < f

((
1
ak

) 1
a

)
≤ 0
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(
deoarece f

((
1
ak

) 1
a

)
=

1
a

(
ln

1
ak

− 1
)

≤ 0, cu egalitate numai dac  ak =
1
e

)
.

Propoziµia 2. Dac  a > 0, k > 0, ak ≥ 1
e
, 0 < b ≤ 1, 0 < c ≤

(
1
k

) 1
a

,

qn = k (ln (n(lnn)c))a ³i an =
1

n(lnn)1+b
, atunci seria:

∞∑
n=3

a

1− 1

q
( 1

a
)−1

n +1+b−ck
1
a

n · n
k

1
a −1

q
( 1

a
)−1

n +1+b−ck
1
k ,

este divergent .

Demonstraµie. Prin propoziµia 1, k > 0, a > 0 ³i ka ≥ 1
e
implic  lnx ≤ kxa

³i deci ln(lnn) ≤ k(lnn)a pentru toµi n > 1.
Atunci:

n > e ⇒ lnn > 1 ⇒ (lnn)c > 1 ⇒ n(lnn)c > n⇒

⇒ ln (n(lnn)c) > lnn⇒ qn = k (ln (n(lnn)c))a > k(lnn)a > ln(lnn) ⇒

⇒ q
( 1

a )−1
n ln(lnn) < q

1
a
n

³i:

(lnn)q
( 1

a
)−1

n = eq
( 1

a
)−1

n ln(lnn) < eq
1
a
n = ek

1
a ln(n(lnn)c) = (n(lnn)c)k

1
a =

= n(lnn)1+bn−1(lnn)−1−bnk
1
a (lnn)ck

1
a = a−1

n n
k

1
a

−1
(lnn)ck

1
a −1−b ⇒

⇒ (lnn)q
( 1

a
)−1

n +1+b−ck
1
a < a−1

n n
k

1
a −1 ⇒

⇒ lnn < a−1/(q
( 1

a
)−1

n +1+b−ck
1
a )

n n(k
1
a −1)/(q

( 1
a

)−1
n +1+b−ck

1
a ) ⇒

⇒ an lnn =
1

n(lnn)b
< a1−1/(q

( 1
a

)−1
n +1+b−ck

1
a )

n n(k
1
a −1)/(q

( 1
a

)−1
n +1+b−c·k 1

a ).

Cu ajutorul criteriului comparaµiei pentru serii cu termeni pozitivi, obµinem
concluzia propoziµiei 2.

Observaµie. Pentru b = c = k = 1 ³i a = 1/2 se obµine Exemplul din [1].
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PROBLEME PROPUSE

233. S  se arate c  primitiva funcµiei f :
(
0,
π

2

)
→ R, f(x) = sinp x, cu

p ∈ R+, poate � redus  la primitiva unei funcµii raµionale în sinx dac  ³i numai
dac  p ∈ N. Mai mult, în acest caz, primitiva nu poate conµine decât o combinaµie
liniar  de monoame în puteri naturale ale lui sinx ³i cosx, precum ³i un termen în
x.

Constantin P. Niculescu ³i Andrei Vernescu

234. Fie G un grup aditiv abelian iar f : G→ R o aplicaµie cu proprietatea
c :

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y), ∀x, y ∈ G.
S  se arate c  oricare ar � n ∈ N, are loc inegalitatea:

f(nx) ≤ n2f(x), ∀x ∈ G.

În plus, dac  orice element al lui G are ordin �nit, atunci f este o funµie
pozitiv .

Dan Radu

235. S  se demonstreze c :
a) Polinomul minimal al lui cos

π

7
peste Q este:

f = X3 − 1
2
X2 − 1

2
X +

1
8
.

b) Polinomul minimal al lui cos
2π
7

peste Q este:

g = X3 +
1
2
X2 − 1

2
X − 1

8
.

c) Polinomul minimal al lui cos
3π
7

coincide cu f.

d) Exist  egalit µile:

cos
π

7
− cos

2π
7

+ cos
3π
7

=
1
2
; cos

π

7
cos

2π
7

cos
3π
7

=
1
8
.

Marcel �ena

236. Fie A un inel cu unitatea în care pentru orice dou  elemente x ³i y
egalitatea binomial :

(x+ y)n =
(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y + . . .+

(
n

n− 1

)
xyn−1 +

(
n

n

)
yn

este adev rat  pentru trei valori consecutive ale num rului natural nenul n (nu
neap rat acela³i pentru orice x ³i y din A). S  se arate c  A este comutativ.

R mâne concluzia adev rat  dac  A nu are element unitate?
Marian Tetiva
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237. În tetraedrul ortocentric [ABCD] se noteaz  cu hA ³i mA lungimea
în lµimii, respectiv a medianei tetraedrului duse din vârful A pe faµa BCD (³i ana-
loagele), iar cu r ³i R razele sferelor înscris , respectiv circumscris  tetraedrului.

S  se arate c  au loc urm toarele ra�n ri ale inegalit µii lui Durrande în
tetraedru (R ≥ 3r):

a)
1

4r2
≤ 1
h2

A

+
1
h2

B

+
1
h2

C

+
1
h2

D

≤ 1
324

· R
4

r6
;

b)
9

4R2
≤ 1
m2

A

+
1
m2

B

+
1
m2

C

+
1
m2

D

≤ 1
324

· R
4

r6
.

Marius Olteanu

SOLU�IILE PROBLEMELOR PROPUSE

Dup  intrarea la tipar a num rului 4/2006 al revistei, am primit � pentru problema 209

� înc  dou  soluµii corecte de la domnii Nicu³or Minculete � profesor la Colegiul Naµional Mihai

Viteazul din Sfântu Gheorghe ³iMarius Olteanu � inginer la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti,

sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea. Facem cuvenita menµiune în vederea complet rii

listei rezolvitorilor de probleme din anul 2006.

212. În R[x] se consider  polinoamele:

Fn(x) = x(x− 1) . . . (x− n+ 1) =
n∑

k=1

Sk
nx

k

unde S1
n, . . . , S

n
n ∈ Z sunt numerele lui Stirling de ordinul n.

a) S  se stabileasc  o relaµie între Sk
n+1, S

k
n ³i Sk−1

n ³i apoi s  se dea o formul  general 

pentru calculul lui Sk
n în funcµie de n ³i k.

b) S  se arate c  orice polinom:

Pn(x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an

poate � reprezentat sub forma Pn(x) = (−1)nDn(x) unde Dn(x) este polinomul caracteristic al

unei matrici An ∈ Mn(R) convenabil aleas .
c) S  se scrie matricea An de la punctul b) corespunz toare polinomului:

fn(x) = (x− 1)(x− 2) . . . (x− n),

s  se diagonalizeze aceast  matrice ³i apoi s  se deduc  o nou  metod  pentru calculul numerelor

lui Stirling S1
n+1, . . . , S

n
n+1. Caz particular : n = 4.

d) Se consider  polinoamele:

ϕn(x) =
(−1)n

n
(x− 1) . . . (x− n), πn(x) = 1− x

1!
+ . . .+

(−1)n
n!

x(x− 1) . . . (x− n+ 1).

S  se arate c  ϕn = πn ³i apoi s  se exprime coe�cienµii lui ϕn ³i πn cu ajutorul numerelor

lui Stirling în dou  moduri diferite.

e) Folosind rezultatele de la punctul d), s  se stabileasc  egalit µile:

Sk+1
n+1 = n!

n∑
p=k

(−1)n+p

p!
Sk

p , Sn−r
n = (n− 1)!

r∑
p=0

(−1)p
(n− p − 1)!

Sn−r−1
n−p−1 .

Dan Radu

Soluµia autorului. a) Deoarece:

Fn+1(x) = (x− n)Fn(x),
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rezult  c :
n+1∑
k=1

Sk
n+1x

k =
n∑

k=1

Sk
nx

k+1 − n
n∑

k=1

Sk
nx

k

³i deci:

Sk
n+1 = Sk−1

n − nSk
n, ∀ k ∈ {1, 2, . . . , n},

iar:

Sn+1
n+1 = Sn

n = . . . = S1
1 = 1.

Spre exemplu:

S1
1 = 1

S1
2 = −1, S2

2 = 1,
S1

3 = 2, S2
3 = S1

2 − 2S2
2 = −3, S3

3 = 1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Deoarece Fn(p) = 0 pentru orice p ∈ {1, . . . , n − 1}, iar Fn(n) = n!, suntem condu³i la

sistemul: 
1nSn

n + . . .+ 1kSk
n + . . .+ 1S1

n = 0
2nSn

n + . . .+ 2kSk
n + . . .+ 2S1

n = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(n− 1)nSn

n + . . .+ (n− 1)kSk
n + . . .+ (n− 1)S1

n = 0
nnSn

n + . . .+ nkSk
n + . . .+ nS1

n = n!

.

Determinantul sistemului este:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1n . . . . . . 1
2n . . . . . . 2
.
.
.

.

.

.

nn . . . . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1n−1 . . . . . . 1
2n−1 . . . . . . 1
.
.
.

.

.

.

nn−1 . . . . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n(n−1)

2 [n! (n− 1)! . . . 2! 1!] .

Rezolvând sistemul dup  regula lui Cramer, rezult :

Sk
n = (−1)k−1n!

∆n−k+1
n

∆
= (−1)n(n−1)

2 +k−1 · ∆n−k+1
n

1!2! . . . (n− 1)!
,

unde:

∆n−k+1
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1n . . . 1k+1 1k−1 . . . 1
.
.
.

.

.

.
.
.
.

(n− 1)n . . . (n− 1)k+1 (n− 1)k−1 . . . (n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
b) Se consider  matricea:

An =



0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
. . . .

.

.

.
.
.
.

0 0 0 . . . 0 1
−an −an−1 −an−2 . . . −a2 −a1


∈ Mn(R)

³i �e Dn(x) = det(An − xIn). Vom ar ta, prin inducµie, c  Pn(x) = (−1)nDn(x).
Pentru n = 1, P1(x) = x + a1; cum D1(x) = −(x + R1), rezult  c  P1(x) = (−1)1D1(x).

Presupunem proprietatea adev rat  pentru n = k, adic  faptul c  Pk(x) = (−1)kDk(x). Dez-

voltând dup  prima coloan  determinanul Dk+1(x), vom obµine:

Dk+1(x) = −xDk(x) + (−1)k+1ak+1

³i deci:

Pk+1(x) = xPk(x) + ak+1 = (−1)kxDk(x) + ak+1 =

= (−1)k+1
(
−xDk(x) + (−1)k+1ak+1

)
= (−1)k+1Dk+1(x).

Conchidem c  proprietatea este adev rat  pentru orice n ∈ N.
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c) Evident, xfn(x) = Fn+1(x) ³i deci:

fn(x) = xn + Sn
n+1x

n−1 + . . .+ S1
n+1.

Urmeaz  c  matricea An corespunz toare dup  punctul b) polinomului fn este:

An =


0 1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
.
.
.

.

.

. . . .
.
.
.

.

.

.

0 0 . . . 0 1

−S1
n+1 −S2

n+1 . . . −Sn−1
n+1 −Sn

n+1

 .

Deoarece fn(x) = (−1)nDn(x), urmeaz  c  Dn(x) = 0 dac  ³i numai dac  fn(x) = 0 ³i

deci valorile proprii ale lui An sunt x1 = 1, . . . , xn = n. Urmeaz  c  An este diagonalizabil , forma

sa diagonal  �ind:

∆n =


1 0 . . . 0
0 2 . . . 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 . . . n

 .

Pentru valoarea proprie xp = p (p ∈ {1. . . . .n}), primele n− 1 ecuaµii ale sistemului carac-

teristic sunt: 
−px1 + x2 = 0

−px2 + x3 = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−pxn−1 + xn = 0

Urmeaz  atunci c  xi = pxi−1 = . . . = pi−1x1, pentru orice i = {1, . . . , n}, deci putem
alege ca vector propriu, corespunz tor valorii proprii considerate, vectorul vp = (1, p, . . . , pn−1).
Deducem atunci, c  matricea de trecere de la baza canonic  la baza de diagonalizare va �:

Sn =


1 1 . . . 1
1 2 . . . n
.
.
.

.

.

.
.
.
.

1n+1 2n+1 . . . nn−1

 .

�inând seama de faptul c  An = S ·∆n ·S−1, rezult  o nou  metod  de calcul a numerelor

lui Stirling prin identi�carea ultimei linii din egalitatea matricial  anterioar .

În cazul n = 4, avem:

A4 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−S1
5 −S2

5 −S3
5 −S4

5

 , D =


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

 ,

S4 =


1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

 . S−1
4 =


24 −26 9 −1
−36 57 −24 3
24 42 21 −3
−6 11 −6 1

 .

Conform procedeului descris, rezult :

S1
5 = −10, S2

5 = 35, S3
5 = −50, S4

5 = 24, S5
5 = 1.

d) Evident, ϕ(p) = 0 pentru orice p ∈ {1, . . . , n}. De asemenea, se probeaz  cu u³urinµ 

c  πn(p) = 0 pentru p ∈ {1, . . . , n}. (Se procedeaz , de exemplu, prin inducµie). Pe de alt 

parte, coe�cienµii conduc tori ai lui ϕn ³i πn coincid cu
(−1)n
n!

, ceea ce atrage dup  sine faptul c 

ϕn = πn.

S  observ m acum c :

2ϕn(x) =
(−1)n
n!

Fn(x) =
(−1)n
n!

(
S1

n+1x+ . . .+ Sn+1
n+1x

n+1
)
,
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de unde

ϕn(x) =
(−1)n
n!

n∑
k=0

Sk+1
n+1x

k. (1)

Pe de alt  parte:

πn(x) = 1− 1

1!
F1(x) + . . .+

(−1)n
n!

Fn(x)

³i deci:

πn(x) =
n∑

k=0

n∑
p=k

(−1)p
p!

Sk
px

k. (2)

e) Deoarece ϕn = πn, rezult  c  în reprezent rile (1) ³i (2) coe�cienµii lui xk trebuie s 

coincid  pentru orice k ∈ {0, . . . , n} ³i deci:

(−1)n
n!

Sk+1
n+1 =

n∑
p=k

(−1)p
p!

Sk
p ,

de unde:

Sk+1
n+1 = n!

n∑
p=k

(−1)n+p

p!
Sk

p , (3)

adic  tocmai prima dintre identit µile solicitate.

În egalitatea de mai sus s  facem schimb rile de indici n+ 1 = N , k+1 = N −R. Rezult 
n = N − 1, n − k = R, iar când p parcurge mulµimea {k, k + 1, . . . , n}, rezult  c  P parcurge

mulµimea {0, 1, . . . , R}. Cu aceste schimb ri, egalitatea (3) devine:

SN−R
N = (N − 1)!

R∑
P=0

(−1)P
(N − P − 1)!

SN−R−1
N−P−1 ,

adic  tocmai a doua identitate din enunµ.

213. S  se arate c  pentru orice n ∈ N, n ≥ 2, avem:

n−1∏
i=0

(3i + 1)

n!
+

n−1∏
i=0

(3i+ 2)

n!
+

n−1∑
k=1

k−1∏
i=0

(3i+ 1)

n−k−1∏
j=0

(3j + 2)

k!(n− k)!
= 3n.

Róbert Szász

Soluµia autorului. Observ m c  suma:

n−1∏
i=0

(3i+ 1)

n!
+

n−1∏
i=0

(3i+ 2)

n!
+

n−1∑
k=1

k−1∏
i=0

(3i + 1)

n−k−1∏
j=0

(3j + 2)

k!(n− k)!

este coe�cientul lui xn în produsul Cauchy al seriilor de puteri:

f(x) = 1 +
∞∑

n=1

n−1∏
i=0

(3i + 1)

n!
xn ³i g(x) = 1 +

∞∑
n=1

n−1∏
i=0

(3i+ 2)

n!
xn.

Cum:

an =

n−1∏
i=0

(3i + 1)

n!
≤

n−1∏
i=0

(3i+ 2)

n!
= 3n, n ∈ N,
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rezult  c  seria de puteri f(x) este absolut convergent  pentru |x| < 1

3
. Seria de puteri f(x) poate

� transcris  în urm toarea form :

f(x) = 1 +
∞∑

n=0

n∏
i=0

(3i+ 1)

(n+ 1)!
xn+1

³i, dup  derivare, obµinem:

f ′(x) =
∞∑

n=0

n∏
i=0

(3i+ 1)

n!
xn = 1 +

∞∑
n=1

(3n+ 1)

n−1∏
i=0

(3i + 1)

n!
xn =

= 1 +
∞∑

n=1

n−1∏
i=0

(3i+ 1)

n!
(n+ 1)xn − 2

∞∑
n=1

n−1∏
i=0

(3i + 1)

n!
xn = 1 + 3 (x(f(x) − 1))′ − 2f(x) + 2.

Astfel rezult  problema Cauchy:

(1 − 3x)f ′(x) = f(x), f(0) = 1,

cu soluµia unic :

f(x) =
1

3√1− 3x
, |x| < 1

3
.

Analog se arat  c :

g(x) =
1

3
√
(1 − 3x)2

, |x| < 1

3
.

Din ultimele dou  identit µi obµinem c :

f(x)g(x) =

1 +
∞∑

n=1

n−1∏
i=0

(3i+ 1)

n!
xn



1 +
∞∑

n=1

n−1∏
i=0

(3i+ 2)

n!
xn

 =
1

1− 3x
=

∞∑
n=0

3nxn,

iar de aici, prin identi�carea coe�cienµilor lui xn, rezult  egalitatea dorit .

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu

din Bârlad. S  observ m c  putem scrie identitatea de demonstrat ³i în forma:

n∑
k=0

k−1∏
i=0

(3i+ 1)

n−k−1∏
j=0

(3j + 2)

k!(n− k)!
= 3n,

dac  vom considera egal cu 1 un produs pentru care indicele de sumare variaz  de la 0 la −1. În

aceste condiµii, notând cu Sn suma din membrul stâng, putem calcula u³or:

S1 =
1

1!
+

2

1!
= 3, S2 =

1 · 4
2!

+
1 · 2
1! · 1! +

2 · 5
2!

= 9,

deci relaµia Sn = 3n este adev rat  pentru n ∈ {1, 2} (nu avem de ce s  evit m valoarea n = 1).

Pe de alt  parte, folosind recurenµa coe�cienµilor binomiali (cu convenµia c 
(n
k

)
= 0 pentru

n < k sau k < 0), putem calcula:

(n+ 1)!Sn+1 =

n+1∑
k=0

(n+ 1

k

) k−1∏
i=0

(3i+ 1)

n−k∏
j=0

(3j + 2) =

=

n+1∑
k=0

(n
k

) k−1∏
i=0

(3i+ 1)

n−k∏
j=0

(3j + 2) +

n+1∑
k=0

( n

k − 1

) k−1∏
i=0

(3i+ 1)

n−k∏
j=0

(3j + 2)
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³i deci, dac  facem o mic  schimbare a indicelui de sumare în cea de-a doua sum :

(n+ 1)!Sn+1 =
n∑

k=0

(n
k

) k−1∏
i=0

(3i + 1)

n−k∏
j=0

(3j + 2) +
n∑

k=0

(n
k

) k∏
i=0

(3i + 1)

n−k−1∏
j=0

(3j + 2) =

=
n∑

k=0

(n
k

)
(3(n − k) + 2 + 3k + 1)

k−1∏
i=0

(3i + 1)

n−k−1∏
j=0

(3j + 2)

 =

= 3(n + 1)
n∑

k=0

(n
k

) k−1∏
i=0

(3i+ 1)

n−k−1∏
j=0

(3j + 2) = 3(n+ 1)n!Sn;

a³adar obµinem Sn+1 = 3Sn, pentru orice n ≥ 1. Evident, împreun  cu S1 = 3, aceast  relaµie

duce la Sn = 3n, oricare ar � n ≥ 1, ceea ce trebuia demonstrat.

Observaµie. În exact acela³i fel putem demonstra c , pentru orice ³iruri (an)n≥0 ³i (bn)n≥0

cu proprietatea an−k + bk = p(n+1), pentru orice n ≥ 0 ³i orice 0 ≤ k ≤ n (unde p este un num r

�xat, care nu depinde de n), avem:

n∑
k=0

k−1∏
i=0

ai

n−k−1∏
j=0

bj

k!(n− k)!
= pn,

oricare ar � n ≥ 1 (convenµia de mai sus pentru produse r mâne valabil ). Pentru an = 3n+ 1 ³i

bn = 3n+ 2 reg sim enunµul problemei 213. Din p cate generalizarea nu ne duce prea departe de

enunµul original, ³irurile considerate trebuind s  �e de forma an = pn+ s, bn = pn+p− s, a³a cum
u³or se poate vedea, ca s  veri�ce relaµiile de mai sus (necesare obµinerii relaµiei de recurenµ ).

Soluµie dat  de Ioan Ghiµ , profesor la Colegiul Naµional I. M. Clain din Blaj. Not m cu

S suma din enunµ. Desfacem sumele ³i produsele pentru o bun  observare:

S =
1 · 4 · 7 · . . . · (3n− 2)

1! · 0! +
(1 · 4 · 7 · . . . · (3n − 5)) · (2)

(n− 1)! · 1! +
(1 · 4 · 7 · . . . · (3n− 8)) · (2 · 5)

(n− 2)! · 2! +

+ . . .+
(1 · 4) · (2 · 5 · 8 · . . . · (3n − 7))

2!(n− 2)!
+

(1) · (2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 4))

1!(n− 1)!
+

2 · 5 · 8 · . . . · (3n − 1)

0! · 1! =

=
1

n!
[C0

n (1 · 4 · 7 · . . . · (3n − 2)) + C1
n (1 · 4 · 7 · . . . · (3n− 5)) · (2)+

+C2
n · (1 · 4 · 7 · . . . · (3n− 8)) · (2 · 5) + . . .+ Cn−2

n (1 · 4) · (2 · 5 · 8 · . . . · (3n − 7))+

+Cn−1
n (1) · (2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 4)) + Cn

n (2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 1))].

Fie funcµiile f, g : (0,∞) → R, f(x) = x− 1
3 , g(x) = x− 2

3 , inde�nit derivabile pe (0,∞).
Avem:

f(n)(x) = (−1)n 1 · 4 · 7 · . . . · (3n− 2)

3n
· x− 3n+1

3 ,

g(n)(x) = (−1)n 2 · 5 · 8 · . . . · (3n − 1)

3n
· x− 3n+2

3 , ceea ce se veri�c  u³or prin inducµie.

Rezult :

1 · 4 · 7 · . . . · (3n− 2) =
f(n)(1) · 3n

(−1)n , 2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 1) =
g(n)(1) · 3n

(−1)n
³i apoi, folosind formula lui Leibniz :

S =
1

n!

[
C0

ng(1)
3n · f(n)(1)

(−1)n + C1
n

3n−1 · f(n−1)(1)

(−1)n−1
· 3 · g

′(1)
(−1)1 + C2

n

3n−2 · f(n−2)(1)

(−1)n−2
· 3

2 · g′′(1)
(−1)2 +

+ . . .+ Cn
nf(1)

g(n)(1) · 3n

(−1)n =
3n

(−1)nn! (f · g)n(1)
]
=

3n

(−1)nn!h
(n)(1),

unde h(x)=f(x) · g(x)=x−1, este o funcµie inde�nit derivabil  pe (0,∞) cu derivata de ordinul n:

h(n)(x) = (−1)n · n! · x−n−1.

53



Rezult  h(n)(1) = (−1)n · n! ³i apoi:

S =
3n

(−1)n · n! · (−1)
n · n! = 3n.

214. Fie s > 0, �xat. F r  utilizarea derivatelor, s  se determine:

L(s) = lim
n→∞

 lim
x→0

2

(
1− (trig1 · x)

1
ns+2 · (trig2 · x)

1
(n−1)s+2 . . . (trign · x)

1
1s+2

)
x2

 ,

unde trig ∈ {cos, ch}.
(În leg tur  cu problema 147 din G.M.-A, nr. 2/2003).

Nicolae Pavelescu

Soluµia autorului. S  ne ocup m pentru început cu calculul limitei:

Ln = Ln(a1, . . . , an; b1, . . . , bn) = lim
x→0

1− (triga1 · x)bn · (triga2 · x)bn−1 · . . . · (trigan · x)b1
x2

,

n ∈ N∗.
Folosim succesiv o limit  cu caracter teoretic, formalizat  prin:

lim
u→1
v→0

lnu

v
= lim

u→1
v→0

u− 1

v
.

Avem:

Ln = − lim
x→0

n∏
k=1

(trigakx)
bn−k+1 − 1

x2
= − lim

x→0

ln

(
n∏

k=1

(trigakx)
bn−k+1

)
x2

=

= −
n∑

k=1

bn−k+1 · lim
x→0

ln (trigakx)

x2
=

n∑
k=1

bn−k+1 · lim
x→0

1− trigakx

x2
=

=
n∑

k=1

bn−k+1 · lim
x→0

ε · 2cotrig2 akx

2
x2

= 2ε ·
n∑

k=1

bn−k+1 · lim
x→0

 cotrig
akx

2
akx

2


2

· a
2
k

4
=

=
ε

2
·

n∑
k=1

a2
kbn−k+1,

unde:

ε =

{
+1, trig = cos
−1, trig = ch

, cotrig =

{
sin, trig = cos
sh, trig = ch

.

În cazul problemei propuse, avem:

L(s) = lim
n→∞ 2 · Ln

(
1, 2, . . . , n;

1

ns+2
,

1

(n− 1)s+2
, . . . ,

1

1s+2

)
=

= ε · lim
n→∞

n∑
k=1

k2

(n− k + 1)s+2
= ε · lim

n→∞

n∑
k=1

(n− k + 1)2

ks+2
=

= ε · lim
n→∞(n+ 1)2 ·

(
n∑

k=1

1

ks+2
− 2 · 1

n+ 1
·

n∑
k=1

1

ks+1
+

1

(n+ 1)2
·

n∑
k=1

1

ks

)
=

= ε(+∞) =

{
+∞, trig = cos
−∞, trig = ch

.

Comentariu. Problema face parte, în mod evident, din aceea³i categorie cu problema nr.

147 din G.M.-A nr. 2/2003, propus  de Andrei Vernescu.
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Exceptând regula lui l'Hospital, care în enunµ este declarat  prohibit , niciuna din metodele

expuse pe larg în G.M.-A nr. 1/2004, pp. 75-79, nu poate � folosit  aici.

Soluµie dat  de Ioan Ghiµ , profesor la Colegiul Naµional I. M. Clain din Blaj. a) Calcul m

mai întâi urm toarele limite:

a) lim
x→0

2

(
1− (cos kx)

1
(n−k+1)s+2

)
x2

= lim
x→0

2

(
1−

(
1− 2 sin2 kx

2

) 1
(n−k+1)s+2

)
x2

=

= lim
x→0

2

[(
1− 2 sin2 kx

2

) 1
(n−k+1)s+2 − 1

]

−2 sin2 kx

2

·
−2 sin2 kx

2
k2x2

4

· k
2x2

4
· 1

x2
=

k2

(n− k + 1)s+2
.

b) lim
x→0

2

(
1− (ch(kx))

1
(n−k+1)s+2

)
x2

= lim
x→0

2

[
1−

(
1 + 2sh2 kx

2

) 1
(n−k+1)s+2

]
x2

=

= − lim
x→0

2

[(
1 + 2sh2 kx

2

) 1
(n−k+1)s+2 − 1

]

2sh2 kx

2

·
2sh2 kx

2
x2

=
−4

(n− k + 1)s+2
· lim

x→0

 sh
kx

2
x


2

=

=
−4k2

(n− k + 1)s+2
,

unde s-a folosit faptul c :

lim
x→0

sh
kx

2
x

= lim
x→0

e
kx
2 − e−

kx
2

x
= lim

x→0

e−
kx
2
(
ekx − 1

)
x

= lim
x→0

e−
kx
2 · e

kx − 1

kx
· k = k.

De asemenea, s-a utilizat faptul c  ch2x = 1 + sh2x.
În continuare, presupunem c  trigx = cos x ³i not m cu Ln(s) limita dup  x.

Ln(s) = lim
x→0

2

[
1− (cos x)

1
ns+2 · (cos 2x)

1
(n+1)s+2 · . . . · (cosnx)

1
1s+2

]
x2

=

= lim
x→0

2

[
1− (cos x)

1
ns+2 + (cos x)

1
ns+2 − (cos x)

1
ns+2 · (cos 2x)

1
(n+1)s+2 · . . . · (cos nx) 1

1s+2

]
x2

=

= lim
x→0

2

[
1− (cos x)

1
ns+2

]
x2

+ lim
x→0

(cos x)
1

ns+2 ·

[
1− (cos 2x)

1
(n−1)s+2 · . . . · (cos nx)

1
1s+2

]
x2

a)
==

a)
==

12

ns+2
+1· lim

x→0

2

[
1− (cos 2x)

1
(n−1)s+2 + (cos 2x)

1
(n−1)s+2 − (cos 2x)

1
(n−1)s+2 · . . . · (cos nx)

1
1s+2

]
x2

.

Dac  se scade ³i se adaug  pe rând câte un (cos kx)
1

(n−k+1)s−2 , obµinem:

Ln(s) =
12

ns+2
+

22

(n− 1)s+2
+ . . .+

n2

1s+2
.

Dac  trigx = chx, atunci:

Ln(s) = lim
x→0

2

[
1− (chx)

1
ns+2 + (chx)

1
ns+2 − (chx)

1
ns+2 · (ch2x)

1
(n−1)s+2 · . . . · (chnx)

1
1s+2

]
x2

=
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= lim
x→0

2

[
1− (chx)

1
ns+2

]
x2

+ lim
x→0

(chx)
1

ns+2 · 2
[
1− (ch2x)

1
(n−1)s+2 · . . . · (chnx)

1
1s+2

]
x2

b)
==

b)
==

−4 · 12
n2

+ lim
x→0

2

[
1− (ch2x)

1
(n−1)s+2 · . . . · (chnx)

1
1s+2

]
x2

.

Analog, dac  se scade ³i se adun  câte un (chkx)
1

(n−k+1)s+2 , rezult :

Ln(s) = −4
(

12

ns+2
+

22

(n− 1)s+2
+ . . .+

n2

1s+2

)
.

Dar
12

ns+2
+

22

(n− 1)s+2
+ . . .+

n2

1s+2
> n2 ³i deci:

lim
n→∞

(
12

ns+2
+

22

(n− 1)s+2
+ . . .+

n2

1s+2

)
= ∞.

Urmeaz  c :

L(s) = lim
n→∞Ln(s) =

{ ∞, dac  trig = cos
−∞, dac  trig = ch

.

Nota redacµiei. O soluµie corect  a problemei a dat ³i domnul inginer Marius Olteanu de

la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea.

215. Fie x1, x2, . . . , xn numere reale pozitive astfel încât x1x2 . . . xn = 1. S  se arate c 

pentru −n+ 1

n− 1
≤ r < 1, avem:

x1

xr
1 + x2 + . . .+ xn

+
x2

x1 + xr
2 + . . .+ xn

+ . . .+
xn

x1 + . . .+ xn−1 + xr
n

≥ 1.

Vasile Cîrtoaje

Soluµia autorului. Aplicând inegalitatea Cauchy-Schwarz, avem:∑ x1

xr
1 + x2 + . . .+ xn

≥ (x1 + x2 + . . .+ xn)2∑
x1(x

r
1 + x2 + . . .+ xn)

.

Prin urmare, r mâne s  ar t m c :

(x1 + x2 + . . .+ xn)2∑
x1(x

r
1 + x2 + . . .+ xn)

≥ 1,

adic :

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n ≥ x1+r

1 + x1+r
2 + . . .+ x1+r

n .

Aceast  inegalitate se obµine pe baza inegalit µii lui Cebâ³ev ³i a inegalit µii mediilor. Astfel,

pentru −1 ≤ r < 1, avem:∑
x2
1 ≥ 1

n

(∑
x1−r
1

) (∑
x1+r
1

)
≥ (x1x2 · . . . · xn)

1−r
n

∑
x1+r
1 =

∑
x1+r
1 ,

iar pentru −n+ 1

n− 1
≤ r < −1, avem:

∑
x2
1 =

∑ x2
2 + . . .+ x2

n

n− 1
≥
∑

(x2 · . . . · xn)
2

n−1 =
∑ 1

x
2

n−1
1

≥

≥ 1

n

∑ 1

x
r+ n+1

n−1
1

(∑ 1

x−r−1
1

)
≥ 1

n
√
(x1x2 · . . . · xn)

r+ n+1
n−1

∑ 1

x−r−1
1

=
∑

xr+1
1 .
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Cu aceasta, inegalitatea este demonstrat . Avem egalitate dac  ³i numai dac  x1 = x2 =
= . . . = xn = 1.

Nota redacµiei. O soluµie partial  a problemei a dat ³i domnul inginer Marius Olteanu

de la S.C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu Vâlcea.

216. S  se arate c  exist  ³iruri de funcµii (fn)n≥1, fn : [0, 1] → [0, 1], continue, care
satisfac simultan urm toarele propriet µi:

a)

 1∫
0

fn(x)dx


n≥1

converge la zero;

b) ³irul (fn(x))n≥1 s  nu convearg  pentru nici un x ∈ (0, 1);

c) �ecare funcµie s  ia �ecare valoare strict pozitiv  de cel mult dou  ori (i.e. |f−1
n ({α})| ≤

≤ 2 pentru orice α ∈ (0, 1] ³i orice n ∈ N∗).
R zvan Iag r

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu

din Bârlad. Fie (an)n≥1 o enumerare standard a numerelor raµionale din intervalul (0, 1):

a1 =
1

2
, a2 =

1

3
, a3 =

2

3
, a4 =

1

4
, a5 =

2

4
, a6 =

3

4
, a7 =

1

5
, a8 =

2

5
, a9 =

3

5
. . .

(desigur, unele numere se repet , dar acest lucru nu ne deranjeaz ). Dac , pentru un n ∈ N∗, avem
an =

p

q
, unde p ³i q sunt întregi pozitivi, p < q, de�nim funcµia fn prin:

fn(x) =



0, pentru x ∈
[
0,

p − 1

q

]
q

(
x− p− 1

q

)
, pentru x ∈

[
p− 1

q
,
p

q

]
q

(
p+ 1

q
− x

)
, pentru x ∈

[
p

q
,
p + 1

q

]
0, pentru x ∈

[
p+ 1

q
, 1

]
.

Continuitatea �ec rei funcµii fn se veri�c  imediat, de asemenea faptul c :

1∫
0

fn(x)dx =
1

q

(de fapt, acestea se v d foarte bine geometric: gra�cul lui fn este linia frânt  OABCD, unde O este

originea, iar punctele A,B, C,D au respectiv coordonatele ((p − 1)/q, 0), (p/q, 1), ((p + 1)/q, 0) ³i
(1, 0); atunci integrala funcµiei fn pe [0, 1] este egal  cu aria triunghiului ABC, cu baza de lungime

2/q ³i în lµimea 1). Cum ³irul numitorilor numerelor an are limita ∞ rezult  c  este îndeplinit 

prima condiµie:

lim
n→∞

1∫
0

fn(x)dx = 0.

De asemenea, gra�cul �ec rei funcµii fn �ind format din dou  segmente ,,orizontale� (OA
³i CD, a³ezate pe axa Ox) ³i dou  ,,oblice� (AB ³i BC), este clar c  fn ia �ecare valoare pozitiv 

de cel mult dou  ori; de fapt, ia valoarea 1 doar o dat , în p/q, ³i orice alt  valoare din (0, 1)
exact de dou  ori (³i, bineînµeles, ia valoarea 0 de o in�nitate de ori). Ne mai r mâne s  veri�c m

condiµia b).

Fie, pentru aceasta, x ∈ (0, 1). Dac  an este un num r de forma 1/q, cu q su�cient de mare

încât s  avem 2/q < x, rezult  c  x este în afara intervalului (0, 2/q), în care fn ia valori nenule.

Altfel spus, exist  o in�nitate de indici n astfel încât fn(x) = 0.
Pe de alt  parte, pentru �ecare întreg pozitiv q putem considera partea întreag  s a num ru-

lui 2qx, adic  s este acel num r întreg pentru care avem s ≤ 2qx < s+ 1; iar dac  q este destul de

mare, avem s ≥ 1. Dac  s este par, s = 2p, avem:
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2p − 1 < 2p ≤ 2qx < 2p+ 1,
iar pentru s = 2p− 1 (impar):

2p − 1 ≤ 2qx < 2p < 2p+ 1;

oricum, vedem c  pentru orice întreg pozitiv q (su�cient de mare) g sim un num r natural 1 ≤ p < q
astfel încât:

2p − 1 ≤ 2qx < 2p + 1 ⇔ p

q
− 1

2q
≤ x <

p

q
+

1

2q
.

O veri�care simpl  prin calcul (sau o scurt  privire asupra gra�cului) arat  c  pentru n
astfel încât an s  �e egal cu un asemenea p/q avem fn(x) ≥ 1/2. Prin urmare ³irul (fn(x))n≥1

are atât un sub³ir cu toµi termenii 0, cât ³i un sub³ir cu toµi termenii mai mari sau egali cu 1/2,
deci nu are cum s  �e convergent (iar asta se întâmpl  pentru un x ∈ (0, 1) ales arbitrar); astfel ³i
condiµia b) este îndeplinit  de ³irul de funcµii pe care l-am construit ³i problema este rezolvat .

217. Fie x, y, z numere reale astfel încât S = x + y + z > 0. S  se arate c  are loc

inegalitatea:

9((x + y + z)(xy + yz + zx)− 9xyz) ≤ (≥)2((x + y + z)3 − 27xyz),

sensul inegalit µii �ind dup  cum dou  dintre numerele x, y, z sunt mai mici sau egale cu
S

3

(respectiv dou  dintre numerele x, y, z sunt mai mari sau egale cu
S

3
).

Marian Tetiva

Soluµia autorului. Este clar c , dac  avem x ≤ S

3
, y ≤ S

3
, z ≤ S

3
(sau x ≥ S

3
, y ≥ S

3
,

z ≥ S

3
), atunci, în mod necesar, x = y = z (=

S

3
) ³i între cei doi membri ai inegalit µilor din

enunµ avem semnul egal. De aceea, singurele cazuri interesante r mân cele dou  din enunµ; vom

considera unul dintre ele, de pild  s  presupunem c  x ≤ S

3
, y ≤ S

3
³i z ≤ S

3
³i s  ar t m c :

9
(
(x+ y + z)(xy + xz + yz)− 9xyz

) ≤ 2
(
(x+ y + z)3 − 27xyz

)
.

S  not m:

a =
3x

S
, b =

3y

S
, c =

3z

S
. Atunci a+ b+ c = 3, a ≤ 1, b ≤ 1 ³i c ≤ 1.

Inegalitatea de demonstrat este atunci echivalent  cu:

9

((
aS

3
+

bS

3
+

cS

3

) (
abS2

9
+

acS2

9
+

bcS2

9

)
− 9 · abcS

3

27

)
≤

≤ 2

((
aS

3
+

bS

3
+

cS

3

)
− 27 · abcS

3

27

)
,

deci cu (s  nu uit m c  S > 0 ³i a+ b+ c = 3):

ab+ ac + bc− 3abc ≤ 2(1− abc) ⇔ ab + ac + bc ≤ 2 + abc.

Acum �e A = a− 1, B = b− 1 ³i C = c− 1; rezult  c :

A+B + C = 0 ³i A ≤ 0, B ≤ 0, C ≥ 0,

iar inegalitatea de demonstrat se transform  în:

(A+ 1)(B + 1)+)A + 1)(C + 1) + (B + 1)(C + 1) ≤ 2 + (A+ 1)(B + 1)(C + 1) ⇔
⇔ AB +AC +BC + 2(A+ B + C) + 3 ≤ 2 +ABC + AC + BC + A+ B + C + 1 ⇔ 0 ≤ ABC.

Inegalitatea la care am ajuns �ind evident , demonstraµia este încheiat  în acest caz; dac 

dou  dintre numere sunt ≥ S

3
(³i al treilea ≤ S

3
) vom avea dou  dinte numerele A, B, C pozitive

³i al treilea negativ, deci produsul ABC ≤ 0 ³i sensul se schimb  peste tot.

Soluµie dat  de Nicu³or Minculete, profesor la Colegiul Naµional Mihai Viteazul din Sf.

Gheorghe. Fie:

E(x, y, z) = 2((x + y + z)3 − 27xyz)− 9 ((x+ y + z)(xy + yz + zx)− 9xyz) .
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Cum x+ u+ z = S, avem E(x, y, z) = 2S3 − 9S(xy + yz + zx) + 27xyz, deci:

E(x, y, z) = −S3 + 3S3 − 9S(xy + yz + zx) + 27xyz =

= −27
[(

S

3

)3

− (x+ y + z)

(
S

3

)2

+ (xy + yz + zx) · S
3
− xyz

]
=

= −27
(
S

3
− x

) (
S

3
− y

) (
S

3
− z

)
.

Dac  dou  dintre numerele x, y, z sunt mai mici sau egale cu
S

3
, atunci E(x, y, z) ≥ 0, iar dac 

dou  dintre numerele x, y, z sunt mai mari sau egale cu
S

3
, atunci E(x, y, z) ≤ 0.

Observaµii. a) Condiµia S = x+ y + z > 0 este inutil .

b) Egalitatea are loc când unul dintre numerele x, y, z este egal cu
S

3
.

9((x + y + z)(xy + yz + zx)− 9xyz) ≤ (≥)2((x + y + z)3 − 27xyz),

Nota redacµiei. O soluµie asem n toare cu cea de mai sus a dat Ioan Ghiµ , profesor

la Colegiul Naµional I. M. Clain din Blaj. De asemenea, o soluµie corect , dar calculatorie, a

dat domnul inginer Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-

Superior� din Râmnicu-Vâlcea.

ISTORIA MATEMATICII

Tiberiu Popoviciu (1906-1975)1)

de Marioara Cost chescu

Tiberiu Popoviciu este un savant de renume mondial. Prin lucr rile sale, prin lecµiile ³i

seminariile ³tiinµi�ce pe care le-a condus, a creat o ³coal  româneasc  de Analiz  numeric .

A fost un mare specialist în Analiza matematic , Teoria aproxim rii, Teoria convexit µii,

Analiza numeric , Teoria ecuaµiilor funcµionale, Aritmetic , Teoria numerelor ³i Teoria calculului.

Teza sa de doctorat, elaborat  sub îndrumarea profesorului Paul Montel, la Paris, conµine

bazele Teoriei funcµiilor convexe de ordin superior. Noµiunea de funcµie convex  de ordin superior,

apare în teoria lui Tiberiu Popoviciu ca rezultat al studierii comport rii faµ  de o clas  special  de

funcµii, cea a polinoamelor de un grad dat. Acest concept st  la baza cercet rilor pe care le-a f cut

Tiberiu Popoviciu în:

• studiul reprezent rii unei funcµii liniare A : C[a, b] → R de grad de exactitate n care nu

se anuleaz  pe nici o funcµie f ∈ C[a, b], convex  de ordinul n pe [a, b];
• studiul comport rii polinoamelor de cea mai bun  aproximare ale funcµiilor din C[a, b]

convexe sau concave de un ordin precizat;

• studiul restului în procedeele liniare de aproximare.

�coala întemeiat  de Tiberiu Popoviciu a devenit cunoscut  ³i dincolo de hotarele României,

nu numai prin numeroasele lucr ri publicate de el ³i de elevii s i, ci ³i prin cele 6 colocvii ³i dou 

seminarii cu participare internaµional  organizate între anii 1957 ³i 1975 în cadrul Institutului de

Calcul din Cluj al Academiei Române, al c rui fondator a fost.

De numele lui Tiberiu Popoviciu se leag  prima monogra�e de teoria convexit µii, cunoscuta

carte ,,Les Fonctions Convexes�. Deosebit de valoroase pentru înv µ mântul românesc au fost:

cartea de Analiz  numeric  ³i cursurile de Analiz  real , de Matematici superioare, de Algebr  ³i

de Analiz  matematic  scrise de Tiberiu Popoviciu.

1) Prezentul material ar � trebuit s  apar  în mod normal în cadrul rubricii noastre din nr.

4/2006, când a avut loc centenarul na³terii regretatului academician Tiberiu Popoviciu. Din p cate,

ne-a parvenit târziu, dup  intrarea la tipar a revistei. Ne facem, totu³i, o datorie de onoare în a-l

publica, chiar cu întârziere.

Pro�t m de aceast  not  de subsol pentru a-i adresa doamnei profesoare M rioara Constanti-

nescu mulµumirile noastre, pentru frumoasele cuvinte de apreciere a Cursurilor de var  organizate

de S.S.M.R. la Bu³teni conµinute în scrisoarea de tr sur  a prezentului material. (N.R.)
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Cea mai lung  perioad  din activitatea sa didactic  ³i de cercetare, Tiberiu Popoviciu a

petrecut-o la Cluj. Aici s-a ocupat de cre³terea, din rândul tineretului, a unor valoro³i cercet tori,

un rol important jucându-l ,,Seminarul de Teoria Aproxim rii cu aplicaµii la Analiza Numeric �,

în�inµat de el, în 1946, anul venirii sale la Cluj.

Institutul de Calcul din Cluj a luat �inµ  în 1957, în baza Hot rârii Sesiunii Generale a

Academiei, ca urmare a demersurilor f cute de Tiberiu Popoviciu, pe care l-a avut ca director pân 

la des�inµare, în 1975, prin decretul care punea cap t activit µii celor trei institute de matematic 

din µar  ale Academiei.

Activitatea sa la Institutul de Calcul a avut o puternic  in�uenµ  ³i asupra muncii didactice.

Acest lucru s-a concretizat prin predarea primelor cursuri de Limbaje de programare ³i Ma³ini de

Calcul din µar .

În leg tur  cu rezultatele deosebite obµinute sub conducerea lui Tiberiu Popoviciu în dome-

niul tehnicii de calcul ³i informaticii se pot menµion urm toarele:

• În anul 1961, la Institutul de Calcul din Cluj, se termin  calculatorul DACICC-l (Dispo-

zitiv Automat de Calcul al Institutului de Calcul din Cluj) care devine un nume cunoscut al primei

generaµii de calculatoare române³ti. DACICC-l f cea parte din generaµia a doua de calculatoare

complet tranzistorizate.

• În 1969 s-a realizat la Cluj cel mai performant calculator de concepµie româneasc  din

perioada anilor 1960-1970.

DACICC-200 realiza 200.000 operaµii aritmetice/secund , ceea ce era o performanµ  la

vremea respectiv . Din punct de vedere tehnologic DACICC-200 aparµinea generaµiei a doua de

calculatoare, dar el conµinea multe elemente ³i concepte ale generaµiei a treia (lungimea cuvântului

era de 32 biµi, memoria era organizat  în octeµi adresabili cu control de paritate, dispunea de

un sistem hardware de tratare a întreruperilor, de o serie de mecanisme de execuµie paralel  a

operaµiilor printre care preg tirea ³i execuµia instrucµiunilor etc.). Din punct de vedere software,

la DACICC-200 apare pentru prima dat  la noi în µar , noµiunea de sistem de operare pentru un

calculator de concepµie proprie. Sistemul de operare al calculatorului DACICC-200, conµinea un

monitor care realiza gestiunea perifericelor, tratarea întreruperilor precum ³i gestiunea regimului de

lucru multitasking. Sistemul cuprindea de asemenea un compilator FORTRAN, dou  asambloare

pentru dou  limbaje de programare (PAS ³i MOL), un înc rc tor ³i un bibliotecar.

Un aport deosebit de important în dezvoltarea matematicii clujene l-au avut seminariile de

cercetare ale Institutului, seminarii care ³i-au continuat activitatea ³i dup  des�inµarea Institutului.

Alt  realizare remarcabil  a lui Tiberiu Popoviciu a fost reactivarea, în 1958, a revis-

tei ,,Mathematica� ³i în�inµarea în 1972 a revistei ,,Revue d'analyse numerique et la Théorie de

L'approximation�.

A în�inµat, în 1967, ,,Seminarul Itinerant de ecuaµii funcµionale� transformat apoi în ,,Semi-

narul Itinerant de ecuaµii funcµionale, aproximare ³i convexitate� ale c rui sesiuni anuale se des-

f ³oar  ³i ast zi.

A organizat, în calitatea sa de pre³edinte al �lialei din Cluj a Societ µii de �tiinµe Mate-

matice, consf tuiri cu profesorii de liceu, în mai multe ora³e din Transilvania (Bra³ov, Cluj, Arad,

Satu Mare), pentru introducerea elementelor de tehnic  de calcul în înv µ mântul preuniversitar.

A fost un matematician activ ³i creator pân  la brusca sa dispariµie, în 1975, la nici jum tate

de an de la des�inµarea Institutului pe care l-a creat ³i condus.

Bibliogra�e
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DIN VIA�A SOCIET��II

A XXXIII-a Sesiune de comunic ri metodico-³tiinµi�ce

a Filialei Prahova a S.S.M.R.

Sâmb t  21 octombrie 2006 a avut loc a XXXIII-a Sesiune de comunic ri metodico-³tiinµi�ce

a Filialei Prahova a S.S.M.R. Ea s-a desf ³urat, ca ³i în precedenµii trei ani, pe dou  secµiuni, �ind

g zduit  la hotelul Mara din localitate, în cele dou  s li de conferinµe ale sale.

Sesiunea a avut un caracter comemorativ, marcând � cu acest prilej � un an de la dispariµia

profesorului Adrian Ghioca � cel ce a fost, de-a lungul timpului, animatorul entuziast ³i neobosit

al acesteia.

Lucr rile au debutat cu o ³edinµ  în plen, dedicat  comemor rii, în cadrul c reia au fost

rostite alocuµiuni menite s  evoce personalitatea profesorului Adrian Ghioca. Printre cei care au

vorbit, cu acest prilej, se num r  prof. Nicolae Angelescu � inspector de specialitate ³i vice-

pre³edinte al �lialei, prof. Petre N chil  � vicepre³edinte al �lialei, prof. Mariana Cojoianu �

directoare adjunct  a Colegiului Mihail Cantacuzino din localitate, prof. univ. dr. Miron Oprea,

prof. Olimpia Popescu ³i semnatarul acestor rânduri.

În �nal i-au fost decernate, post mortem, profesorului Adrian Ghioca dou  diplome: o

diplom  de excelenµ  pentru sprijinul acordat în ultimii 10 ani la organizarea Cursurilor la Bu³teni

pentru perfecµionarea profesorilor de matematic  � diplom  acordat  de conducerea central  a

S.S.M.R. �, precum ³i o diplom  pentru activitatea depus  în cadrul Filialei S.S.M.R. Prahova �

diplom  acordat  de conducerea �lialei. Diplomele au fost înmânate atât familiei cât ³i conducerii

Colegiului Mihail Cantacuzino al c rui director a fost � un mare num r de ani � profesorul Adrian

Ghioca.

În continuare au fost prezentate, în plen, urm toarele comunic ri, dedicate memoriei dece-

datului:

1. prof. univ. dr. Horea Banea (Universitatea Transilvania din Bra³ov): ,,Asupra unei

probleme a lui Adrian P. Ghioca�;

2. prof. univ. dr. Miron Oprea (Universitatea Petrol ³i Gaze din Ploie³ti): ,,Secµiunea de

aur între mit ³i realitate�;

3. conf. univ. dr. Eugen P lt nea (Universitatea Transilvania din Bra³ov): ,,Asupra unor

inegalit µi trigonometrice�;

4. conf. univ. dr. Andrei Vernescu (Universitatea Valahia din Târgovi³te): ,,Asupra unor

integrale�.

Lucr rile, apoi, s-au desf ³urat (din cauza num rului mare) pe dou  secµiuni.

Prima secµiune a avut ca moderatori pe prof. univ. dr. Ion D. Ion, prof. univ. dr. Miron

Oprea ³i conf. univ. dr. Eugen P lt nea; ea a reunit urm toarele comunic ri:

1. prof. univ. dr. Ion D. Ion (Universitatea din Bucure³ti): ,,Monoidul endomor�smelor

unei S-mulµimi libere�;

2. prof. univ. dr. Miron Oprea (Universitatea Petrol ³i Gaze din Ploie³ti): ,,Asupra unor

clase de probleme de geometrie combinatoric �;

3. prof. univ. dr. Constantin Marinescu (Universitatea Transilvania din Bra³ov): ,,Pro-

bleme de extrem în geometrie�;

4. conf. univ. dr. Cristinel Mortici (Universitatea Valahia din Târgovi³te): ,,Câteva

probleme cu ³iruri f r  epsilon�;

5. prof. Mircea Trifu (secretar general al S.S.M.R, Bucure³ti): ,,Centenar Dumitru

Mangeron�;

6. prof. Mihai Gavriluµ (Roman): ,,Observaµii asupra unei inegalit µi din culegerea lui

Adrian P. Ghioca�;

7. prof. Alexandru Popescu-Zorica (Bucure³ti): ,,Diverse ³i altele�;

8. prof. Anghel Da�na (Colegiul Naµional Nicolae Iorga din V lenii de Munte): ,,Imaginaµia

în problemele de loc geometric�;

9. prof. Cristina Dumitrescu (Colegiul Mihail Cantacuzino din Sinaia): ,,Proiectarea

didactic  � rigoare ³i �exibilitate în atingerea idealului educaµional�;

10. prof. Avram Corneliu M nescu (Liceul teoretic din Azuga): ,,Asupra formulelor lui

Stirling ³i Wallis�;
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11. prof. Radu Vi³inescu (Colegiul Naµional I. L. Caragiale din Ploie³i): ,,Consideraµii

privind teorema lui Lagrange�;

12. prof. Mihaela Alexandra Ghidu (Liceul Pedagocic din Ploie³ti), prof. Maria Ionescu

(Colegiul Tehnic Laz r Edeleanu din Ploie³ti): ,,Descentralizarea � o provocare a înv µ mântului

preuniversitar românesc�;

13. prof. Ion Nedelcu (Colegiul Naµional Mihai Viteazul din Ploie³ti): ,,Posibilit µi de

determinare a unor grupuri izomorfe�;

14. Gheorghe Bumb cea (�coala general  nr. 1 din Bu³teni): ,,Geometria patrulaterului

circumscriptibil ³i inscriptibil�.

Profesorul Al. Popescu-Zorica
susµinându-³i comunicarea prezentat  la sesiune.

Cea de a doua secµiune a avut ca moderatori pe prof. univ. dr. Constantin Popovici,

conf. univ. dr. Cristinel Mortici ³i conf. univ. dr. Andrei Vernescu. În cadrul ei s-au prezentat

urm toarele comunic ri:

1. prof. univ. dr. Constantin Popovici (Universitatea din Bucure³ti): ,,Algoritm pentru

determinarea numerelor perfecte�;

2. lector univ. dr. Dinu Teodorescu (Universitatea Valahia din Târgovi³te): ,,Inegalit µi

elementare în probleme de convergenµ �;

3. prof. Olimpia Popescu (Ploie³ti): ,,Noµiunea de modul în matematica gimnazial �;

4. prof. Adrian Lungu (Grupul ³colar energetic din Câmpina): ,,O aplicaµie a matematicii

existenµiale�;

5. prof. Silvia Berbeceanu (Grupul �colar din Plopeni), prof. Ion Berbeceanu (�coala

general  Carol I din Plopeni): ,,Curriculum de decizia ³colii � un model de curs opµional pentru

clasa a XI-a�;

6. prof. Florin Smeureanu (Inspector �colar al judeµului Vâlcea): ,,Progresii aritmetice

formate din numere prime�;

7. prof. Adrian Stroe (Liceul Mihai Viteazul din Caracal): ,,Asupra unui ³ir remarcabil�;

8. prof. Ioana Cr ciun, prof. Gheorghe Cr ciun (�coala general  Carol I din Plopeni)):

,,Revista ,,Axioma � supliment matematic� în peisajul publicistic românesc�;

9. prof Radu Simion (Colegiul Naµional Mihai Viteazul din Ploie³ti): ,,Relaµia lui Sylvester

în plan, în spaµiu ³i generalizare în Rn�;

10. prof. Roxana Soare (Liceul Nichita St nescu din Ploie³ti): ,,Structuri algebrice deter-

minate pe submulµimi ale lui C�;

11. prof. Constantin Soare (Liceul Nichita St nescu din Ploie³ti): ,,Aplicaµii ale numerelor

complexe în studiul polinoamelor regulate�;

12. prof. drd. Maria Stoica (Liceul Nichita St nescu din Ploie³ti): ,,Seria armonic .

Propriet µi�;

13. prof. Roxana Lic  (Grupul ³colar energetic din Ploie³ti): ,,Aplicarea metodelor de

predare centrate pe elev în matematic �;

14. prof. Adelina Apostol (�coala general  Nicolae Iorga din Ploei³ti): ,,Aplicaµii ale

relaµiilor metrice în triunghi ³i patrulater�.
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Lucr rile sesiunii au reunit un num r foarte mare de participanµi � credem, peste 120 �

care au audiat cu deosebit interes comunic rile, luând parte activ  la discuµii ³i având intervenµii

pertinente.

Organizatorii sesiunii au fost, ca de obicei, Inspectoratul �colar Judeµean Prahova ³i Filiala

S. S. M. R. Prahova. Din partea conducerii centrale a S.S.M.R. au participat prof. Mircea Trifu �

secretar general ³i semnatarul acestor rânduri.

În �ne, un ultim cuvânt de mulµumire trebuie s  adres m profesorului Constantin Bucur,

directorul Colegiului Mihail Cantacuzino din Sinaia, care s-a dovedit a � o gazd  deosebit de

amabil  ³i primitoare.

Dan Radu

Diplomele de excelenµ  ale S. S. M. R. pe anul 2006

Biroul Consiliului S.S.M.R. a instituit acordarea Diplomei de excelenµ  în �ecare an,

începând cu anul 2006. Aceasta reprezint , potrivit Regulamentului de acordare a diplomei, re-

cunoa³terea de c tre Societatea de �tiinµe Matematice din România (S.S.M.R.) a meritului acelor

cadre didactice care, cu talent ³i perseverenµ , ³i-au d ruit întreaga viaµ  cultiv rii înv µ mântu-

lui matematic românesc ³i ale c ror cariere de excepµie constituie modele demne de urmat pentru

generaµiile urm toare.

Comisia, format  din patru membri (prof. univ. dr. Dan Brânzei, conf. univ. dr Eugen

P lt nea, prof. Nicolae Sanda ³i prof. dr. Marcel �ena) ³i având ca pre³edinte pe prof. univ. dr.

Dorin Popescu, a analizat propunerile primite ³i a decis prin consens ca, pentru anul 2006, diploma

s  �e acordat  urm torilor: acad. Petru T. Mocanu, prof. univ. dr. Horea Banea, prof. univ. dr.

Alexandru Lupa³, prof. univ. dr. Mirela �tef nescu, prof. Laura Constantinescu, prof. Liliana

Niculescu ³i prof. Gheorghe Szöllösy.

Se cuvine o scurt  prezentare a activit µii laureaµilor.

Acad. dr. PETRU T. MOCANU

Universitatea Babe³-Bolyai din Cluj-Napoca

S-a n scut la 1 iunie 1931, la Br ila, ora³ în

care urmeaz  cursurile preuniversitare. Începând cu

anul 1950 se înscrie la Facultatea de Matematic  a

Universit µii din Cluj, pe care o absolv  în 1953. De

aceast  cetate cultural  ³i ³tiinµi�c  a Ardealului î³i

leag  de�nitiv viaµa ³i activitatea. Ocup , pe rând,

toate funcµiile unei cariere universitare de excepµie:

asistent (1953-1957), lector (1957-1962), conferenµiar

(1962-1970) ³i, dup  1970, profesor universitar.

La sugestia ³i sub îndrumarea maestrului s u,

acad. Gh. C lug reanu, î³i susµine, în anul 1958, teza

de doctorat cu titlul ,,Metoda variaµional  în studiul

funcµiilor univalente�. Acestui domeniu al analizei

complexe îi dedic  cea mai mare parte din activitatea

sa ³tiinµi�c , devenind specialist de prim rang în dome-

niu. În perioada 1966-1984 ³i 1999-2000 este ³eful ca-

tedrei de teoria funcµiilor, urma³ de drept al ilustrului

s u înainta³, profesorul C lug reanu.
A predat Analiz  complex  (curs de baz ), dar ³i alte cursuri speciale (Funcµii univalente,

Teoria geometric  a funcµiilor, Spaµii Hardy etc.).

A fost profesor vizitator la Institutul Politehnic din Conakry (Guineea) ³i la Bowling Green

State University, Ohio, S.U.A.

A îndeplinit între anii 1968-1976 ³i 1984-1987, funcµia de decan al Facult µii de Matematic ,

iar apoi, în perioada 1990-1992 pe aceea de prorector al universit µii clujene.

Este Doctor Honoris Causa al Universit µilor din Sibiu ³i Oradea, este membru corespondent

al Academiei Române din 1992, membru al Societ µii Americane de Matematic  (A.M.S.) ³i membru

al Societ µii de �tiinµe Matematice din România (chiar de la în�inµarea Filialei Cluj a Societ µii
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în 1964). A fost pre³edintele acestei �liale ³i apoi, timp de dou  legislaturi, între 1996-2003, a fost

pre³edintele S.S.M.R.

Este redactor ³ef al revistei clujene Mathematica ³i membru în comitetele de redacµie ale

revistelor Studia UBB ³i Bulletin Mathématique de la Société des Sciences Mathématiques de

Roumanie.

S-a îngrijit de apariµia volumului ,,Gheorghe C lug reanu, Opere alese�, Editura Academiei,

1992. Din anul 1972 a fost coordonator a peste 35 lucr ri de doctorat. În reviste internaµionale de

prestigiu a publicat un num r de 50 de articole, iar în reviste române³ti, 125 de articole. Multe din

rezultatele proprii sunt citate, utilizate sau extinse în peste 500 de articole sau teze de doctorat de

peste 250 de autori.

A r mas legat ³i de matematicile elementare. Exempli�c m prin articolul ,,Observaµii

privind calculul unor integrale� � în Revista de matematic  a elevilor din Transilvania (1994)

³i, mai ales, prin materialele prezentate la seminarul de Didactica Matematicii.

În Gazeta Matematic  a publicat ,,Despre o teorem  de acoperire în clasa funcµiilor uni-

valente�, pecum ³i articole comemorative (Gh. C lug reanu) sau aniversare (Cabiria Andreian-

Cazacu).

Om de o vast  cultur  în domenii incluzând: matematica, literatura, muzica (este un

reputat violonist), profesorul Petru Mocanu este un om de o mare modestie ³i bun tate.

În vara anului 2006 a fost s rb torit la cei 75 de ani de viaµ . Au fost de faµ  persoane

reprezentative din conducerea Universit µii ³i a Facult µii clujene, delegaµi ai altor universit µi din

µar , reprezentanµi ai Academiei Române. Cu aceast  ocazie i s-a înmânatDiploma de excelenµ 

a S.S.M.R.

Prof. univ. dr. HOREA BANEA

Universitatea Transilvania din Bra³ov

S-a n scut la 27 septembrie 1934 în ora³ul

Cluj. Studiile universitare le urmeaz  la Facultatea

de Matematic  ³i Fizic  a Universit µii din Bucu-

re³ti (1952-1957), iar dup  absolvire funcµioneaz  ca

preparator la Catedra de Matematic  a Institutului

Politehnic din Bra³ov (1957-1958). O perioad  este

profesor la �coala tehnic  postliceal  Steagul Ro³u ³i

la Liceul teoretic Andrei �aguna din Bra³ov (pân  în

1970), apoi lector la I.C.P.P.D., �liala Bra³ov (1970-

1979), lector (1979-1990) ³i conferenµiar (1990-2003)

la Universitatea Transilvania din acela³i ora³. În anul

2003 este numit, prin ordin al ministrului, profesor

universitar onori�c. La 11 septembrie 2004, Catedra

de ecuaµii a Facult µii de Matematic -Informatic  a

universit µii bra³ovene îl s rb tore³te pe prof. univ.

dr. Horea Banea, printr-o sesiune ³tiinµi�c  jubiliar ,

cu prilejul împlinirii vârstei de 70 de ani ³i a ie³irii la

pensie (1 octombrie 2004).

În anul 1974 susµine teza de doctorat cu titlul

,,Ecuaµii diferenµiale de ordin neîntreg�. În referatul asupra lucr rii, conduc torul ³tiinµi�c, acad.

Miron Nicolescu, scria ,,... Curentul general al cercet rii matematice apare ca un ³uvoi puternic

care duce cu el aproape întreaga înc rc tur  a gândirii matematice. Din loc în loc, totu³i, de-a

lungul albiei principale a acestui ³uvoi apar încerc ri de evadare. Unele sunt repede abandonate.

Altele sunt continuate, pe linii secundare, întreµinute de convingerea celor care le efectueaz  c 

va veni vremea în care astfel de cercet ri vor � integrate în curentul general al cercet rii�. Atât

intuiµia autorului privind alegerea subiectului, cât ³i aprecierile profesorului Miron Nicolescu au

fost con�rmate chiar în anul susµinerii tezei (coincidenµ !) de Conferinµa internaµional  ,,Fractional

Calculus and its applications� desf ³urat  la New York, dar ³i de lucr ri de mai târziu (a se vedea,

de exemplu, monogra�ile ,,Integrale ³i derivate de ordin fracµionar ³i unele aplicaµii ale lor�, S.G.

Samco, A.A. Kilbas, O. I. Maricev, 688 pag, 1987, ,,Fractional di�erential equation�, 1998).

S  menµion m aici, ca ,,incident� amuzant-amar, referatul f cut articolului ,,Sur l'interpre-

tation de l'operateur de dérivation d'ordre fractionnaire� trimis Bulletin-ului editat de S.S.M.R. în
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anul 1978: ,,... �inând seama c  observaµia cuprins  în articol poate prezenta interes, �e ³i ca o

curiozitate, recomand m publicarea ...�.

Pe lâng  aceast  tem , activitatea ³tiinµi�c  a domnului profesor s-a realizat pe alte dou 

direcµii: Ecuaµii diferenµiale cu parametru mic pe lâng  derivatele de ordin superior ³i Metodica

pred rii matematicii. O bun  parte a activit µii este legat  de unele aspecte ale înv µ mântului

matematic, �e ele cercet ri de natur  metodic , �e de preg tire a elevilor pentru matematica de

performanµ , �e de perfecµionarea profesorilor din înv µ mântul preuniversitar. A condus peste

100 de lucr ri pentru obµinerea gradului didactic I, unele dintre acestea transformându-se în c rµi

tip rite (menµion m aici doar lucr rile regretaµilor profesori Oliver Konnerth, ,,Gre³eli tipice în

înv µarea analizei matematice�, 1982 ³i Florin Cârjan, ,,S  înv µ m geometrie�, 1984, la cel din urm 

�ind cooptat ³i în comisia de doctorat). A organizat conferinµe de matematici pentru profesori,

având invitaµi de seam : Florica Câmpan, Ciprian Foia³, Solomon Marcus, N. N. Mih ileanu,

Alexandru Popescu-Zorica. A f cut parte din comisiile pentru realizarea programelor în vederea

obµinerii gradelor didactice ³i din cele de examen.

În vederea preg tirii elevilor pentru concursurile de matematic  a tradus dou  c rµi de

referinµ : ,,Probleme de matematic  din revista sovietic  Kvant�, 1983 ³i ,,Olimpiadele matematice

ruse³ti�, 1993-2002, 2004. De menµionat c  volumul al doilea al primei lucr ri nu a mai v zut lumina

tiparului. El a circulat pe foi dactilogra�ate în cadrul taberelor de preg tire a elevilor pentru etapa

�nal  a olimpiadei. În prezent este pre³edintele concursului ,,Laurenµiu Duican�, dincolo de funcµie

ascuzându-se de fapt (chiar dac  nu este singur) responsabilitatea selecµion rii problemelor propuse.

A sprijinit publicaµiile Societ µii, realizând, sub redacµia �lialei Bra³ov a S.S.M.R., mai

multe numere ale Gazetei Matematice, seria B (�ind pân  în 1996, membru în Comitetul de redacµie

al acestei reviste), sau propunând articole metodice pentru Gazeta Matematic , seria A.

Este autorul unor lucr ri legate de problemele propuse între anii 1976-1995 la examenele

profesorilor de matematic  sau de metodic  (,,Metodica pred rii matematicii�, 1998).

A participat cu lucr ri (referate, comunic ri) la activit µile organizate de �lialele S.S.M.R.

Bra³ov, Sibiu, Sf. Gheorghe, Râmnicu S rat, Prahova, Tulcea. Pân  în 1991, timp de 15 ani, a

deµinut funcµia de vicepre³edinte al Filialei Bra³ov a S.S.M.R., iar timp de trei ani (1995-1998) a

f cut parte din Consiliul Societ µii. În prezent este pre³edinte de onoare al Filialei Bra³ov.

,,Întrucât ... am avut mai multe activit µi cu profesorii ³i studenµii (unii au ajuns profesori

remarcabili), a³ putea, forµând lucrurile, s -mi atribui o in�m  p rticic  din succesele avute de

elevii lor, despre care unii m-au informat, dar aceast  tranzitivitate de merite reprezint  doar �rul

de leg tur  între generaµiile succesive de dasc li�, noteaz  undeva, domnul profesor cu �neµe ³i

modestie.

Diploma de excelenµ  a S.S.M.R. i-a fost înmânat  la Sinaia, în cadrul celei de-a XXXIII-

a Sesiune metodico-³tiinµi�c  organizat  de Filiala Prahova a Societ µii.

Prof. univ. dr. ALEXANDRU LUPA�

Universitatea Lucian Blaga din Sibiu

S-a n scut la 5 ianuarie 1942 în ora³ul Arad.

Dup  absolvirea Facult µii de Matematic  a Univer-

sit µii din Cluj (1964), funcµioneaz  ca cercet tor ³ti-

inµi�c principal la Institutul de Calcul al Academiei

Române, Filiala Cluj, ³i la Institutul de Tehnic  de

Calcul din aceea³i localitate pân  în 1976. Devine

lector la Institutul de Înv µ mânt Superior din Sibiu,

Facultatea de Mecanic  (1976-1980), apoi conferenµiar

(1980-1990) ³i profesor la Universitatea Lucian Blaga,

Facultatea de �tiinµe, Catedra de Matematic . De-a

lungul anilor, acoper  prin preocup rile domniei sale

domenii de interes ca: Analiz  matematic , Mate-

matici economice, Matematici �nanciare ³i actuariale,

Teoria aproxim rii, Analiz  matematic , Funcµii spe-

ciale, Securizarea datelor.

Prime³te titlul de doctor în ³tiinµele naturii,

specializarea matematic  (cu distincµie) la Universi-

tatea din Stuttgart, în 1972, iar, în anul 1976, titlul

de doctor în matematici la Universitatea Babe³-Bolyai
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din Cluj, cu lucrarea ,,Contribuµii la teoria aproxim rii prin operatori liniari�.

A absolvit Institutul Goethe (1971) ³i a fost bursier Humboldt la Universit µile din Stuttgart

³i Dortmundt. Activitatea ³tiinµi�c  se concretizeaz  în peste 100 de articole publicate în reviste

de prestigiu din µar  ³i str in tate, citate de peste 250 de autori, a ³ase monogra�i ³i a zece cursuri

universitare. Din anul 1994 este conduc tor de lucr ri de doctorat (8 doctori ³i 5 doctoranzi). A

fost invitat s  conferenµieze în Germania, Bulgaria, Suedia. A participat cu lucr ri la Congresul

Internaµional al Matematicienilor din 1968 de la Moscova. Este referent ³tiinµi�c la prestigioasele

reviste Mathematical Reviews ³i Zentralblatt für Mathematik. A organizat Simpozionul Naµional

de Inegalit µi (4 ediµii, începând din 1981), a iniµiat ³i organizat Ro Ger-Seminar (6 ediµii).

Activitatea domnului profesor a fost apreciat  cu distincµii ca: Medalia jubiliar  a S.S.M.R.

(Centenarul Gazetei Matematice 1995), Ordinul Meritul pentru înv µ mânt în grad de o�µer (2004),

Medalia de argint pentru merite în înv µ mânt a Rectoratului Universit µii Lucian Blaga din Sibiu

(2005).

Împ timit �latelist ³i biblio�l, are importante semnal ri la revistele Curierul Filatelic ³i

Filatelia. A îndeplinit importante funcµii: rector interimar al Universit µii din Sibiu (1990), Decan

al Facult µii de �tiinµe de la aceea³i universitate (1990-1992).

A r mas un pasionat al matematicilor elementare, dovad  �ind numeroasele note, articole

³i probleme publicate în Gazeta Matematic  (ambele serii), RMT. Este deja foarte cunoscut  nota

,,Asupra problemei 579 din Gazeta Matematic � (GMB-8/1976) în care d  o elegant  soluµie pro-

blemei lui Traian Lalescu. Mai amintim ,,Asupra num rului e� (GMB-1976), ,,Câteva probleme

deosebite� (GMA-1999), ,,Cum apreciem unele soluµii� (GMA-1/2001). A mai publicat în revis-

tele Astra din Sibiu ³i Octogon (fost  Gamma), Arhimede, dar ³i în Mat. Vesnik ³i American

Mathematical Monthly.

A fost pre³edintele Filialei Sibiu a S.S.M.R. (1977-1991).

Diploma de excelenµ  a S.S.M.R. i-a fost înmânat  la Universitatea Lucian Blaga din

Sibiu în cadrul unei activit µi festive.

Prof. univ. dr. MIRELA �TEFANESCU

Universitatea Ovidius din Constanµa

S-a n scut pe 8 decembrie 1941, în com. Ghir-

doveni, jud. Dâmboviµa.

Studiile preuniversitare le urmeaz  la Câmpulung

Muscel ³i Câmpina. În clasele a IX-a ³i a X-a particip  la

faza pe µar  a Olimpiadei de Matematic , ca reprezentant 

a regiunii Ploie³ti.

Este absolvent  a Facult µii de Matematic  a Uni-

versit µii din Ia³i, promoµia 1964, cu diplom  de merit,

ceea ce a f cut s  �e reµinut  în facultate, ca preparator.

Devine, pe rând, asistent (1966-1968), lector (1968-1990)

³i conferenµiar (1990-1993) la aceea³i facultate. În 1985

bene�ciaz  de o burs  la Universitatea din Tübingen. Din

1993 este profesor universitar la Universitatea Ovidius din

Constanµa.

În 1977 î³i susµine teza de doctorat cu tema ,,Co-

respondenµe între structuri algebrice�. A µinut cursuri ³i

seminarii de Teoria grupurilor, Aritmetica ³i teoria nu-

merelor, Teoria categoriilor, Algebre universale, etc.
Din 1991 este conduc tor de doctorat, cu 10 doctori ³i 6 doctoranzi.

Public  unsprezece c rµi: Teoria lui Galois, Ex Ponto, 2002, Introducere în teoria grupurilor,

Algebre Jordan, 2001 ³.a. ³i peste 50 de articole în reviste de prestigiu din µar  ³i str in tate.

Particip  la peste 40 de conferinµe internaµionale.

Este membru în colectivele de redacµie ale revistelor ,,Analele �tiinµi�ce ale Universit µii

Ovidius� din Constanµa, Mathematical Reports, ROMAI Journal. Este organizator al unor impor-

tante conferinµe de algebr  la Ia³i ³i Constanµa.

A condus, începând cu 1970, peste 125 de lucr ri pentru obµinerea gradului I în înv µ mânt

pentru profesori din judeµele Moldovei ³i Dobrogei. A îndeplinit funcµia de inspector ³colar gene-

ral la Inspectoratul �colar Constanµa (1997-1999) ³i de pre³edinte al Consiliului Naµional pentru

Aprobarea Manualelor (1999-2001).
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Pre³edintele Emil Constantinescu îi acord  medalia ,,Pentru Merit în grad de comandor�

(dec. 2000).

Este membru al S.S.M.R. din 1964. A f cut parte din Comitetul Filialei Ia³i a Societ µii

(pre³edinte prof. univ. Adolf Haimovici), ocupându-se de organizarea cursurilor de var  pentru

profesorii din înv µ mântul preuniversitar, la Piatra Neamµ (1997, 1998), precum ³i din Consi-

liul Societ µii, iar, în mai multe rânduri, din Comisia de organizare a Olimpiadei Naµionale de

Matematic .

Diploma de excelenµ  a S.S.M.R. i-a fost acordat  la Universitatea ,,Ovidius� din Con-

stanµa, cu ocazia deschiderii �colii Naµionale de Algebr , septembrie 2006.

Prof. LAURA CONSTANTINESCU

Liceul Teoretic Octavian Goga din Sibiu

S-a n scut la 1 martie 1935, la Sibiu, p rinµii �ind profesori în acela³i ora³. A urmat ³coala

primar  pe lâng  �coala Normal  de fete, trei clase gimnaziale la Liceul Domniµa Ileana, iar liceul

la �coala Medie nr. 3 (actualul Liceu teoretic Octavian Goga) din Sibiu.

Pasiunea pentru matematic  i-a fost insu�at  în liceu de c tre profesoara de excepµie care a

fost Maria Vasu. Ca urmare, între 1952-1957, urmeaz  cursurile Facult µii de Matematic -Fizic ,

secµia matematic  a Universit µii din Bucure³ti. Aici are ca profesori pe toµi marii matematicieni ai

timpuluiCabiria Andreian-Cazacu, Dan Barbilian, Alexandru Froda, Aristide Halanay, Constantin

Ionescu-Tulcea, Mihai Neculce, Octav Onicescu, Miron Nicolescu, Grigore Mosil, Caius Iacob,

Nicolae Teodorescu, Victor Vâlcovici, Gheorghe Vr nceanu. Examenul de stat îl susµine la acad.

Nicolae Teodorescu cu lucrarea ,,Metode funcµionale în studiul ecuaµiilor cu derivate parµiale
de tip eliptic�, apreciat  cu cali�cativul ,,foarte bine�.

Dup  absolvire, funcµioneaz  ca dasc l, la

Sibiu, la liceul pe care l-a urmat, de unde se pen-

sioneaz  în anul 1990. Pentru scurt timp funcµioneaz 

³i ca asistent la catedra de matematic  la �coala Mili-

tar  Superioar  de O�µeri Nicolae B lcescu din Sibiu.

Obµine gradul I în înv µ mânt în anul 1973,

pre³edinte de comisie �ind acad. Gheorghe Mihoc.

Are o preocupare constant  în preg tirea

elevilor cu aptitudini deosebite pentru matematic ;

astfel elevii Radu Magda, Dumitru Z gan, Petru

Stângescu vor face parte din laureaµii olimpiade-

lor naµionale, iar elevul Ilie Bârz  este cooptat în

lotul pentru ,,internaµional �. Al turi de alµi dis-

tin³i profesori de matematic  din liceu (Ilie St nescu,

Harald Müller, Oliver Konnerth, ca s  d m numai

câteva exemple) a f cut ca aceast  unitate ³colar  s 

�e menµionat  cu rezultate deosebite în activitatea cer-

curilor de elevi, iar rubrica rezolvitorilor din Gazeta

Matematic  în care se nominalizeaz  elevi sibieni s 

�e constant substanµial .
A prezentat la cercurile pedagogice, la activit µile S.S.M.R. sau la consf turi naµionale

materiale legate de teme noi care urmau s  �e introduse în programele ³colare (Noµiuni de teoria

grupurilor, 1958, Transform ri geometrice, 1962, Bazele program rii linaire, 1963, Elemente de teo-

ria probabilit µilor, 1964, Structuri algebrice, elemente de logic  matematic , 1966, Câteva noµiuni

de lingvistic  matematic , 1968, Calculatorul ³i prelucrarea datelor, 1971). Tot în acela³i cadru

a prezentat ³i multe materiale de metodic  (observaµii asupra proiectelor de program  de mate-

matic  în liceu, 1963, Asupra manualului de geometrie, 1966, Rolul contraexemplelor în predarea

matematicii, 1978).

A f cut parte din comisiile pentru obµinerea gradelor didactice ³i a olimpiadelor naµionale

de matematic  (Bucure³ti, Constanµa, Galaµi).

Este autor (în colaborare) a manualului de geometrie pentru clasa a IX-a, ap rut în 1964

³i folosit, cu revizuiri, pân  în 1978.

De-a lungul anilor a colaborat cu probleme propuse la diferite publicaµii, în special la

Gazeta Matematic , seria B, unde a publicat peste 200 de probleme. În anul centenarului acestei

reviste este premiat  pentru cea mai bun  problem  propus . Colaborarea cu Gazeta Matematic 
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a continuat ³i dup  pensionare, cu regretul c  geometria plan , domeniu predilect, pierde din ce în

ce mai mult teren.

A primit, prin decret prezidenµial, titlul de Profesor Emerit, în 1974. A fost distins , de

asemenea, cu Diploma de onoare a S.S.M.R., precum ³i cu diplomele Liceului Octavian Goga,

respectiv Inspectoratului �colar Sibiu (2001).

Diploma de excelenµ  a S.S.M.R. i-a fost înmânat  în cadrul unei acµiuni a Filialei Sibiu

a Societ µii.

Profesor LILIANA NICULESCU

Colegiul Naµional Carol I din Craiova

S-a n scut la 29 ianuarie 1947 la Sibiu, ora³ul în care urmeaz  toate cursurile preuniver-

sitare. Este absolvent  a Facult µii de Matematic -Mecanic , Universitatea din Bucure³ti, promoµia

1970. Funcµioneaz  ca profesor de matematic , la început la Liceul Pedagogic din Bucure³ti, apoi,

cea mai mare parte a timpului, la Colegiul Carol I din Craiova, de unde se pensioneaz  în anul

2004.

Ca elev  a �colii medii nr. 3 din Sibiu (actualul Liceu Teoretic Octavian Goga) este menµi-

onat  în Gazeta Matematic  în anul 1964 ca având o activitate deosebit  la rubrica rezolvitorilor.

Un an mai târziu, îi apare în revist  prima problem  propus . Anul 1965 se pare c  îi este favorabil:

este cooptat  în urma barajelor succesive în lotul l rgit ³i apoi în echipa României, care participa

cu 8 elevi la cea de-a VII-a Olimpiad  Internaµional  de Matematic  de la Berlin (devine prima

elev  selectat  în lotul pentru ,,internaµionale�, performanµ  care va � reeditat  peste mulµi ani de

eleva Ana Caraiani). Rezultatul la Berlin este pe m sura a³tept rilor: o medalie de argint (din cele

patru ale României, care ocup  un merituos loc trei, dup  U.R.S.S. ³i Ungaria), totodat  realizând

cel mai bun punctaj din lotul românesc ³i cel mai mare punctaj dintre toate elevele participante!
A fost desemnat  s  rosteasc , din partea elevilor, cu-

vântul de închidere la olimpiad .

Pasiunea pentru activitatea matematic  de

perfomanµ  a r mas o constant  în preocup rile de

mai târziu ale doamnei profesoare. Se poate mândri,

în acest sens, cu elevulMugurel A. Barc u (medalie de

aur la Balcaniada de la So�a, 1985, medalie de argint,

respectiv de aur, la Olimpiadele Internaµionale de la

Helsinki, 1985 ³i Havana, 1987), dar ³i cu înc  13 pre-

mianµi la fazele �nale ale concursului de matematic 

care, în prezent, sunt doctori sau doctoranzi în ma-

tematic . În ultimii cinci ani are ³apte premianµi la

faza naµional  a concursului de matematic  ³i doi pre-

mianµi la Concursul Naµional de Matematic  din Bul-

garia. A f cut parte din Comisia central  a olimpiade-

lor naµionale de matematic  de la Râmnicu Vâlcea,

Arad, Boto³ani, Constanµa, Sibiu, Bistriµa; a însoµit

echipa României la Balcaniadele de matematic  din

Cipru (1980) ³i Iugoslavia (1989), a f cut parte din

comisiile de coordonare a Balcaniadei de la Constanµa

(1991) ³i a Balcaniadei de juniori de la Târgu Mure³

(2002).
Este autor sau coautor la 3 manuale ³i 16 culegeri de probleme destinate elevilor din în-

v µ mântul preuniversitar ³i peste 10 note ³i articole publicate în revistele Gazeta Matematic ,

Cardinal, �iµeica, unde face parte ³i din colegiile redacµionale. De asemenea a f cut parte din

Comisia de evaluare a manualelor ³colare (2001).

În prestigiosul Colegiu Naµional Carol I din Craiova a participat la preg tirea elevilor în

cadrul grupelor de excelenµ , a contribuit la organizarea celor ³ase ediµii ale Concursului de mate-

matic  ,,Ion Ciolac�, 2001-2006, iar prin Programul Socrates, a participat la programele Fundaµiei

,,N. Vasilescu-Karpen�.

A primit titlul de profesor evidenµiat în anii 1982, 1983.

Este membru al S.S.M.R. din anul 1970.

Diploma de excelenµ  a S.S.M.R.i-a fost acordat  în ambientul deosebit al Casei Uni-

versitarilor din Craiova, în cadrul unei activit µi organizate de Filiala Craiova a Societ µii.
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Prof. GHEORGHE SZÖLLÖSY

Colegiul Naµional Drago³ Vod  din Sighetu Marmaµiei

S-a n scut la 17 septembrie 1939, în Oradea. A ab-

solvit Liceul I. Rangheµ (în prezent liceul Farca³ Bolyai)

din Târgu Mure³ în anul 1954, apoi Universitatea din

Cluj, în anul 1958. În continuare funcµioneaz  ca pro-

fesor de matematic  la mai multe unit µi de înv µ mânt

din Sighetu Marmaµiei, pensionându-se în anul 1998 de la

Colegiul Naµional Drago³ Vod  din localitate.

În cei 40 de activitate didactic  a preg tit sute

de absolvenµi care sunt în prezent profesori, economi³ti,

ingineri. Printre ace³tia, un loc deosebit îl ocup  Bog-

dan ³i Orest Bucichovski, primul, câ³tig tor al Olimpiadei

Naµionale, clasa a X-a (1979), cel de-al doilea, medaliat cu

argint la olimpiadele internaµionale de matematic  de la

Washington (1981), Budapesta (1982) ³i Paris (1983).

O activitate cu adev rat remarcabil  a domnului

profesor este aceea de propun tor de probleme. A început s  publice probleme din anul 1964,

în Gazeta Matematic , Revista Matematic  din Timi³oara (în limba român ), Matlap (în limba

maghiar ) ³i Octogon (în limba englez ). Recent, dup  o munc  susµinut , a reu³it sistematizarea

pe teme a problemelor (peste 4500, dintre care 1300 publicate), în vederea realiz rii unui volum

a�at deja în atenµia unei edituri. S  menµion m c  mai mult de jum tate dintre problemele propuse

au fost ,,n scocite� dup  pensionare...

Este membru al �lialei Maramure³ a S.S.M.R., înc  de la în�inµare.

Este un reputat juc tor de tenis de mas  (a fost �nalist la campionatul republican din

1959) ³i de ³ah (�nalist la campionatul republican pe echipe), dar ³i un cunoscut juc tor de bridge

(campion al Transilvaniei în 1975 la perechi, obµinând ³i dou  medalii de bronz la campionatul

naµional pe echipe).

Diploma de excelenµ  a S.S.M.R. i-a fost înmânat  în cadrul unei ³edinµe festive a �lialei

Maramure³ a Societ µii, organizat  cu aceast  ocazie.

Mircea Trifu

REVISTA REVISTELOR

R. M. M. � revista de matematic  mehedinµean 

Domnul profesor Gheorghe C iniceanu din Turnu Severin � redactorul ³ef al publicaµiei �

ne-a expediat ultimul num r ap rut al revistei, anume nr. 6 din decembrie 2006.

Revista dedic  un mare num r de pagini Concursului interjudeµean ,,Petre Sergescu�, pre-

zentând programul simpoziomului naµional organizat cu aceast  ocazie (39 de comunic ri), subi-

ectele de concurs (clasle IV-XII), lista complet  de laureaµi ai concursului, precum ³i o selecµie de

referate prezentate cu aceast  ocazie. De asemenea, în acest num r se inaugureaz  ³i o rubric  nou 

destinat  prezent rii unor scurte biogra�i ale elevilor mehedinµeni care s-au realizat profesional cu

ajutorul matematicii, �e în µar , �e pe alte meleaguri. Ni se pare bene�c  ³i interesant  aceast 

iniµiativ  , care ar � bine s  �e preluat  ³i de alte publicaµii locale, deoarece realizare � pe plan

profesional � a unor membrii ai comunit µii locale poate constitui un real îndemn pentru elevi s 

se dedice studiului matematicii.

În �ne, trebuie s  menµion m numeroasele materiale grupate sub genericul ,,Cercul de

matematic �, precum ³i iar ³i � ca un fapt pozitiv ³i cu caracter emulator � publicarea unor liste

complete a tuturor laureaµilor din judeµ ai diverselor concursuri locale ³i naµionale.

Oricum, R. M. M. sparge tiparele obi³nuite în care sunt concepute publicaµiile locale de

pro�l (³i care calchiaz , în genere, Gazeta Matematic ) dovedindu-se, în continuare, o apariµie

proasp t  ³i interesant . S  �e aceasta explicabil ³i prin caracterul prea puµin mercantil (re�ectat

³i printr-o list  redus  de rezolvitori) impus publicaµiei de Colegiul Redacµional?

Dan Radu
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Sinus � revist  de matematic  pentru înv µ mântul preuniversitar

Prin bun voinµa domnului dr. ing. D. B iµan, ne-au parvenit la redacµie primele ³ase

numere (anii 2005 ³i 2006) ale revistei editate de Societatea ³tiinµi�c  ,,Cyganus� de pe lâng 

Centrul UNESCO din Suceava. Vom aminti c  revista îl are ca director pe prof. V. Monacu.

Editat  în condiµii gra�ce deosebite, publicaµia sucevean  se adreseaz  elevilor de gimnaziu

³i de liceu, ,,oferind acestora ³i profesorilor lor un mijloc de a comunica prin limbajul complex ³i

atât de fascinant al matematicii� (prof. V. �utac în ,,La început de drum�).

Ca un element pozitiv trebuie s  menµion m faptul c  �ecare num r conµine 5-6 note

matematice, p strându-se, astfel, un bun echilibru între materialele teoretice publicate ³i problemele

propuse elevilor spre rezolvare. Vommenµiona câte un titlu din �ecare cele ³ase numere ce ne-au fost

puse la dispoziµie, subliniind faptul c  selecµia este destul de aleatorie ³i subiectiv : ,,Generaliz ri

ale formulei a doua de medie pentru integrala de�nit � (I. Bursuc), ,,Metoda reducerii la absurd�

(D. Isopescu, L. Lup ³teanu), ,,Asupra unor recurenµe de tip funcµie� (A. �ig eru, M. David),

,,Preciz ri la unele relaµii de evaluare în triunghi� (D. B iµan), ,,Structura grupurilor matriciale

abeliene de ordin �nit� (C. �ig eru), ,,Demonstraµii ale unei inegalit µi geometrice în triunghi (D.

B iµan).

Dan Radu

Creaµii matematice

La Suceava a fost lansat  o nou  publicaµie matematic  intitulat  ,,Creaµii matematice�,

conceput  s  apar  în dou  serii: seria A (cu dou  apariµii anuale), ³i seria B (cu patru apariµii

anuale), ambele sub direcµia profesorului Ion Bursuc din localitate. Menµion m c  la redacµie ne-au

parvenit numerele 1 ³i 2 din seria A (2006) ³i num rul 1 din seria B (2006).

De la bun început trebuie s  ne manifest m nedumerirea în ce const  diferenµa dintre cele

dou  serii, întrucât ambele sunt subintitulate ,,Revist  de cultur  matematic  pentru înv µ mântul

preuniversitar�, bene�ciaz  de aceea³i prezentare gra�c  ³i � în principiu � abordeaz  cam aceea³i

problematic . Mai mult, în prezentarea la lansare a ambelor serii � f cut  de prof. univ. univ.

dr. Dorel I. Duca, membru de onoare al ambelor comitete de redacµie � nu am sesizat nici o

deosebire în ceea ce prive³te sfera de preocup ri a celor dou  serii ³i nici relativ la categoriile de

cititori (diferenµiate) c rora li s-ar adresa. Vom mai observa ³i faptul c  de nic ieri nu rezult  cine

editeaz  aceste reviste, ceea ce ne face s  credem c  ele sunt rodul unei iniµiative pur particulare.

Poate, în viitor, redacµia ne va l muri aceste nedumeriri.

În ceea ce prive³te conµinutul, acesta se înscrie în linia general  a revistelor locale destinate

înv µ mântului preuniversitar, publicând o serie de articole ³i note matematice, probleme de examen

³i concurs, precum ³i probleme propuse ³i rezolvate pentru ciclurile gimnazial ³i liceal. Un fapt

pozitiv ce trebuie menµionat este num rul mai mare decât se obi³nuie³te de note matematice ³i

articole inserate în coloanele revistei.

Dan Radu

Creative Mathematics and Informatics

La Baia Mare a v zut lumina tiparului volumul 15 (2006) al Lucr rilor Seminarului de

Creativitate Matematic , editat de Departamentul de Matematic  ³i Informatic  al Universit µii

de Nord din localitate.

Fiind o revist  cu caracter ³tiinµi�c, nu vom face comentarii asupra conµinutului ei, mulµu-

mindu-ne doar s  cit m titlurile câtorva articole care ni s-au p rut mai interesante: ,,New re�na-

ments for the AM-GM-HM inequalities� (M. Bencze), ,,Geometric prequatization of the dual of Lie

algebra SO (6)� (M. Ivan), ,,From non-Euclidean geometries o Picasso, Stravinski ...� (D. Papuc)

etc.

Dan Radu

Revista de Matematic  din Timi³oara

Domnul profesor Ion Damian Bârchi, directorul publicaµiei, ne-a trimis ultimul num r

tip rit al acesteia: nr. 4/2006 (anul XI � seria a IV-a).

Din punctul de vedere al calit µii problemelor propuse elevilor spre rezolvare, revista î³i

menµine standardul ridicat, bucurându-se de o larg  audienµ  printe ace³tia ³i profesorii lor, fapt
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dovedit de aria geogra�c  larg  de r spândire probat  de lunga list  a rezolvitorilor de probleme.

Cele dou  note matematice inserate în acest num r sunt: ,,Asupra inegalit µii lui Gerretsen�

(C. Lupu) ³i ,,Inegalitatea lui Fagnano� (M. Miculiµa).

Dan Radu

Revista de matematic  a elevilor ³i profesorilor

din judeµul Cara³-Severin

Ultimul num r al revistei editate de �liala Cara³ Severin a S.S.M.R care a sosit la redacµie

este num rul 18 (an VII-2006).

Revista î³i p streaz  structura ³i formatul numerelor prezentate anterior, menµinându-³i

nivelul din punctul de vedere al accesibilit µii ³i al volumului de informaµie prezentat cititorilor.

Iat  titlurile câtorva scurte note inserate în prezentul num r: ,,Câteva relaµii metrice în

patrulatere ³i tetraedre� (N. St niloiu), ,,Asupra unei probleme a lui D. V. Ionescu� (D. B tineµu-

Giurgiu), ,,Despre asimptotele unei funcµii spre +∞ ³i −∞� (N. Petri³or), ,,O demonstraµie in-

ductiv analitic  a inegalit µii mediilor� (D. M rghidanu). Vom face precizarea c  aceast  ultim 

not  reprezint  un caz particular, accesibil elevilor, al unei probleme generale, abordate de autor

în articolul acestuia publicat de noi în prezentul num r al revistei.

În �ne, vom mai menµiona ³i proiectul de curs opµional, semnat de profesorul Lucian

Dragomir � principalul animator al revistei �, care continu , dup  cum se pare, tradiµia unor

astfel de proiecte ce reprezint  � credem � un real sprijin în activitatea didactic  a profesorilor de

matematic .

Dan Radu

Revista de matematic  din Valea Jiului

Revista de matematic  din Petro³ani nu mai este, de acum, o cuno³tinµ  nou  pentru

cititorii no³ti. Iat  c  am primit ³i num rul 3, din septembrie 2006.

Din sumarul acestui num r vom cita: ,,O alt  extindere a unor inegalit µi geometrice�

(M. Stoica, Gh. Stoica), ,,O consecinµ  a concavit µii funcµiei sin pe (0, π)� (D. �t. Marinescu,

V. Cornea), ,,�iruri α-derivabile� (Gh. Stoica), ,,Câteva exemple de ³iruri derivabile� (D. M.

B tineµu-Giurgiu).

De asemenea, vom aminti interesanta ³i amuzanta rubric  ,,Divertisment matematic�.

Dan Radu

Axioma � supliment matematic

Redactorul coordonator Gheorghe Cr ciun ne-a trimis ultimul num r ap rut al publicaµiei

prahovene � nr. 19 (anul VI-2006).

Revista se menµine în linia � ³i cu structura � pe care ³i cu alte ocazii am prezentat-o.

Din cuprinsul ei vom menµiona materialul ,,Realitatea (modulo Moisil)� semnat de prof. univ. dr.

Miron Oprea ³i care comemoreaz  100 de ani de la na³terea regretatului matematician român. Tot

domnia sa semneaz  (pe coperta 4) ³i o scurt  tablet  comemorativ  dedicat  centenarului na³terii

acad. Tiberiu Popoviciu.

Vom mai remarca faptul c  publicaµia conµine nu mai puµin de 15 pagini de rezolvitori.

Oare de ce reµea de distribuµie bene�ciaz ? Poate asupra acestei probleme vom mai reveni ³i cu

alt  ocazie.

Dan Radu

Revista de informare matematic 

Revista bra³ovean  editat  de S.C. GREEN ECO S.R.L. a ajuns la num rul 12 (anul VI-

2006).

Ea continu  s  �e, de fapt, o culegere de probleme, cu apariµie periodic , util  � probabil�

profesorilor ³i elevilor în activitatea de clas , lucru ce explic  ³i volumul destul de mare de rezolvitori

inseraµi la �ecare num r. Materialele teoretice cu caracter informativ sunt destul de ,,subµiri� ³i

nu foarte consistente. Singurul material mai interesant, publicat în cadrul rubricii ,,Istoria Mate-

maticii�, aparµine profesorilor Alexandru ³i Tinca Pavel din Mangalia ³i este intitulat ,,Impresii de

c l torie � Insula Samos�. În rest � nimic nou faµ  de numerele precedente.

Dan Radu
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Revista de matematic  ³i informatic 

Domnul Profesor Alexandru Pavel din Mangalia ne-a expediat ultimul num r ap rut (nr.

3-4, anul VI-2006) al revistei const nµene.

Ca de obicei, revista contine numeroase ³i variate tipuri de probleme, propuse ³i rezolvate,

de la ciclul primar ³i pân  la ultimii ani de liceu. Desigur sunt inserate ³i câteva probleme de

informatic , care dau revistei o not  aparte.

Singura not  matematic  publicat  � intitulat  ,,C.m.m.d.c. ³i c.m.m.m.c� este semnat  de

prof. univ. dr. I. Cucurezeanu unul din cei doi coordonatori ai revistei. Cel lalt coordonator al

publicaµiei � prof. I. Tiotioi � public , în acest num r, o scurt  dare de seam  despre tab ra de

matematic  a rezolvitorilor din R. M. I. C. desf ³urat  la Sinaia în luna august 2006.

Dan Radu

RECENZII

LAUREN�IU PANAITOPOL, ALEXANDRU GICA, Probleme de aritmetic 

³i teoria numerelor. Idei ³i metode de rezolvare,

Editura GIL, Zal u, 2006

Volumul celor doi distin³i autori reprezint  cea de a 10-a carte inserat  de Editura GIL în

cadrul seriei ,,Biblioteca Olimpiadelor de Matematic �. De la bun început trebuie s  spunem c 

ea dep ³e³te cu mult scopul propus, constituindu-se într-un veritabil regal de aritmetic  ³i teoria

numerelor, interesând pe orice produc tor ³i consumator de matematic . Nu trebuie s  uit m c 

primul dinte autori este unul dintre matematicienii actuali români de marc , care, de-a lungul unei

vieµi întregi, s-a aplecat cu dragoste ³i pasiune asupra problematicii matematice � cu prec dere

legate de aritmetic  ³i teoria numerelor ³i care a fost ³i unul dintre principalii animatori ai Gazetei

Matematice ³i ai concursurilor ³colare. În acest context, nu este de mirare c  autorii au ales

drept motto al volumului un mare adev r rostit, cândva de Paul Halmos: ,,Problemele sunt inima

matematicii�.

Prezentul volum se dore³te o continuare a dou  mai vechi c rµi pulicate de autori în

Editura Universit µii din Bucure³ti ³i anume: ,,Probleme celebre de teoria numerelor� (1998) ³i

,,O introducere în Aritmetic  ³i Teoria numerelor� (2001) � modest menµionte de autori în text,

sub denumirea de ,,Curs�.

Lucrarea este împ rµit  în 17 capitole � pe care, din cauza lipsei de spaµiu, nu le vom

enumera � , acoperind întreaga arie a domeniului abordat. Fiecare capitol debuteaz  cu indicarea

câtorva rezultate teoretice, menite a-l ajuta pe cititor în rezolvarea problemelor. De asemenea,

sunt expuse ³i câteva probleme complet rezolvate, ,,pentru a sugera mai bine ideile ³i metodele de

rezolvare din acel capitol�.

Problemele sunt ierarhizate dup  gradul de di�cultate, ultimele �ind, îndeob³te, extrem

de di�cile ³i constituind o invitaµie c tre cercetare ³i re�exie. F r  a p r si cadrul ,,elementar�

(ca aparat matematic utilizat), ele îndrum  cititorul c tre capitole ale teoriei numerelor ce aparµin

matematicii superioare, actuale în esenµ  ³i perpetuu generatoare de idei ³i metode noi în matema-

tica modern .

Foarte multe dintre problemele incluse în culegere sunt originale (chiar dac  acest lucru

este speci�cat cu parcimonie), pentru cele clasice sau ale c ror autori sunt cunoscuµi f cându-se

cuvenitele menµiuni.

Consider m c  aceast  superb  carte, considerat  de autori ca adresându-se ,,tuturor celor

pasionaµi de teoria numerelor�, nu trebuie s  lipseasc  din biblioteca nu numai a oric rui elev sau

profesor pasionat de matematic , ci a oric rui matematician (profesionist) care se respect  pe sine

³i pentru care matematica constituie un autentic mod de viaµ .

Dan Radu
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ARTHUR ENGEL, Probleme de matematic , strategii de rezolvare,

Traducere de Mihai B lun ,

Editura GIL, Zal u, 2006

Cartea de faµ  este rezultatul lecµiilor de preg tire ale echipei germane pentru concursurile

de matematic  la cel mai înalt nivel. Sunt sintetizate aici principalele teme prezente la O.I.M.

Iat  lista capitolelor ce constituie conµinutul prezentei lucr ri: 1. Principiul invarianµilor;

2. Demonstraµii prin colorare; 3. Principiul extremal; 4. Principiul cutiei; 5. Combinatoric 

enumerativ ; 6. Teoria numerelor; 7. Inegalit µi; 8. Principiul inducµiei; 9. �iruri; 10. Polinoame;

11. Ecuaµii funcµionale; 12. Geometrie; 13. Jocuri; 14. Alte strategii.

Fiecare capitol debuteaz  cu exemple ce pun în evidenµ  ideile principale ³i continu  cu

probleme (însoµite mai adesea de soluµii complete, sau, mai rar, de indicaµii). Lucrarea cuprinde

peste 1300 de exemple ³i probleme. Deoarece cartea conµine probleme pentru orice nivel (de la

cele mai simple, pân  la cele mai di�cile propuse vreodat  la o competiµie), ea se adreseaz , în

egal  m sur , atât antrenorilor ³i participanµilor la concursurile matematice, cât ³i profesorilor de

liceu care conduc cercuri de matematic  sau care doresc s -³i îmbog µeasc  lecµiile cu probleme

interesante.

Având în vedere faptul c , atât autorul, cât ³i traduc torul acestei c rµi sunt nume de

referinµ  în domeniul concursurilor ³colare la cel mai înalt nivel, consider m c  Editura GIL ofer 

un excelent instrument tuturor celor pasionaµi de concursurile de matematic .

Radu Miculescu

DAN B�RBOSU, Polynomial Approximation by Means of Schurer-Stancu

type operators, Editura UNIVERSIT��II DE NORD, Baia Mare, 2006

O nou  ³i remarcabil  carte vine s  se adauge în mod meritoriu monogra�ilor de Teoria

aproxim rii din literatura matematic  româneasc  elaborate în cadrul �colii clujene de Analiz 

numeric  ³i Teoria aproxim rii, fondate de Tiberiu Popoviciu ³i D. V. Ionescu ³i condus  ast zi

de acad. D. D. Stancu.

Printre c rµile de Teoria aproxim rii din ultimii circa zece ani, scrise de reprezentanµi ai

acestei ³coli se pot cita mai multe monogra�i; avem în vedere, în primul rând, tratatul în trei volume

scris de c tre acad. D. D. Stancu ³i un prestigios colectiv format din Gh. Coman, P. Blaga, O.

Agratini, R. Trâmbiµa³ ³i I. Chiorean, iar apoi monogra�ile având ca autori pe Gh. Coman, L.

Lupa³, O. Agratini, I. Gavrea ³i V. Mihe³an (dou  monogra�i), D. B rbosu (vorbind aici de alt 

monogra�e!), D. Simian ³i semnatarul acestor rânduri.

În prezenta monogra�e autorul de�ne³te un nou operator de aproximare care generalizeaz 

atât operatorul introdus de c tre matematicianul olandez Frans Schurer în 1962, cât ³i pe cel

introdus de c tre acad. Dimitrie D. Stancu în 1968. Nu vom prezenta aici toate formulele core-

spunz toare, menµionând doar c  noul operator reprezint  o combinaµie inspirat  între cei doi

operatori. În noua de�niµie, dat  de c tre autorul Dan B rbosu, sunt considerate valorile poli-

noamelor fundamentale ale lui F. Schurer :

p̃m,k =
(m+ p

k

)
xk(1 − x)m+p−k

în nodurile introduse de acad. D. D. Stancu,
k + α

m+ β
, (0 ≤ α ≤ β). Din aceast  cauz  operatorul

a fost numit Schurer-Stancu.

În monogra�e sunt tratate în detaliu propriet µile noului operator. Lucrarea conµine ³apte

capitole (pe care le red m a³a cum apar în limba englez ):

1. Basic results;

2. Schurer-Stancu type operators;

3. On the monotonicity of the sequence of Schurer-Stancu polynomials;

4. The Schurer-Stancu approximation formula;

5. Simultaneous approximation by Schurer-Stancu type operators;

6. Kantovich-Schurer-Stancu type operators;

7. Durrmeyer type operators.

În �nal este prezentat un index de autori ³i un index de subiecte. Cartea are 139 de pagini.

73



Prin modul clar în care este scris , prin explicaµiile date, prin detalierea calculelor, cartea se

cite³te cu pl cere ³i f r  di�cultate. Documentarea bibliogra�c , inclusiv comentariile bibliogra�ce

completeaz  pe de-a întregul materia expus . Prin contribuµia original , prin ancorarea sa în

domeniu, deja clasic, precum ³i prin toate calit µile menµionate, cartea se recomand  de la sine. O

consemn m ca pe o nou  ³i valoroas  lucrare în domeniul Teoriei aproxim rii.

Andrei Vernescu

GHEORGHE ANDREI, Exponenµiale ³i logaritmi,

Editura GIL, Zal u, 2006

Reputatul profesor Gheorghe Andrei din Constanµa ³i-a f cut un obicei din a aborda în câte

un volum independent diverse capitole, de obicei de�citare ³i tratate cu super�cialitate în culegerile

de probleme ³i în manuale. Dup  volumele dedicate funcµiei parte întreag  ³i radicalilor, iat  acum

o culegere dedicat  altui capitol (tot un fel de ,,oaie neagr � în publicistica noastr  matematic ) ³i

anume funcµiile exponenµiale ³i logaritmice.

Despre calit µile selecµiei operate nu este cazul s  discut m, deoarece însu³i faptul c  presti-

gioasa editur  GIL din Zal u, a considerat oportun  includerea ei în colecµia ,,Biblioteca Olimpiade-

lor de Matematic � spune totul. Experienµa de o viaµ  a autorului î³i spune cuvântul, lucrarea

constituindu-se ca o micromonogra�e a subiectului.

Iat  care sunt capitolele lucr rii: 1. Propriet µi; 2. Relaµii ³i egalit µi; 3. Inegalit µi expo-

nenµiale ³i logaritmice; 4. Funcµii exponenµiale ³i logaritmice; 5. Ecuaµii exponenµiale;

6. Ecuaµii logaritmice; 7. Inecuaµii exponenµiale ³i logaritmice; 8. Sisteme de ecuaµii exponenµiale

³i logaritmice.

Problemele sunt însoµite de soluµii complete, iar autorul menµioneaz  � cu scrupulozitate �

cui i se datoreaz  �ecare problem , atunci când are informaµiile bibliogra�ce.

Vom mai menµiona c  prefaµa volumului este semnat  de prof. univ. dr. Ion D. Ion.

Lucrarea este extrem de util , atât elevilor, cât ³i profesorilor de liceu, acoperind � dup 

cum spuneam � o tematic  tratat , de obicei, cu super�cialitate în publicistica matematic  preuni-

versitar .

Dan Radu

VASILE CÎRTOAJE, Algebraic inequalities, Old and New Methods,

Editura GIL, Zal u, 2006

Aceast  nou  lucrare completeaz  în mod fericit lunga list  de lucr ri având drept subiect

inegalit µile. Autorul este binecunoscut comunit µii matematice, având o bogat  activitate publi-

cistic  în paginile multor reviste matematice consacrate.

Cartea, care cuprinde 480 de pagini, este redactat  în limba englez . Suntem convin³i c 

acest fapt face ca cercul celor care vor bene�cia de conµinutul ei s  se întind  ³i în afara graniµelor

µ rii noastre.

Lucrarea este compus  din 8 capitole, anume:

1. Warm-up problem set

2. Starting from some special fourth degree inequalities

3. Inequalities with right convex and left concave functions

4. On Popoviciu's inequality

5. Inequalities involving EV - Theorem

6. Arithmetic / Geometric Compensation Method

7. Symmetric inequalities with three variables involving fractions

8. Final problem set

³i se încheie cu o scurt  list  bibliogra�c , o list  de simboluri ³i un util glosar în care sunt enunµate

cele mai des utilizate inegalit µi. Conµinutul acestei c rµi, precum ³i condiµiile editoriale deosebite,

ne îndeamn  s  credem c  ea nu poate lipsi din biblioteca nici unui elev pasionat de matematic ,

³i, cu atât mai puµin, din biblioteca unui profesor de matematic .

Radu Miculescu
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CONSTANTIN IONESCU-�IU, MIHAIL POPESCU, Probleme alese

de matematic  pentru liceu (ediµia a II-a),

Editura TEHNIC�, Bucure³ti, 2003

În colecµia Universitaria a Editurii TEHNICE a v zut lumina tiparului ediµia a II-a a unei

c rµi prestigioase. Prima ediµie, din 1992, s-a epuizat repede. Profesorul C. Ionescu-�iu, cel

care a slujit cu credinµ  Gazeta Matematic  timp de jum tate de secol � ³i care are o contribuµie

hot râtoare la aceast  lucrare � ne-a p r sit în timp ce ea se a�a sub tipar. A plecat dintre noi ³i

acad. Caius Iacob, cel care a scris Cuvânt înainte.

Memoriei lor luminoase le este dedicat  aceast  nou  ediµie de c tre al doilea autor, prof.

univ. dr. ing. Mihail Popescu, nume cunoscut de c tre cititorii (de ieri) ai Gazetei Matematice.

Domnia sa a mai ad ugat 550 de probleme la cele existente, ridicând num rul lor la 1900, iar al

paginilor, la 950!

Prin structura ei, monumentala lucrare acoper  întreaga program  a liceului, �ind îm-

p rµit  în 9 capitole: 1. Geometrie plan  (430 probleme); 2. Geometrie în spaµiu (125 probleme);

3. Trigonometrie (210 probleme); 4. Algebr  elementar  (330 probleme); 5. Algebr  (180 pro-

bleme); 6. Geometrie analitic  (90 probleme); 7. Elemente de analiz  matematic  (255 probleme);

8. Elemente de probabilit µi (50 probleme); 9. Probleme generale de sintez  (235 probleme).

Bibliogra�a este deosebit de bogat , cuprinzând 186 de titluri, la care se adaug  principalele

reviste de matematic  tip rite în România, începând cu Gazeta Matematic .

Multe dintre probleme sunt originale, altele sunt datorate unor matematicieni cunoscuµi.

Sunt incluse ³i subiectele propuse la diferite examene ³i concursuri, incluzând ³i olimpiadele naµio-

nale ³i internaµionale.

Selecµia problemelor a fost riguroas , dând consistenµ  ³i farmec lucr rii. Se public , iat ,

o problem  dat  la un concurs din 1973 cu o soluµie a lui Gh. Mihoc, o problem  a lui N. N.

Mih ileanu din 1955, cu o soluµie a elevului (de atunci) Radu Miron, o problem  a lui M. Vasiliu

din 1921 cu o soluµie a lui Traian Lalescu. Exemplele pot continua cu probleme ale autorilor

din ,,prima generaµie�, N. Abramescu, D. Barbilian, Gh. Buicliu, A. Ioachimescu, Gr. Mosil, M.

Nicolescu, V. Vâlcovici, S. Stoilow, O. �ino, Gh. �iµeica, dar ³i a celor din generaµiile urm toare:

D. Andrica, V. Brânz nescu, D. Brânzei, L. Constantinescu, I. Cuculescu, C. N st sescu, L.

Panaitopol, Gh. Popescu, D. Radu, Gh. Szölösy, I. Tomescu, M. �ena.

Pentru unii cititori, chiar ³i numai o simpl  r sfoire a c rµii constituie o incursiune (senti-

mental ) în adolescenµ ; pentru alµii, mai tineri, va �, cu siguranµ , o necesar  ³i bene�c  întâlnire

cu di�cultatea provocatoare a problemelor de calitate, pentru c  lucrarea este realizat , a³a cum

observ  acad. Caius Iacob, în cea mai pur  tradiµie a Gazetei Matematice ³i continu  opera stâlpilor

acestei reviste, binecunoscuµii Ion Ionescu, Andrei Ioachimescu, Vasile Cristescu ³i Gh. �iteica.

Cartea se constituie într-o valoroas  restituire cultural  � matematica face parte din cultur ,

ne-a înv µat domnul profesor Moisil � f cut  cu dragoste ³i pricepere dinspre elevii de demult c tre

elevii de azi, c rora li s-a dus vestea c  nu mai vor s  înveµe. Chiar a³a s  �e?

Mircea Trifu

Concursul naµional de matematic  ,,Laurenµiu Duican�, Bra³ov, 1992-2004,

Editura PARALELA 45, Pite³ti, 2005

Distinsul nostru colaborator, conf. univ. dr. Eugen P lt nea, ne trimite aceast  lucrare al

c rui coordonator este ³i care este elaborat  � în afar  de domnia sa � de un colectiv format din

prof. univ. H. Banea, prof. dr. V. Dr ghici, prof. I. Duican ³i prof. R. Ilie.

Lucrarea constituie de fapt o monogra�e a acestui concurs, iniµiat în 1992, la scurt timp

dup  moartea prematur  a lui Laurenµiu Duican (nu avea nici 19 ani), promiµ tor matematician ³i

literat.

La începutul ei, lucrarea este însoµit  de alocuµiunea rostit  atunci de academicianul Nicolae

Teodorescu, pre³edintele S. S. M. R. din acea perioad .

Volumul reune³te toate problemele propuse participanµilor � organizate cronologic �, pre-

cum ³i soluµiile detaliate ale acestora. La �ecare ediµia a concursului este prezentat  o repartiµie

geogra�c  a participanµilor, precum ³i listele complete ale laureaµilor. De asemenea, sunt indicate

comisiile centrale ale concursului, sunt reproduse diverse ecouri în pres  ale acestora, precum ³i

alocuµiunile rostite de diverse o�cialit µi cu aceste prilejuri. În ultima parte sunt facsimilate o serie
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de soluµii originale ale participanµilor la concurs ³i sunt inserate o serie de ilustraµii (fotogra�i ³i

reproduceri) de la diversele ediµii ale acestuia.

Consider m absolut notabil  aceast  iniµiativ  a autorilor ³i ne-am bucura foarte mult dac 

ar � preluat  ³i de alte �liale din µar  care organizeaz  � de-acum de mulµi ani � concursuri inter-

judeµene de larg  audienµ  ³i veritabil  tradiµie (de exemplu, concursul interjudeµean ,,Gheorghe

�iµeica�).

Dan Radu

FLORIN DIAC, O istorie a înv µ mântului românesc, vol. I ³i II,

Editura OSCAR PRINT, Bucure³ti, 2004

Distinsul profesor de matematic  Florin Diac, fost inspector general al Inspectoratului

�colar al Municipiului Bucure³ti, creioneaz  cu m iestrie ³i competenµ  dezvoltarea înv µ mântului

românesc de la începuturi (sec. XVII) ³i pân  în anul 1944 în primul volum, iar în volumul al doilea

perioada 1944-1989.

Primul volum este dedicat începutului ³i evoluµiei sistemului de înv µ mânt românesc. Se

prezint  astfel, apariµia primei ³coli, precum ³i factorii care au in�uenµat sistemul de înv µ mânt:

ideile iluministe ale Revoluµiei Franceze (în Transilvania ³i Principate), Regulamentul organic,

revendic rile � referitoare la înv µ mânt � ale Revoluµiei de la 1848 etc. Se studiaz  procesul de

constituire ³i perfecµionare a sistemului de înv µ mânt în epoca modern . Se prezint , de asemenea,

etapizarea înv µ mântului românesc, începând cu Legea din 1864, a lui Alexandru Ioan Cuza,

politica ³i legislaµia ³colar  în provinciile române³ti a�ate sub dominaµie str in , pactul dualist

austro-ungar, din 1867 ³i consecinµele acestuia pentru înv µ mântul românesc din Transilvania,

politica ³i legislaµia ³colar  a statului naµional român independent, personalitatea lui Spiru Haret

în contextul evoluµiei ³colii române³ti. În continuare, autorul se refer  la înv µ mântul pentru fete,

la înv µ mântul particular de la �nele secolului al XIX-lea, înv µ mântul artistic (muzical, teatral

³i de arte plastice), cel militar, ³i � în �ne � înv µ mântul seminarial - teologic. De asemenea, este

analizat conµinutul înv µ mântului: planurile de înv µ mânt, programe, manuale ³colare, metode,

preg tirea personalului didactic, presa pedagogic , scriitorii români ³i rolul lor în dezvoltarea ³colii

române³ti.

În partea a doua a primului volum este prezentat  evoluµia înv µ mântului românesc în

perioada interbelic , începând cu situaµia economic  ³i politic  a României dup  Marea Unire de la

1 decembrie 1918. Astfel sunt trecute în revist  legislaµia înv µ mântului românesc în perioada ce a

urmat Marii Uniri de la 1918, Legea înv µ mântului secundar din 1928, schimb rile în organizarea

³i desf ³urarea înv µ mântului comercial ³i industrial; de asemenea, se face o prezentare sumar a

înv µ mântului superior din perioada respectiv ; mai departe, autorul studiaz  dezvoltarea în-

v µ mântului bucure³tean pân  la reforma din 1948, în domeniul liceelor teoretice, comerciale, cât

³i a altor unit µi de înv µ mânt în�inµate în perioada 1900-1944. Sunt astfel evidenµiate o serie de

fapte care au marcat înv µ mântul românesc din respectiva perioad : inspecµia ³colar  ca instituµie

de control ³i îndrumare, a�rmarea pedagogiei moderne (³coala pedagogic  româneasc  în procesul

instructiv educativ) înv µ mântul românesc din Transilvania de nord în perioada ocupaµiei hortyste,

situaµia unit µilor de înv µ mânt care funcµionau în Bucure³ti la reforma înv µ mântului din august

1948 (multe des�inµate ca urmare a reformei), în�inµarea altora noi, precum ³i repro�larea altora

mai vechi. În �nalul primului volum sunt prezentate unele scheme interesante precum: sistemul de

înv µ mânt din România în 1865 pe baza Legii instrucµiunii din 1864, sistemul de înv µ mântt din

România anilor 1898-1900, reforma lui Spiru Haret, sistemul de înv µ mânt din România între anii

1918-1948.

Volumul al doilea începe cu capitolul ,,Înv µ mântul românesc dup  23 august 1944, pân 

la aplicarea reformei din 3 august 1948�. Se trateaz : ³coala româneasc  între democraµie ³i tota-

litarism, în�inµarea Societ µii Culturale ³i Pedagogice ,,�coala Nou �, programul pentru lichidarea

analfabetismului, dezl nµuirea acµiunilor de reprimare a cadrelor didactice, a elevilor ³i studenµilor

de c tre dictatura comunist .

Autorul, persoan  care a tr it aceste evenimente, explic  cu deosebit tact aceste st ri de

lucruri. Citez: ,,Sunt cunoscute cazurile de eliminare sau înlocuire a unor cadre didactice de

mare prestigiu din facult µile Universit µii Bucure³tene, pentru simplul motiv c  aveau o formaµie

burghez , incompatibil  cu educaµia comunist , pe care trebuiau s-o fac  studenµilor, cazurile cele
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mai frecvente au fost însoµite de arestarea ³i întemniµarea multor profesori ilu³tri1).

Capitolul central al volumului este ,,Reforma înv µ mântului din 3 august 1948, m suri ³i

consecinµe�. Aceast  reform , ca ³i consecinµele ei s-au datorat instaur rii în Romania a dictaturii

proletariatului ³i organiz rii societ µii române³ti dup  modelul sovietic. Înv µ mântul era obligat

s  copieze sistemul sovietic de înv µ mânt. Astfel, în programele analitice pentru limba ³i literatura

român , atât la ciclul gimnazial clasele V-VII, cât ³i la ciclul liceal, clasele VIII-X, din 1952-1953 se

prevedea expres: Ultimele lecµii vor � consacrate pred rii principiilor fundamentale ale înv µ turii

lui I. V. Stalin asupra limbii...2) Cu aceste deziderate, Ministerul Înv µ mântului trece la traducerea

de manuale sovietice destinate ciclurilor gimnazial ³i liceal.

În continuare, autorul prezint  ,,Politehnizarea� înv µ mântului de cultur  general , afec-

tarea caracterului unitar ³i independent al acestuia. Se trec în revist  noile planuri de înv µ mânt

pentru ³colile de cultur  general  de 7 ani ³i pentru înv µ mântul seral ³i f r  frecvenµ . Autorul face

observaµia c  acum apare, pentru prima oar , sintagma ,,supraînc rcarea elevilor�; astfel Ministerul

Înv µ mântului ³i Cercet rii, în instrucµiunile sale, interzicea organizarea în unit µile de înv µ mânt

a unei preg tiri speciale (suplimentare) pentru elevii cu aptitudini speciale, în vederea particip rii

acestora la concursurile ³colare de orice natur .

Sub ministeriatele lui Ilie Murgulescu ³i apoi Mircea Maliµa, înv µ mântul preuniversitar

se dezvolt , apar liceele cu secµiile real ³i uman, se elaboreaz  un plan de înv µ mânt pentru ³coala

de 8 ani (începând cu anul ³colar 1964-1965). Înc  din 1959 se începe reorganizarea Societ µilor

�tiinµi�ce; în lucrare se exempli�c  acest lucru cu în�inµarea Societ µii de �tiinµe Matematice ³i

Fizice, care avea în frunte personalit µi marcante ale matematicii române³ti ca: acad. Grigore

Moisil, acad. Nicolae Teodorescu, acad. Caius Iacob, acad. Gheorghe Mihoc (pre³edintele Fili-

alei Bucure³ti). În aceast  perioad  se propune Ministerului Înv µ mântului iniµiativa în�inµ rii

Olimpiadei Internaµionale de Matematic . Trecerea la înv µ mântul obligatoriu de 8 ani, a f cut

posibil  reapariµia liceului teoretic de 12 ani, reluându-se tradiµia liceului românesc iniµiat  de Spiru

Haret. Autorul prezint  planul de înv µ mânt ce a fost aplicat în anul ³colar 1968-1969 la clasele

a IX-XII ale liceului teoretic. În perioada respectiv  apare ³i o destindere în presa pedagogic  (de

exemplu, dispar rubricile intitulate ,,Din experienµa ³colii sovietice�, uneori înlocuite cu rubricile

,,Presa de peste hotare�, în care se prezentau, pe larg, cuceririle pedagogice din R. F. Germania,

India, Grecia, Franµa, Anglia etc.). Se reiau examenele pentru acordarea gradelor didactice (cu, evi-

dent, susµinerea unui examen de marxism-leninism, sub diverse forme ca socialism politic, economie

politic  socialist  etc.) În anul 1971, Mircea Maliµa, împreun  cu acad. Grigore Moisil, au ridicat

pentru prima dat , problema înv µ mântului informatic ³i a celui dedicat tehnicilor de calcul. În

acest context, s-au dezvoltat tehnicile de calcul în toate sectoarele de activitate, înzestrându-se

liceele cu laboratoare de informatic . Se editeaz  ³i se difuzeaz  literatur  beletristic  la un preµ

accesibil, apar numeroase traduceri în limba român  din literatura pedagogic  mondial , precum ³i

literatura pedagogic  autohton  (strâns legat  de cerinµele înv µ mântului), se în�inµeaz  biblioteca

pedagogic  naµional  ,,I. C. Petrescu� la Bucure³ti.

Aceast  perioad , în care ,,partidul clasei muncitoare ³i µ r nimii� a condus România (pân 

în decembrie 1989) este bine caracterizat  în vol. II, pag. 303: ,,Trebuie s  recunoa³tem c , privit 

prin prisma înv µ mântului românesc de toate gradele, perioada totalitarist  a însemnat istorie, cu

evenimente bune ³i rele, care au afectat ³coala româneasc . Un lucru îns  r mâne incontestabil:

de-a lungul timpului, cine a vrut s  înveµe carte a putut înv µa, exceptând pe �ii deµinuµilor politici,

�ii de ,,chiaburi� ³i de funcµionari ai statului dinainte de r zboi care, de³i mulµi dintre ei înzestraµi

pentru înv µ tur , n-au avut acces la studii superioare, iar studiile liceale le-au fost greu accesibile.

Alµii, cu siguranµ  din motive politice nu au putut aspira la titlurile cele mai înalte, ...�.

În încheiere, a³ face observaµia c  ar � bine ca Ministerul Educaµiei ³i Cercet rii s  reco-

mande aceast  carte instituµiilor de înv µ mânt din România, incluzând-o în bibliotecile ³colare,

pentru ca toµi cei interesaµi s  o poat  consulta.

Grigore B nescu

1) Vol. II, pag. 25, 26. (N.A.)
2) Vol. II, pag. 73. (N.A.)

77



EDUARD D�NCIL�, IOAN D�NCIL� Probleme alese pentru copii ale³i,

clasele a IV-a, a V-a (O carte pentru zile ploioase),

Editura AKADEMOS ART, Bucure³ti, 2006

Subtitlul c rµii de-acum cunoscuµilor autori face s  o deosebeasc  de o alta, cu acela³i titlu,

dar care se adreseaz  unor copii ceva mai mari.1)

Lucrarea, scris  în cuno³tinµ  de cauz , este ,,... rezultatul dragostei faµ  de micii ³colari

³i a respectului faµ  de înv µ tori�, dup  cum m rturisesc, emoµionant, autorii. Cele peste 300 de

probleme, atent selectate, au fost judicios repartizate pe 11 teme din aritmetica claselor a IV -a ³i

a V -a, unele inspirat ,,n scocite� (Ex. ,,Probleme ³i exerciµii pentru exclamat: Aha!�). De regul ,
�ec reia dintre ele îi sunt distribuite, în medie, un num r de 20 de probleme, cu excepµia titlurilor:

,,Operaµii cu numere naturale� ³i ,,Probleme alese�, c rora li se acord  o pondere mai mare (cca.

50, respectiv 100 de probleme).

Cartea constituie o surs  folositoare pentru înv µ tori ³i profesori în activitatea la clas  sau

în preg tirea concursurilor de matematic  ³i, cu acceptul scris al autorilor, orice parte a ei poate �

folosit  în interesul copiilor, cu condiµia menµion rii explicite a sursei.

O recomand m cu c ldur , înainte de toate, elevilor.

Mircea Trifu

PO�TA REDAC�IEI

Adrian Stroe � Liceul Teoretic Mihai Viteazul din Caracal. Am înlocuit articolul dum-

neavoastr  mai vechi intitulat ,,Asupra unui ³ir celebru� prin varianta sa mai nou  cu titlul ,,Asupra

unei mulµimi de ³iruri�. Procedura de avizare trebuie reluat .

Florin Smeureanu � Grupul �colar Oltchim din Râmnicu Vâlcea. Am reµinut comuni-

carea dumneavoastr  prezentat  la ultima sesiune de la Sinaia (,,Progresii aritmetice formate din

numere prime�) pentru a vedea în ce m sur  este publicabil  în revista noastr .

Radu Vi³inescu, Violeta Vi³inescu � str. Rare³ Vod , nr. 28, Ploie³ti. Lucrarea cu

titlul ,,Consideraµii privitoare la teorema lui Lagrange� prezentat  la Sesiunea de comunic ri de la

Sinaia a fost preluat  de redacµia noastr  pentru a studia posibilitatea public rii ei.

Gheorghe Szöllösy � str. Avram Iancu, nr. 28 E, Sighetu Marmaµiei. Problema propus 

de dumneavoastr  va � inserat  într-unul din numerele viitoare ale revistei.

Marian Tetiva � Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca Codreanu din Bârlad. Am primit cele

trei problme propuse. Le vom supune atenµiei Colegiului Redacµional.

José Luis Díaz-Barrero � Universidad Politécnica de Catalunya, Barcelona, Spain. We

con�rm the receipt of the problem you sent to us. It follows to be submitted to the attention of

the Editorial Board.

Adrian Reisner � Centrul de calcul E. N. S. T., Paris. Redacµia a primit cele trei articole

expediate de dumneavoastr : ,,Grup de matrici conµinut în Mn(R). Aplicaµii: Rezolvarea ecuaµiei

diferenµiale LX′+MX = 0, unde M ∈ Mn(R) ³i L /∈ GLn(R)�, ,,Subalgebre nilpotente din L(Kn)�,
,,Matrici reale având partea simetric  pozitiv �. Colegiul Redacµional va analiza oportunitatea

public rii lor.

Nathaniel Hall, Bogdan Suceav ,Kim Uyen Truong � Departament of Mathematics,

California State University, Fullerton, CA 92834 � 6850, U. S. A. Am primit articolul dumneavoastr 

intitulat ,,Angle Bisectors in a Triangle. A problem solving Approach�. Îl vom supune atenµiei

Colegiului Redacµional.

Dan Radu

ERAT�

1. În G.M.-A nr. 3/2005, la pag. 203, în relaµiile 19, 20 ³i 21 semnul ,,≤� va �
înlocuit cu semnul ,,≥�.

Redacµia

1) Este vorba de cartea prof. Armand Martinov, cu acela³i titlu, ap rut  la Editura NEMIRA

³i care se adreseaz , cu prec dere, elevilor de liceu. (N.A.)
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A XI-a CONFERIN�� ANUAL� A

SOCIET��II DE �TIIN�E MATEMATICE DIN ROMÂNIA

Conferinµ  satelit a celui de al 6-lea Congres al Matematicienilor Români

Workshop on Mathematical Education

Bucure³ti, 26-27 iunie 2007

Locul de desf ³urare: Universitatea din Bucure³ti, Facultatea de Matematic  ³i Informatic ,

str. Academiei, nr. 14, Bucure³ti

Limba de comunicare: român  ³i englez 

Condiµii de participare:

Doritorii vor trimite un Abstract al lucr rii de cel mult o pagin , scris în limbajele Word sau

Latex, pân  la data de 15 mai 2007. Abstract-ul poate � trimis prin po³t , pe adresa S.S.M.R.

str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucure³ti, sau prin e-mail, la adresa: o�ce@rms.unibuc.ro.

Organizatorii vor decide, pân  la data de 1 iunie 2007, asupra accept rii sau respingerii

comunic rii. Decizia va � comunicat  pân  la data de 5 iunie 2007.

Un participant poate prezenta maxim dou  lucr ri, dintre care una în colaborare. Durata unei

comunic ri este de 15 minute.

Taxa de participare la Conferinµ  este de: 20 RON pentru membrii S.S.M.R., 30 RON pentru

participanµii din România ³i din str in tate care nu sunt membri ai S.S.M.R. Taxa include mapa,

ecusonul, CD-ul cu Abstract-urile lucr rilor prezentate, cafea ³i va � achitat  în dimineaµa primei

zile a Conferinµei, la sediul S.S.M.R.

Ulterior, lucr rile Conferinµei vor � publicate în volum. În acest sens, participanµii vor trimite

textul complet al comunic rilor, în form  electronic , în limbaj Latex, pân  la data de 31 iulie

2007, pe adresa S.S.M.R. str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucure³ti, sau prin e-mail, la

adresa: o�ce@rms.unibuc.ro.

Urm toarele teme sunt considerate prioritare pentru aceast  Conferinµ  (participanµii pot

propune îns  ³i lucr ri cu o alt  tematic ):

1. Exemple de bune practici în predarea matematicii.

2. Rolul metaforelor ³i imaginilor în înv µarea ³i înµelegerea matematicii.

3. Reprezent ri multiple ale conceptelor matematice.

4. Construirea de structuri mentale în matematic .

5. Argumentare ³i demonstraµie în predarea/înv µarea matematicii.

6. Utilizarea calculatorului în înv µarea matematicii.

7. Predarea matematicii pentru elevii dotaµi.

8. Metode de înv µare activ .

Organizatorii intenµioneaz  s  desf ³oare mese rotunde pe urm toarele teme:

1. Poate � evaluarea elevilor obiectiv ?

2. Cum motiv m elevii pentru înv µarea matematicii?

3. Sunt manualele ³colare utilizate e�cient?

V  rug m ca, în �³ele de înscriere, s  v  exprimaµi interesul pentru participarea la aceste mese

rotunde.

S lile de prezentare vor � prev zute cu videoproiector ³i retroproiector.

Participanµii care solicit  cazare pe perioada desf ³ur rii Conferinµei sunt rugaµi s  consemneze

acest lucru în �³a de înscriere.

Informaµii suplimentare se pot obµine de la Societatea de �tiinµe Matematice din România,

Str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucure³ti, tel. 021 314 46 53, fax 021 312 40 72, sau de la

urm toarele persoane de contact:

Prof. univ. dr. Radu Gologan (radu.gologan@imar.ro)

Lector univ. dr. Cristian Voica (voica@gta.math.unibuc.ro)

Prof. Mircea Trifu (o�ce@rms.unibuc.ro).
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The XIth ANNUAL CONFERENCE OF

THE ROMANIAN MATHEMATICAL SOCIETY

Satellite Conference of the 6th Congress of Romanian Mathematicians

Workshop on Mathematical Education

Bucharest, 26-27 June 2007

Conference venue: University of Bucharest, Facultaty of Mathematics and Informatics, str.

Academiei, nr. 14, Bucharest, Romania

Language of communication: Romanian and English

Participation requirements:

An Abstract of your paper with a lenght of one page at the most, written in Word or Latex, will

be sent until 15 May 2007. The Abstract may be posted to: Societatea de Stiinte Matematice,

str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucharest, Romania, or e-mailed to: o�ce@rms.unibuc.ro.

The organizers will decide, by 1 June 2007, on the acceptance or rejection of your paper.

The decision will be communicated to you until 5 June 2007.

A participant may present up to two papers, of which one should be co-authored. One talk

should be given in 15 min.

The participation fee is: 20 RON for R.M.S. members, 30 RON for participants from Romania

and abroad who are not R.M.S. members. The fee covers the conference materials including a CD

containing the Abstracts of the papers presented in the Conference and refreshments and should

be paid on the morning of the �rst day of the Conference at the R.M.S. main o�ce.

Following the Conference the Proceedings will be published. The participants are asked to

send the full text of their papers in an electronic form, in Latex, until 31 July 2007, by post to:

Societatea de Stiinte Matematice din România, str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucuresti,

or by e-mail to: o�ce@rms.unibuc.ro.

The following section of interest are considered as priorities in the Conference (however, par-

ticipants can propose papers on other topics as well):

1. Examples of good practices in teaching mathematics.

2. The role of metaphors and images in learning and understanding mathematics.

3. Multiple representations of mathematical concepts.

4. Building of mental structures in mathematics.

5. Argumentation and demonstration in teaching/learning mathematics.

6. Use of computer in learning mathematics.

7. Teaching mathematics to gifted students.

8. Active learning methods.

The organizers intend to organize round tables on topics as follows:

1. Can students' evaluation be objective?

2. How do we motivate students to learn mathematics?

3. Are the school textbooks used e�ciently?

Please be so kind and, in the application form, express your interest to take part in these

round tables.

The conference rooms will be equipped with video and overhead projectors.

The participants who need accommodation are asked to mention it in the application form.

For further information please contact Societatea de Stiinte Matematice din România, Str.

Academiei, nr. 14, sector 1, 101104 Bucuresti, tel. +00 40 21 314 46 53, fax +00 40 21 312 40 72,

or write to the following persons of contact:

Prof. Dr. Radu Gologan (radu.gologan@imar.ro)

Lector Dr. Cristian Voica (voica@gta.math.unibuc.ro)

Prof. Mircea Trifu (o�ce@rms.unibuc.ro).

81



A XI-a CONFERIN�� ANUAL�

A SOCIET��II DE STIIN�E MATEMATICE DIN ROMÂNIA

Conferinµa satelit a celui de al 6-lea Congres al Matematicienilor Români

Workshop on Mathematical Education

Bucure³ti, 26-27 iunie 2007

FI�� DE ÎNSCRIERE

NUMELE �I PRENUMELE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

GRADUL �I FUNC�IA DIDACTIC� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

LOCUL DE MUNC� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ADRESA: STRADA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ORA�UL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . CODUL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

TELEFON . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . E-MAIL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

MEMBRU AL S.S.M.R. DA NU

DORESC S� PARTICIP LA TEMA (Va rug m s  bifaµi tema aleas ):

1. Exemple de bune practici în predarea matematicii.

2. Rolul metaforelor ³i imaginilor în înv µarea ³i înµelegerea matematicii.

3. Reprezent ri multiple ale conceptelor matematice.

4. Construirea de structuri mentale în matematic .

5. Argumentare ³i demonstraµie în predarea/înv µarea matematicii.

6. Utilizarea calculatorului în înv µarea matematicii.

7. Predarea matematicii pentru elevii dotaµi.

8. Metode de înv µare activ .

9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Va rug m s  menµionaµi tema în care se

încadreaz  lucrarea dvs., în cazul în care aceasta nu se refer  la una din temele de mai sus).

TITLUL COMUNIC�RII: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ACEAST� LUCRARE A MAI FOST PREZENTAT�:

NU DA la . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

DORESC S� PARTICIP LA MASA ROTUND� CU TEMA (Va rug m s  bifaµi tema aleas ):

1. Poate � evaluarea elevilor obiectiv ?

2. Cum motiv m elevii pentru înv µarea matematicii?

3. Sunt manualele ³colare utilizate e�cient?

Doresc cazare:

DA NU

Informaµii legate de cazare se pot obµine la tel. 021 314 46 53, sau la adresa de e-mail: of-

�ce@rms.unibuc.ro.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

V  rug m s  trimiteµi �³a completat , însoµit  de Abstract-ul lucr rii, pe adresa de e-mail: of-

�ce@rms.unibuc.ro, sau la adresa: Societatea de �tiinµe Matematice din România, Str. Academiei,

nr. 14, Sector 1, 010014 Bucure³ti, pân  la data de 15 mai 2007.

Informaµii suplimentare se pot obµine de la Societatea de �tiinµe Matematice din România, Str.

Academiei, nr. 14, sector 1, 101104 Bucure³ti, tel. 021 314 46 53, fax 021 312 40 72, sau de la

urm toarele persoane de contact:

Prof. univ. dr. Radu Gologan (radu.gologan@imar.ro)

Lector univ. dr. Cristian Voica (voica@gta.math.unibuc.ro)

Prof. Mircea Trifu (o�ce@rms.unibuc.ro)
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