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Cum se rezolva?
S

Despre o problema propusa de Laurentiu Panaitopol

de GABRIEL MINCU

Discutam o problema de teoria numerelor, propusa in Gazeta Matematica de
prof. univ. dr. Laurentiu Panaitopol (1940-2008). Vom analiza mecanismele de rezol-
vare, punctand strategii care sunt utile la abordarea unor probleme similare.

Rasfoind o Gazeta Matematica mai veche, am dat peste urmatoarea problema
propusa de profesorul Laurentiu Panaitopol.

Problema. Pentru fiecare numar natural m, notam suma cifrelor lui m cu s(m), iar
produsul cifrelor lui m cu p(m). Spunem cd un numdr natural n are proprietatea P
daca exista numere naturale a, cu n cifre, toate nenule, pentru care

s(a) = p(a).
Aratati ca exista o infinitate de numere naturale care au proprietatea P i ca existd o

infinitate de numere naturale care nu au proprietatea P. Se considerd ca baza in care
sunt reprezentate toate numerele la care se face referire in problema este zece.

Am realizat abia dupa ceva timp ca incepusem sa ma gandesc la rezolvare.
Ma intorsesem, probabil fara sa-mi dau seama, pentru cateva clipe cu o altfel de
durata, care scapa intelegerii ceasornicului, in acel ,bon vieux temps” in care profesorul
Panaitopol ne mai propunea cate o problema-doua ca sa ,,vada cum reactionam la ele”.

La prima vedere, problema pare simpla. Faptul ca putem identifica usor o in-
finitate de numere naturale n cu proprieatea P — luand, de pilda, numerele a de forma
22...211...1 — pare sa confirme aceasta opinie.
—_—

k 2k

Ar fi suficienta In acest moment identificarea unei multimi infinite de numere n
care nu au proprietatea P. Dupa cateva momente de reflectie, constatam ca, in con-
trast cu situatia anterioara, identificarea unui ,tipar” in noua situatie se lasa asteptata.

Acesta este probabil un moment potrivit pentru demararea unei serii de investi-
gatii calculatorii legate de numerele a cu n cifre, toate nenule, care satisfac s(a) = p(a).
Pare natural sa introducem o notatie care sa contabilizeze numarul de aparitii ale
fiecarei cifre intr-un astfel de numar; vom nota agadar cu k; numéarul de aparitii ale
cifrei 7 in a, pentru 7 = 1,9. Atunci

s(a):k1—|—2k2—|—-~—|—9k9,

iar
p(a) — 2k2 . 3k3 . gkg — 2k2+2k4+k6+3k3 . 3k3+k6+2k9 . 5k5 . 7k7' (1)

In plus, numarul de cifre al lui a este
n=ki+ka+--+ko.

Este suficient pentru a finaliza rezolvarea sa identificam o infinitate de valori n
pentru care sa nu existe sisteme de numere k1, ko, ..., kg cu proprietatile de mai sus.
Unele consideratii de divizibilitate par plauzibile, mai ales prin prisma aparitiei acelui
produs de puteri de 2, 3, 5 si 7 de mai sus, dar relatiile anterioare nu par a sugera
vreo maniera evidentd de a exploata acest fapt. Ag comenta, in treacat, ca in acest
moment al rezolvarii opinia initiala ca problema e simpla a fost probabil semnificativ
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amendata, iar ideile de orice tip care sa indice o directie in care se poate dezvolta
solutia vor fi binevenite.
Ideea ca in relatia

k1+2k2—|—---—|—9k9:2k2.3’93...9199

membrul drept da impresia ca ar i ;mult mai mare” decat cel stang pare demna de
investigatie. Ne-am putea imagina o linie de rezolvare in care gasim numere n care
nu au proprietatea P valorificand eventualele situatii in care membrul stang e mai
mic strict decat cel drept pentru orice valori ki, ko, ..., k9. Aceastd idee nu este insa
corecta, caci pentru orice configuratie a valorilor ks, ks, . . . , kg putem alege k1 asa incat
relatia sa fie verificata.

Probabil ca pe undeva prin aceasta zona se decide daca demersul rezolvitorului
este incununat de succes sau nu. Pare ca este deschisa o paleta destul de larga de
optiuni de investigatie calculatorie, dar, in acest punct, un potential rezolvitor poate
sa gi abandoneze daca nu gaseste vreo idee careia sa-i intrevadd o continuare eficace.

Sa remarcam ca ideea de mai sus cu ,membrul stang mult mai mic decat cel
drept”, desi nu furnizeaza o solutie imediata pe linia propusa anterior, nu este nu-
maidecat de lepadat. Putem sa continuam sa o detaliem constatand ca

ohettho _p _Q(ky 44 ko) <2F2. 3R 9F0 k) _ Oky — ... — Okg si

ok2 . 3ks gk _p  Oky — ... — Ok < OF2FtRe ko 9(ky 4o 4 k).

Nici n-am apucat bine sa scriu aceste inegalitati ca l-am simtit pe ,,dom’ Profe-
sor” privind foaia pe care scriam si spunand cu vocea aceea plina de incantare cu care
ura parca bun-venit cate unei mici bijuterii matematice: ,Poti s-o strangi putin mai
bine, caci acea expresie este crescatoare in fiecare din baze!”

»Are, ca de obicei, dreptate!”, mi-am zis, zambind cu bucurie si tristete catre
amintire. ,Daca b < ¢ sunt cifre nenule, atunci

b* — kb < c* — ke,
pentru orice k € N. Ba si mai general, daca L > 1 si M € R, avem chiar
LbF — kb — M < Lc* — ke — M.

Aplicand in mod repetat aceasta inegalitate expresiei 2F2.3%3 ... 9F9 _ k) — 2k —. .. —9kq,
obtinem relatiile
2Ry —2(n—ky) < 2F2.3F 0ROk — . Ok < O"TM — Ky —9(n—FK1)7;

daca s(a) = p(a), atunci ,la mijloc” e zero, deci obtinem
2R (n— k) <n < 9VR —8(n — k). (2)

Notand k& = n— k1, obtinem faptul ca numerele n — pentru care exista numere a,
cu n cifre, toate nenule, din care exact k mai mari decat 1, si pentru care s(a) = p(a)
— se afla in intervalul [2¥ — k, 9% — 8k]. Constatand ci, pentru un numir a, relatia
s(a) = p(a) nu este afectatd de modificarea ordinii cifrelor lui a, pentru fiecare n,
cu proprietatea P, vom scrie numerele a relevante in ordinea crescatoare a cifrelor.
Numerele a cu k cifre mai mari decat 1, cu toate cifrele nenule si scrise in ordine
crescitoare gi cu calitatea ca s(a) = p(a) pot fi puse prin urmare in corespondenti
bijectiva cu k-uplurile ordonate alcatuite din cifre diferite de 0 si 1 si scrise in ordine
crescatoare. Prin urmare, se obtine o functie surjectiva de la multimea acestor k-upluri
la cea a numerelor n care au proprietatea Pj: ,Exista numere naturale a cu n cifre,
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toate nenule, exact k dintre ele mai mari decét 1, gi pentru care s(a) = p(a)”. Aceasta
idee ar rezolva problema daca singurele numere n cu proprietatea P din intervalul
[2F — k,9% — 8k] ar fi cele care au de fapt chiar proprietatea Py. Nu este insa cazul.
Analizand inegalitatile (2), constatdm ca in acest interval nu se pot gisi numere n
cu proprietatea P; cu j < g sau cu j > 4k. Acest fapt ne sugereaza considerarea
intervalelor

Jp= |21 — 4k ot _g.4k| i 1, = |20 4k ot 4’““)

pentru fiecare k € N*. Evident, J, C I pentru fiecare k € N*, iar numerele n cu
proprietatea P din J;, vor avea proprietatea P; pentru anumite valori j € (4F~1, 4k+1),

Dar pentru j € (4F71, 4k+1) numarul j-uplurilor ordonate de cifre diferite de 0
si 1 §i scrise in ordine crescitoare este C7, , = C7, ;. Prin urmare, intervalul Jj, poate
contine cel mult

gk +1_q g+l _

1
7 _ 7 7 o 8 8 8
Cipr = E , Citr — E Ciir =Cliviyr = Chioi g < Cliray g
j=1 j=1

4k—1

j:4k—1+1

numere n cu proprietatea P.
Pe de alta parte, intervalul Jj contine

94’“—24"—7-4’“+1:7(94’“—1+94"—2-2+---+24’“—1)—7-4’“+1>7-94"—1

numere naturale. Cun nsa

i 7.94 -1 i 7.94"-1.8 > i 94" =18l N
1m — = l1IIm m ——-— = 0,
koo Oy yy  kvoo AFFT(ARFT 1) (4R 4 7) = pooo 48KFT5

obtinem prezenta de numere n cu proprietatea P in fiecare interval Jy, (deci si in Ij)
de la un prag K in sus, ceea ce incheie rezolvarea. O

Desigur, aceasta solutie a utilizat elemente de combinatorica pentru a concretiza
ideea initiald a ecartului mare dintre valorile expresiilor ki 4+ 2ko + - - - + kg si 2F2 -
3ks ... 9k Nu cred ci rezolvarea gandita initial de profesorul Panaitopol a mers pe o
astfel de directie; argumentele dumnealui au fost, mai probabil, din zona divizibilitatii,
pe care noi am abandonat-o la un moment dat pentru a urma o inspiratie de alt tip,
care, de altfel, chiar a produs o solutie a problemei. Incercim acum si descoperim o
solutie bazatd pe chestiuni de divizibilitate si revenim in acest scop la relatia (1), care
pune in evidenta numerele prime 2, 3, 5 gi 7. Ne-am putea gandi, din acest motiv,
sa Incercam numere n care fie sa contina doar acesti factori, fie, la cealalta extrema,
sa nu contina niciunul dintre ei. Incercim mai intai prima varianta, care pare mai
promitatoare fie si numai prin prisma faptului ca factorii primi cu care avem de-a
face sunt concreti. Daca vom considera, prin urmare, un numar natural n — de forma
(2:3-5-7)%, cu proprietatea P — gi numarul natural a, cu k; cifre de i, i € {1,2,...,9},
pentru care s(a) = p(a), relatiile scrise la inceputul comentariului de fatd arata ca

2k2+2k4+k6+3k8 . 3k3+k‘6+2k9 . 5k5 . 7k7 — 2k2 . 3k3 .. 9k9 — p(a) — S(a,)
= ki +2ko+ -+ 9kg

= n+ko+2ks+ -+ 8kg >
> n=(2-3-5-7)“
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De aici reiese ca macar unul dintre exponentii produsului de la inceput este mai
mare decit a sau egal cu acesta. Dacd p € {2,3,5,7} este baza acestuia, obtinem,
tinand cont ca p®|n si ca p®|2F2 - 3k ... 9k faptul ca p®|ky + 2k3 + - - - + 8kg # 0. De
aici rezulta ca avem

k2+2k3+"'+8k9 Zpa 220(.
Remarcand si inegalitatea
ko + 2ks 4 - - - + 8kg < 5(ko + ks + 2ky + 2ks + ke + 2k7 + 3ks + 2kg),

obtinem

2% < 2M < 9k2tks+2ka+2ks+ke+2k7+3ks+2ko
< oka+2ka+ke+3ks ,3k3+/€6+2k9 . 5k5 . 7’97 _ p(a) — 5((1) <9n =9-210%,
de unde deducem, tinand cont ci lim 2% =0, ci nu pot exista decit un numar finit
a—0o0 275
de valori o pentru care n = 210 are proprietatea P. Prin urmare, exista o infinitate
de puteri ale lui 210 care nu au proprietatea P, ceea ce incheie demonstratia. O

Desigur, a posteriori a doua solutie este mai putin laborioasa decat prima. Ea
este, n esentd, rezolvarea propusa de profesorul Panaitopol [1], un campion al solutiilor
elegante. Pe de alta parte, dansul ar fi apreciat cu certitudine si solutia combinatorica
a problemei, congtient fiind ca inspiratia vine sub felurite forme si c&, in lipsa unor idei
alternative pentru care sa fie clar ca duc la solutie, e indicat sa o concretizam aga cum
apare ea, caci o solutie completa a problemei este intotdeauna preferabila banuielii ca
o alta abordare, dar nu e foarte clar care, ar putea conduce la o solutie mai succinta,
mai eleganta sau mai spectaculoasa. Gasirea ulterioara a unor solutii alternative, fie
ele vrednice de epitetele de mai sus, fie nu, vine sa ne intregeasca demersul intelectual
si sa& Imbogateasca paleta cromatica a tabloului matematic zugravit prin intermediul
problemei respective.
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