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Matematica in actiune
T

Matematica, de la joc la realitate

de CRISTIAN MOANTA

Prezentam probleme cu jocuri (logice) care se rezolva elegant cu ajutorul
unor rationamente matematice. Unele au fost propuse la diverse concursuri de
matematica si in Gazeta Matematica. Toate deschid apetitul pentru matema-
tica de cercetare.

De mii de ani, minti luminate s-au chinuit sa ajunga la o singura stiinta
deasupra tuturor celorlalte care sa contina cunostintele necesare pentru a ex-
plica lumea in care traiesc. Noi credem ca aceasta stiinta este Matematica.
Matematicienii sunt cei ce cauta reguli si algoritmi in spatele unui haos aparent
si al unei complexitati infinite.

De-a lungul timpului, oamenii s-au straduit sa descopere regulile si mode-
lele lumii materiale, sa determine calitatile obiectelor, relatiile complexe dintre
ei si ceea ce 1i Inconjoara.

Sinergia matematica—joc a devenit o banalitate, relatia dintre cele doua
domenii de manifestare a inteligentei umane fiind bine exemplificata in ambele
sensuri. Desi ceva mai greu de ilustrat, nici trecerea de la joc la matematica
sau invers nu este lipsita de acoperire.

Jocul ... S-au realizat jocuri in mii si mii de forme, pentru varste precizate
sau pentru toate categoriile de varsta ... A vorbi despre importanta educativ—
formativa a jocurilor, despre rolul lor in conturarea i antrenarea memoriei,
puterii de analiza, de concentrare, a perspicacitatii si supletei in gandire, ca-
pacitatii de a evalua situatii complexe, de a anticipa, poate parea de prisos.

Nu trebuie, deci, sa ne mire interesul pentru jocuri al matematicienilor
si nici interesul pentru matematica al celor atrasi de jocurile logice. Nici nu
se poate altfel, multe jocuri ingloband o cantitate semnificativa de gandire
matematicd, iar matematica Insasi fiind, intr-o anumita méasura gi intr-o a-
numita acceptiune, un mare ,joc impotriva naturii”, impotriva gramaticii ne-
cunoscute a acesteia.

Problema 1. Iulia si Stefan si-au impartit cele 52 de carti de joc astfel incat
fiecaruia i-au revenit cate 26 de carti. Cartile de la 2 la 10 valoreaza de la 2
la 10 puncte, asul valoreaza 11 puncte, valetul 12 puncte, dama 13 puncte, iar
regele 14 puncte. Stefan a observat ca nu are in teanc niciun as si niciun 2,
dar nu detine patru carti de aceeasi valoare, iar Iulia a observat ca nu are mai
mult de doua carti cu aceeasi valoare printre cartile cu peste 11 puncte. Iulia
face suma valorilor cartilor din teancul sau. Care este cea mai mica valoare pe
care o poate avea aceasta suma? Dar cea mai mare?

Cristian Moanta, Olimpiada de Matematica, Etapa locala, Dolj, 2018

Solutie. Tulia trebuie sa aiba in teanc cei patru de 2, cei patru asi si cel putin
o carte de fiecare fel.
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Asta Inseamna
4+4+11=19

stiute de ITulia. Celelalte sapte carti le alegem astfel incéat valoarea lor sa fie
minima: inca trei de 3, trei de 4 si un 5. Obtinem suma

4-2+11434+4)+2-54+6+7+8+9+10+ 12+ 13 4 14 = 169.

Stefan ar avea, in acest caz, doi de 5 gi cate trei carti de 6, 7, 8, 9, 10, valet,
dama, rege, ceea ce respecta conditiile problemei.

Pentru ca suma cartilor detinute de Iulia sa fie maxima, cele sapte carti
ale Tuliei pe care nu le stim trebuie sa aiba valori cat mai mari. Dar Iulia are
cel mult doi valeti, doua dame si doi regi (cate o carte stim deja ca are), deci,
pentru a obtine valoarea maxima, 1i vom mai da Iuliei cate una dintre aceste
carti. Cum Iulia detine deja toti asii, 1i vom da si toti decarii (adica inca trei
pe langa cea pe care stim deja ca o are) si doi nouari (adica inca o carte pe
langa cea pe care stim deja ca o are). Daca 1i vom da toti nouarii, atunci Iulia
va avea 28 de carti, fals, deoarece fiecaruia i-au revenit cate 26 de carti. Astfel,
Tulia va avea: cate patru de 2, de 10 si de as, cate doi de 9, valeti, dame si regi
si cate un 3, 4, 5, 6, 7 si 8, iar Stefan va avea cate trei de 3, 4, 5, 6, 7 si 8 si
cate doi de 9, valeti, dame si regi, ceea ce respecta conditiile problemei.

Cea mai mare valoare pe care o poate avea suma valorilor cartilor Iuliei
este agadar:

A4-(24104+11)+2- (9412413 +14) +3+4+5+6 47+ 8 = 221.

Problema 2. Simona gi Ilie joaca ,tenismon”: ei arunca o moneda si, daca
rezultatul aruncarii este cap, atunci Simona primeste un punct, iar, daca este
pajurd, atunci Ilie primeste un punct. Castiga jocul acel jucator care are cel
putin 4 puncte, cu cel putin 2 puncte diferenta. Jocul este castigat de Simona
cu scorul de 10-8. Cate secvente diferite de aruncari conduc la acest rezultat?

Cristian Moanta

Solutie. Deoarece jocul nu s-a Incheiat, trebuie ca cel care a ajuns primul la 4
sa fi condus cu 4-3, deci ca scorul sa fi fost Inainte de cea de-a saptea aruncare
3-3. Similar, dupa 3-3 si 4-3 pentru cineva, trebuie sa se fi ajuns la 44
(altminteri jocul s-ar fi incheiat cu 5-3). De la 4-4 evolutia scorului trebuie
sa fi fost urmatoarea: unul dintre jucatori (oricare dintre cei doi) a preluat
conducerea, celalalt a egalat. Acest lucru s-a repetat pana la 5-5 cand Simona
a punctat de doud ori la rAnd. Pana la 3-3 se ajunge in C7 = 15 moduri. De
la 3-3 la 44 in doud moduri: I-S sau S-I, de la 44 la 5-5 tot In doud moduri
etc, de la 7-7 la 88 in doua moduri, I-S sau S-1, iar de la 88 la 10-8 intr-un
singur mod, S-S.
Avem, agadar,

15-2:2:2.2.2=15-2% =480

de moduri de a ajunge la scorul 10-8 pentru Simona.
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Problema 3. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub de laturd 1. O furnicd parcurge
un drum pe fetele cubului, pornind din A si terminand in C’. Deplasarea se
realizeaza doar pe muchiile cubului sau pe diagonalele fetelor sale. Stiind ca
drumul nu trece prin niciun punct de doua ori, determinati lungimea maxima
a unui asemenea drum.

Olimpiada de Matematica, Etapa judeteana, 2017

Solutie. Se va demonstra c lungimea maxima este 3 4+ 4v/2. Un exemplu de
traseu ar fi
A—-A—-B—D—D —Cw— B w—(C,

cu lungimea 3 + 4/2.

Deoarece sunt 8 varfuri, furnica poate face cel mult 7 pasi, de lungime fie
1, fie v/2. Un drum format din cel mult 6 pasi are lungimea maxima 61/2, care
este mai mica decat 3 + 4v/2. Deci furnica trebuie si faci 7 pasi.

Vom demonstra ca numarul maxim de pasi diagonali este 4. Pentru
aceasta, coloram varfurile A, C, B’, D' cu negru, iar celelalte cu alb. Observam
ca un pas diagonal pastreaza culoarea, dar un pas pe muchii schimba culoarea.
Cum punctele A si C” au culori diferite, deducem ca furnica trebuie sa parcurga
un numar impar de pasi pe muchii, deci nu putem avea un drum cu 2 pasi pe
muchii si 5 pasi diagonali. Un eventual traseu cu 6 pasi diagonali ar contine
cate un pas pe fiecare fata. Avand doar 4 puncte de aceeasi culoare, putem
avea cel mult 3 pagi diagonali consecutivi. Primii 3 pasi ar porni din A &i ar
trece prin toate punctele negre. Ultimii pagi ar trece prin toate punctele albe
si ar incheia traseul in C’. Analizand pe cazuri, vom observa ca drumul se va
autointersecta.

Comentariu. Pentru o analiza detaliata a acestei probleme, recomandam [2].

In zilele noastre, internetul nu mai este doar simbolul tehnologiei de varf,
el reprezinta un instrument de maxima necesitate. Ca utilizator al retelei inter-
net, ai la indemana un instrument ce ofera acces la cantitati vaste de informatii
din intreaga lume, poti beneficia de produsele si serviciile companiilor printr-o
simpla comanda prin Internet si comunici simplu, rapid si eficient cu alti uti-
lizatori de pe intregul glob.

In domeniul sigurantei calculatoarelor, autentificarea este procesul de ve-
rificare a identitatii (digitale) a unui participant la comunicatie, de obicei prin
indicarea unui cod de utilizator mai mult sau mai putin public (in engleza,
user-1D) si a unei parole secrete (password).

Problema 4. Stefan, pentru adresa de e-mail, isi construieste parola, schim-
band intre ele, doua cate doua, literele prenumelui (STEFAN), obtinand com-
binatia FANEST. Sa se determine numarul de schimbari efectuate.

Cristian Moanta, Suplimentul Gazetei Matematice, Nr. 10, 2018

Solutie. Numarul de schimbari efectuate este dat de permutarea

(S T E F AN
9 \F ANE S T
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a multimii de litere M = {S, T, E, F, A, N}. Schimbarile efectuate sunt trans-
pozitii ale multimii M. Vom schimba literele multimii M, in mod bijectiv, cu
cifrele 1, 2, ..., 6, astfel Incat o se scrie sub forma

(1 2 3 4 5 6
7“4 5631 2)
In acest mod vom calcula numéarul de inversiuni: m(oc) =44+4+3+0+
0+ 0 = 11. Conchidem ca Stefan a facut 11 schimbari.

In viata noastra, majoritatea evenimentelor ce se petrec pe termen scurt
si pe termen lung sunt aleatorii. Asa a aparut si necesitatea de a studia o
stiinta a hazardului. Astfel ca nu ar strica sa aplicam putina matematica din
cand in cand. In acest mod ne-am putea creste sansele de a cunoagte dinainte
rezultatul final.

Problema 5. (Problema lui Banach) Un fuméator cumpara doua cutii de
chibrituri. Apoi, de fiecare data cand are nevoie, scoate la intAmplare una sau
alta dintre cutii.

a) Care este probabilitatea ca, in momentul in care constata ca una dintre
cutii este goala, cealalta cutie sd mai contina k bete, daca initial fiecare cutie
a continut cate n bete?

b) Utilizand rezultatul obtinut, sa se arate ca

Co +20% | +22CH o+ .. +2"C" = 2%,

Solutie. Numim cele doua cutii: (i) si (ii). Pentru a ajunge in situatia data,
persoana a scos de 2n — k + 1 ori o cutie din buzunar. De n ori o cutie pentru
a o goli, de n — k ori cealalta cutie pentru a-i raméane k bete, si, din nou, prima
cutie pentru a constata ca este goala.

Deci au loc evenimentele:

A: ,In 2n — k cazuri apare de n ori cutia (i)”;

B: ,in 2n — k cazuri apare de n ori cutia (ii)”.

Cele doua evenimente au evident probabilitati egale. Sa consideram eveni-
mentul A. Probabilitatea ca ,in 2n — k extrageri sa apara de n ori cutia (i) si

este (schema binomiala, Bernoulli): CJ (%)n (%)n_k.

7

de n —k ori cutia (ii)
Probabilitatea ca in a 2n — k + 1-a extragere sa apara (i) este % Astfel,
P(A) = % ok (%)n (%)n_k, iar probabilitatea ceruta este py = C3,_, (%)n

n n
b) Se tine cont de > P, = E si deci Y pr = 1, iar concluzia este
k=0 k=0

imediata.
Problema 6. Un punct mobil se deplaseaza aleatoriu pe o axa gradata. Stiind
ca punctul se afla iIn momentul initial in origine si ca in fiecare unitate de timp
se deplaseaza fie spre ,dreapta” cu a unitati, cu probabilitatea p (p € (0,1)),
fie spre ,stanga” cu b unitati, cu probabilitatea ¢ = 1 — p, sa se determine
probabilitatea ca dupa n unitati de timp, punctul sa se afle din nou in origine.
Eugen Paltanea, Concursul National ,,Laurentiu Duican”, 2009
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Solutie. Fie n € N*. Notam cu p, probabilitatea ceruta. Presupunem ca,
pentru a ajunge din nou in origine, punctul a parcurs un ,drum aleatoriu”
cu k deplasari spre dreapta si n — k spre stanga (1 < k < n —1). Deducem
ka = (n—k)b (1). Fie d = (a,b) € N*. Rezulta a = du i b = dv, cu (u,v) = 1.
Din (1) deducem ku = (n — k)v, de unde k(u 4+ v) = nv. Cum (v,u+v) =1,
atunci v | k. Fie k = vm, m € N*. Obtinem n = m(u +v) si n — k = um.
Probabilitatea unui astfel de drum va fi egala cu p"™ - ¢“". Atunci p, = 0,
daci u + v nu divide pe n. In final,
Putvym = C(vﬁv)mpvmqum
din Schema lui Bernoulli, daca n = (u + v)m.

Comentariu. Pentru o mai buna intelegere a teoriei probabilitatilor, recoman-
dam articolul [5], scris de autorul problemei precedente.

Propunem spre rezolvare urmatoarele probleme.

Problema 7. In cantonamentul de pregatire a preliminariilor Campionatului
Mondial de Fotbal 2018 din Rusia echipa de fotbal a Romaniei participa cu 25
de fotbaligti: 3 portari gi 22 de jucatori de camp: fundasi, mijlocasi si atacanti.
Determinati cati fotbalisti pot juca pe toate posturile (fundasi, mijlocasi si
atacanti), daca se gtie ca 5 fotbaligti nu pot fi nici fundasi, nici mijlocasi,
6 fotbalisti nu pot fi nici mijlocasi, nici atacanti, 4 fotbalisti nu pot fi nici
fundasi, nici atacanti si cate 3 fotbalisti pot fi distribuiti sa joace pe cel putin
doua dintre cele trei posturi.

Cristian Moanta, Gazeta Matematica, Nr. 4, 2017

Problema 8. Oamenii unui trib stravechi foloseau o limba in care cuvintele
erau formate doar cu literele A si B. Cercetatorii au descoperit ca, pentru
oricare doua cuvinte de lungimi egale, exista cel putin trei pozitii corespondente
in care literele sunt diferite. De exemplu, cuvintele ABBAA si AAAAB difera
in pozitiile 2, 3 si 5, adica in trei pozitii. Fie n € N, n > 3. Demonstrati ca
T
reprezinta partea intreaga a numarului real a).
Catalin Gherghe, Olimpiada de Matematica, Etapa nationala, 2016

in aceasta limba nu pot exista mai mult de { } cuvinte de lungime n ([a]

Problema 9. a) Demonstrati ca suprafata unui patrat de latura 2 nu se poate
acoperi cu trei discuri de raza 1.
b) Demonstrati ca, folosind trei discuri de raza 1, se poate acoperi mai
mult de 99, 75% din suprafata unui patrat de latura 2.
Olimpiada de Matematica, Etapa nationala, 2014

Problema 10. Un patrat se indoaie astfel incat punctul D ajunge pe latura

AB intr-un punct M. Aratati ca suprafata indoita este mai mare decat un
sfert din suprafata patratului, oriunde ar i M pe AB.

Dorina Zaharia,

Lista scurta, Olimpiada de Matematica, Etapa nationala, 2007
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Problema 11. Se da un paralelogram de arie S. Folosind numai o rigla
negradata, sa se construiasca un paralelogram de arie %.

Aurel Barsan,
Lista scurta, Olimpiada de Matematicd, Etapa nationala, 2008

Problema 12. La un concurs de matematica, la care participa 50 de elevi,

se oferad spre rezolvare 3 probleme. Stiind ca fiecare elev a rezolvat cel putin

o problema si ca numarul de solutii corecte ale tuturor concurentilor este 100,

aratati ca numarul celor care au rezolvat corect toate cele trei probleme este
cel mult 25.

Radu Gologan,

Lista scurta, Olimpiada de Matematica, Etapa nationala, 2015

Problema 13. Stefan il intreaba pe colegul sau:

— Vrei sa-ti ghicesc ziua si luna nagterii?

— Da.

— Atunci te rog sa faci urmatoarele calcule: aduna 2 la ziua nagterii si
inmulteste rezultatul cu 2. Adauga 5 la rezultat si apoi inmulteste cu 5. La
rezultatul obtinut adauga luna nasterii. Cat ti-a dat?

— 335.

— Esti nascut in prima jumatate (primele sase luni) sau in a doua jumatate
(ultimele sase luni) a anului?

—In a doua jumatate.

— Te-ai nascut pe 28 octombrie.

Cum a rationat Stefan?

Cristian Moanta, Olimpiada de Matematica, Etapa locala, Dolj, 2017
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