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Proprietatea lui Darboux
de ALEXANDRU GABRIEL MIRSANU

Prezentam rezultate despre functii care au proprietatea lui Darboux. De
asemenea, includem exemple de probleme de concurs sau din Gazeta Matema-
tica in care intervine proprietatea anterior mentionata.

Incepem prin a defini notiunea principala a acestui articol.

Definitia 1. Fie I C R, un interval. Spunem cd o functie, f : I — R,
are proprietatea lui Darboux pe I (sau ca f este o functie Darboux pe I),
daca, pentru orice a,b € I, cu a < b, si orice \, situat intre f(a) si f(b), cu
f(a) # f(b), exista cel putin un punct cy € (a,b) astfel incat f(cy) = \.

Interpretare geometrica. Ecuatia f(z) = A admite cel putin o solutie pe (a,b).
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Urmatorul rezultat oferd o consecinta, cu o ipoteza suplimentard adec-
vata, a faptului ca o functie are proprietatea lui Darboux pe un interval inchis.
Lema lui Bolzano. Fie f : [a,b] — R, o functie. Daca f este o functie
Darbouz pe [a,b] si f(a)- f(b) <0, atunci exista cel putin un punct ¢ € (a,b)
astfel incat f(c) = 0.

Demonstratie. Se alege A = 0 in definitia anterioara.



2 MODELE DE LECTII

In urmatoarea definitie introducem o notiune similara celei prezentate
anterior, cu exceptia faptului ca ¢y, nu mai este obligatoriu situat in intervalul

(a,b).

Definitia 2. Spunem ca o functie, f, are proprietatea valorilor intermediare
pe I, daca, pentru orice a,b € I, cu a < b, $i orice A, situat intre f(a) si f(b),
exista cel pufin un punct cy € I astfel incat f(cy) = A.

Exemplu. Consideram functia f : [—4,2] — [0, 4], definita prin

Jr+4, xe[-4,0]
f@) = {:1:, x € (0,2].
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Avem a = —1, b = 1 i intervalul (—1,1); f(a) = 3, f(b) = 1 si inter-
valul (1,3). Alegem A = 2,5. Atunci exista ¢y € [—4,2], dar nu din (—1,1),
astfel incat f(—1,5) = 2,5. In acest caz, functia are proprietatea valorilor
intermediare, dar nu are proprietatea lui Darboux.

Urmatoarea teorema ofera o caracterizare a functiilor Darboux.

Teorema 3. Fie f: I — R, o functie. Functia f este Darboux pe I daca si
numai dacd functia f duce orice interval J C I tot intr-un interval.

Observatie. Acest rezultat se poate lua ca definitie echivalenta.

Consecinta. Fie f : I — R, o functie Darboux pe I. Atunci f(I) este un
interval.

Observatie. In exemplul anterior, f ([—4,2]) = [0,4], care este interval, dar f
nu este functie Darboux pe [—4, 2].

Continuam cu urmatoarea definitie.

Definitia 4. Fie f: I — R, o functie. Spunem ca functia f are proprietatea
lui Darboux in sens slab daca, pentru orice a,b € I, cu a < b, si orice X\, situat
intre f(a) si f(b), si orice e > 0, existd cy . € (a,b) astfel incdt |A\—f(ere)| <e
sau, echivalent, existd un $ir (cp),cn C (@,b) astfel incat f(c,) — A.

Urmatorul rezultat oferda o conditie suficienta ca o functie sa aiba pro-
prietatea lui Darboux.

Teorema Cauchy-Bolzano. Orice functie continua, f : I — R, are propri-
etatea lui Darbouz pe 1.





