Cum se rezolva?
Tt

Demonstratii ale unor teoreme celebre cu ajutorul ariilor

de MIHAELA BERINDEANU

Prezentam o metoda de rezolvare a problemelor de geometrie utilizand
calculul unor arii. Problemele au fost discutate cu elevii de gimnaziu la Centrul
de Excelenta de Matematica din Municipiul Bucuresti.

inﬁin‘gat in anul gcolar 2012-2013, Centrul de Excelenta in Matematica -
Bucuresti (CEx) ofera celor mai buni elevi din Capitala posibilitatea de a se
pregati intensiv la matematica.

Fiind o pepiniera pentru viitorii cercetatori din domeniul stiintelor exacte,
CEx selecteaza din toate scolile bucurestene elevii cei mai ageri, mai curiosi si
mai dornici de a intelege tainele matematicii.

In anul scolar 2017-2018 am fost profesor formator la CEx pentru grupa
de elevi de clasa a VI-a. Am fost nevoita sa indeplinesc dorinta imperativa a
elevilor de a invata pe repede Inainte teoremele esentiale ale geometriei plane
(un domeniu nou i incitant pentru ei), bazandu-ma doar pe cunostintele asi-
milate deja de elevi, asa ca am recurs la demonstratii folosind cunostinte simple
de geometrie (calculul ariei) si proprietatile proportiilor.

Cu notiuni simple, dar ingenios coroborate, se pot demonstra teoreme cla-
sice de geometrie, cu un grad ridicat de dificultate, fara a apela la cunostintele
care, conform programei de studiu, se predau in clasele superioare (asemanarea
triunghiurilor, teorema lui Thales etc).

Demonstratiile pe care le vom prezenta pornesc de la urmatorul rezultat,
a carui justificare este imediata. Mai departe, prin A(M N P) vom intelege aria
triunghiului M N P.
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Teorema 1. Intr-un triunghi ABC, cu D € BC, exista relaia:

BD  A(ABD)
DC ~ A(ADC)
A
B D C

Vom demonstra cu ajutorul ariilor, pentru inceput, urmatorul rezultat.

Teorema 2 (Teorema bisectoarei). Fie ABC, un triunghi, $i punctul
D € BC' astfel incat m(@) = m(@) Atunci

BD AB

DC ~ AC’

Demonstrafie. Construim perpendiculare din punctul D pe dreptele AB si
AC: DE1AB, DF1AC,unde E € AB si F' € AC. Cum AD este bisectoare,
rezulta ca
[DE] = [DF).
Calculam raportul ariilor triunghiurilor ABD si ADC in doua moduri.
A

B D (&

Folosind Teorema 1, avem ca
A(ABD) BD

A(ADC) ~ DC”
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Pe de alta parte, tinand cont ca [DE] si [DF sunt inaltimi in triunghiurile
ABD, respectiv ADC, avem:

A(ABD) AB-DFE
A(ADC)  AC-DF’
raport pe care 1l simplificam, tinand cont de egalitatea DFE = DF', gi obtinem

A(ABD) _ AB
A(ADC) ~— AC”

Din cele stabilite mai sus, rezulta ca g—g = ﬁ—g, deci bisectoarea unghiu-

lui A determina pe latura opusa, (BC'), segmente proportionale cu laturile
triunghiului. O

Continuam expunerea cu rezultatul urmator.

Teorema 3 (Teorema lui Van Aubel). Fie ABC, un triunghi, si punctele
D e (BC), E € (AB), F € (AC), cu proprietatea AD N BF N CE = {O}.

Atunci
AO AE AF

oD _ EB ' FC

Demonstrafie. Justificarea este o aplicatie geometrica a proportiilor derivate.
Conform Teoremei 1,

AE  A(AEO) A(AEC)  A(AEC)— A(AEO) _ A(AOC)

EB  A(BEO) A(BEC) A(BEC)—- A(BEO) A(BOC)
Analog se arata ca
AF  A(AOB)
FC ~ A(BOC)’
deci,
AE . AF  A(AOC) + A(AOB)
EB  FC A(BOC) ’

A




42 CUM SE REZOLVA?

Datorita aceleiasi teoreme, avem
AO A(AOB)  A(AOC)  A(AOB)+ A(AOC)  A(AOB)+ A(AOC)
OD  A(BOD) A(COD) A(BOD)+ A(COO) A(BOC)

Tinand cont de ultimele doua relatii obtinute, concluzia este imediata. O

Incheiem prezentarea unor rezultate clasice din geometria triunghiului cu
urmatoarea.

Teorema 4 (Teorema lui Ceva). Fie ABC, un triunghi, si punctele
D e (BC), E € (AB), F € (AC), cu proprietatea AD N BF N CE = {O}.

Atunci
DB FC FEA

DC FA EB
Demonstrafie. Conform Teoremei 1, avand experienta demonstratiei prece-
dente, putem scrie

BD A(BOD) A(ABD) A(ABD)—A(BOD) A(AOB)

DC — A(DOC)  A(ADC)  A(ADC)— A(DOC)  A(AOC)’
In mod asemanator,

FC A(BOC) . EA _ A(AOC)

FA~ A(A0B) ¥ EB~ A(BOCY
Prin urmare, produsul rapoartelor din membrul stang al concluziei devine

DB FC EA _ A(AOB) A(BOC) A(AOC) _ )
DC FA EB  A(AOC) A(AOB) A(BOC)

|

Demonstratiile acestor trei teoreme au starnit curiozitatea elevilor, aga ca
le-am propus sa caute singuri enuntul teoremei lui Menelaus si, apoi, sa ofere
o demonstratie similara cu cele lucrate impreuna.

La urmatoarea intalnire, feedbackul a fost cel asteptat: toti elevii s-au fa-
miliarizat cu Teorema lui Menelaus si au demonstrat-o cu ajutorul proportiilor
intre arii.

La aceasta tema am lucrat cu elevii urmatoarea problema.

Problema 1. ABCD si CEFG sunt doua dreptunghiuri, avand un punct in
comun si interioarele disjuncte. Laturile C'D si C'G formeaza unghiul ascutit
DCG. Sa se arate ca daca GG'LDC, cu G' € DC, DD'1CG, cu D' € CG,
si %—(g = %—g, atunci mediana din C, a triunghiului C'BE, trece prin centrul
cercului circumscris triunghiului DCG.

Olimpiada de Matematica, Etapa pe sector, 2017

Demonstratie. Pentru inceput, introducem urmaéatoarele notatii: O este centrul

cercului circumscris triunghiului DC'G, punctul P este mijlocul segmentului

f]E %2 = %% = Dc—g. Construim OM1CD, cu M € CD, si ON1LCG, cu
S .




M. BERINDEANU, DEMONSTRATII ALE UNOR TEOREME CELEBRE 43

Vom arata acum ca cele doua dreptunghiuri construite in exterior au
aceeagi arie. In acest sens, avem
AB -GG 2A(DCQG)

A(ABCD) = AB-BC =~ ;

si
. /
A(CGFE) = GC-CE = GC kDD _ 2A(DkC’G)’

de unde rezulta ca A(ABCD) = A(CEFG).
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In continuare, vom arata ca punctele O,C si P sunt coliniare. Din
OM||BC rezulta ca A(MBC) = A(OBC), ca triunghiuri cu aceeasi baza si
aceeasi naltime, gi, analog, ON||CE implica A(NCE) = A(OCE). Pe de alta
parte, cum OM 1L CD si ON LCG, rezulta ca DM = MC, respectiv CN = NG.
Cum A(OBC) = AMBC) = 248D) i 4(OCE) = A(NCE) = ACELG)
rezulta ca A(OBC) = A(OCE). Din BP = PE se obtine ca C'P este mediana
in triunghiul C BE si atunci A(BPC) = A(CPE). Deci A(OBC)+A(BPC) =
A(OCE)+ A(CPE), de unde rezulta ca OP este mediana in triunghiul OBE,
prin urmare punctele O, C' si P sunt coliniare.
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