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Modele de lectii
e
Metoda eliminarii

de DORU STEFANESCU

Propunem o lectie despre utilizarea metodei elimindrii la studierea sistemelor
liniare si a matricilor. Metoda nu foloseste determinantii si este avantajoasd din punct
de vedere computational. Permite calcularea rapida a solutiilor unui sistem liniar,
precum si a rangului unei matrici.

Rezolvarea sistemelor liniare si studierea matricilor si a determinantilor consti-
tuie scopul principal al elementelor de algebra, studiate in clasa a XI—a.

Existd doua cai principale de abordare a rezolvérii sistemelor liniare. Una este
utilizarea determinantilor si a regulii lui Cramer. Cealaltd este metoda elimindrii. Vom
face o prezentare a celei de-a doua, punctand felul in care poate fi folositd cu eficienta
la clasd. Printre avantajele utilizdrii elimindrii mentiondm volumul mai mic de calcul
si studierea proprietdtilor matricilor fdra a face apel la determinanti.

Un exemplu

Exemplul 1. Ne propunem rezolvarea sistemului liniar

r+y+5z = 9
20+ 3y + 122z = 23 . (1)
2y+5z = 11

Scdadem prima ecuatie inmultitd cu 2 din a doua. Obtinem sistemul

r+y+52z = 9
y+2z = 5
2y+5z = 11

Scazand a doua ecuatie multiplicatd cu 2 se ajunge la sistemul echivalent

r+y+5z = 9
y+2z = 5
z =1
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Inlocuind valoarea lui z din a treia ecuatie, apoi pe cea a lui y din a doua, acesta devine

r + y =

y:

z =

r = 4
Yy

z = 1

si ultimul sistem ne da solutia cautata.

de unde

Il
w

Un sistem liniar cu 4 necunoscute

Exemplul 2. Sd consideram urmatorul sistem liniar cu coeficientii numere rationale

r+y+z+2t
20 —y+ 32—t
—3r+y+z+5t
T+ 2y + 62+ 8t

4
)
1
14

2

Vom da doud solutii, prima folosind determinanti, iar cealaltd similard procedeu-

lui utilizat in primul exemplu.

Solutia I. Vom stabili intai dacd sistemul admite solutii. Utilizand teorema de compa-
tibilitate Kronecker—Capelli, calculam rangurile matricii sistemului si matricii extinse

a sistemului:

1 11 2

3 2 -1 3 -1 .

A=l 3 11 5 |0 A=
1 26 8

Din calcule, folosind operatii liniare cu linii, reiese cd avem:

1 11 2
2 -1 3 -1
det(A):_3115:
1 26 8
111 2
00 4 1
= 4000 3|74
00 1 1

11 2 4 112 4
-1 3 -1 5| |04 1 9
11 5 1| (003 -3
2 6 8 14 044 6
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si
1 11 1 11
2 -1 3|= 30 4|=-16#0,
-3 11 -4 0 0

din regula bordurilor reiese ca rangurile matricilor A si A°® sunt egale cu 3. Prin urma-
re, sistemul este compatibil simplu nedeterminat, solutiile depinzand de un parametru.
Orientandu—ne dupa ultimul determinant nenul, sistemul este echivalent cu

r+y+z = 4-—-2t
2r—y+32 = b5+t (3)
r+2y+62 = 14 -8t

Putem, deci, utiliza regula lui Cramer'. Notim prin A determinantul sitemului si prin
A, determinantul obtinut din A prin inlocuirea primei coloane cu coloana datd de
termenii liberi ai sistemului (3). La fel se definesc A, si A . Obtinem solutiile:

A, -12—12t 3
e _ = — = — 1
. A 16 71+,
A, 25431t 2531
Y7 AT 16 T 16
A, 27413t 27—13t
zZ = _ = = .
A ~16 16

Solutia a Il-a. Vom elimina succesiv variabilele din ecuatia (2), in asa fel incat ecuatia
a doua sa contina cel putin o variabilda mai putin decat prima, a treia cel putin o varia-
bila mai putin decat a doua s.a.m.d.

Se obtin succesiv sistemele echivalente cu (2):

T 4y +z 42 = 4
-3y 4z -5t = =3
y +4z +11t = 13 °
y +5z 46t = 10
T 4y +z 42 = 4
y +5z +6t = 10
-3y 4z =5t = =37
y +5z +6t = 10
T +y +z +2t = 4
{ y +dz +6t = 10
+16z +13t = 27

Gabriel Cramer (1704-1752), matematician elvefian. A studiat curbele algebrice si a folosit cu
succes metoda poligonului lui Newton. A dat o metoda generald de rezolvare a sistemelor liniare. Are
cercetari importante privind teoria determinantilor.
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Ultimul sistem se rescrie astfel
r +y +z = 4-2t
y +5z = 10-—6t
+16z = 27— 13t
Din ultima ecuatie se obtine valoarea lui z in functie de ¢. Aceasta se introduce in a
doua ecuatie si se obtine y. In sfarsit, valorile lui y si z se introduc in prima ecuatie si
se obtine x. In final avem:

27 — 13t
z = —
16

27 — 13t 25 — 31¢

- 10—6t—5 0 _ 22790

y 0=6t=5"¢ 16

2531t 27—13t 3
x 2t — v T+,

adicd exact solutiile obtinute prin prima metoda.

Cateva observatii:

e Ambele procedee sunt accesibile elevilor de clasa a XI-a si pot fi prezentate
la clasd.

In prima metoda, un rol esential este jucat de calculul determinantilor.

A doua metoda se bazeaza pe eliminarea succesiva a necunoscutelor.

In exemplele considerate, a doua metoda este mai rapidi.

Care dintre cele doua procedee ar fi mai eficient dacd am considera un sistem
cu 10 ecuatii si 10 necunoscute? Dar unul cu 20 de ecuatii si 18 necunoscute?

Metoda eliminarii

Metoda eliminirii a fost inventati de Carl Friedrich GauB? pentru rezolvarea
sistemelor de ecuatii liniare si utilizatd cu succes si extinsd de Camille Jordan® la
studierea matricilor. Ea permite obtinerea prin operatii simple a solutiilor sistemelor
liniare, calcularea rangului si studierea inversabilitédtii matricilor fard a face apel la cal-
culul unor determinanti. Din punct de vedere computational, procedeul oferda avan-
tajul obtinerii rapide a rezultatelor si posibilitatea abordarii unor probleme in care
dimensiunile sa fie mai mari. Algoritmul Gau3—Jordan poate fi scris cu usurinta in
pseudocod, ceea ce permite programarea imediata.

Una dintre virtutile metodei elimindrii este evitarea calculdrii determinantilor.
Pentru ordine mari, calcularea unui determinant devine practic imposibila chiar daca
sunt utilizate calculatoare cu o foarte mare putere de calcul... textul integral in revista

2Carl Friedrich GauB (1777-1855), matematician german. A avut contributii esentiale in aproape
toate domeniile matematicii, dar §i in stiintele care folosesc matematica, in primul rand, in fizicd si
geodezie. Este considerat unul dintre titanii matematicii din toate timpurile, fiind supranumit Pringul
Matematicii.

3Camille Jordan (1838-1922), matematician francez. A avut contributii semnificative in teoria
grupurilor, algebra liniard, analiza matematica si topologie. Studiile sale privind structura matricilor au
fost determinante pentru dezvoltarea ulterioard a algebrei si a geometriei.



