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- De fapt, in pofida acestor probleme, panad la urma tot vom logaritma, caci
aceasta este tehnica naturald in context. Trebuie doar sa gestiondm cu precautie de-
taliile, aici fiind punctul sensibil al problemei. Si, dealtfel, si cel care-fi cauzeaza
nedumerirea: aici ai pierdut solutia cu componente negative!

Revenind, tocmai observaram cé x este par. Din acest motiv

at = |z]”,
deci ecuatia noastra implicd 2 = |z|*, de unde, logaritmand (aici e salutar modulul;
mulfumita lui, formula de calcul este acum functionald), obtinem = = x log, |z|, de
unde, cum x # 0, log, |x| = 1, adicd |z| = 2, deci x = —2. Cum la acest caz am
pierdut la un moment dat echivalenta, si constatam cd [2- (—2)] 2 = (—4) 72 = & =

(—2)~* = (—2)*(=2), deci a doua ecuatie a sistemului este intr-adevir echivalenti cu

x = —2, iar din prima ecuatie obtinem y = —4.
- Nu-mi vine sd cred ca un sistem atat de simplu a putut contine o astfel de
,,capcand”!

- In matematici ne putem astepta oricind la astfel de surprize! Nu pleca, mai ai
ceva de facut!

- Daca tot am rezolvat problema, sa dau raspunsul, zambi Andrei si asternu pe
foaie concluzia:

. . o . r=2 .| x=-2
,,Asadar, solutia sistemului constd in perechile si
y=+4 y=—4
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SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

1. Calculati partea intreagi a numirului real a = /125 + /5. 5p
2. Se consideri functia f : R — R, f(z) = = + m, unde m este numar real.
Determinati numirul real m, stiind ¢a (f o f)(x) = f(x + 1), pentru orice numir real

x. Sp
4z+1 3z+5
3. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia (%) < (%) Sp
4. Determinati numarul de submultimi cu cel putin trei elemente ale mulfimii
A=10,1,2,...,9}. 5p
5. Se cons1dera triunghiul MNP cu MN =6, MP = 8 si m(<M) = 90°.
Calculati lungimea vectorului U = M N+ M ?’ 5p
6. Determinati numarul real x, stiind ci tgx + ctgx +2 =0six € (g, ).
Sp
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
T 0 2z-1
1. Se considera matricea A(z) = 0 % 0 ,unde x este numar
2r—1 0 T
real.
a) Determinati numerele reale = pentru care det(A(x)) = 0. 5p
b) Demonstrati cd A(xz) + A(1 —x) =2A (%) , pentru orice numir real x. 5p
¢) Determinafi numerele reale z pentru care A(z) - A(1 —z) = $A (%) 5p
2. Pe multimea Zyo = {0,1,2, ..., 19} se defineste legea de compozitie
xoy:a:y+§a;+§y—i—§.
a) Demonstrati cd zoy = (:v + §) (y + §> +10, pentru orice numere x,y € Zog.
Sp
b) Determinati a € Zsgg, stiind cd a oz = 0, pentru orice x E Zoyg . 5p
¢) Dati exemplu de a, b € Zgo\{17}, pentru care a o b = 5p
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considerd functia f : (0, +00) — R, f(x) = 22% — /.
a) Aratati ca lim %}1 % 5p
z—1
b) Determinati imaginea functiei f. Sp
¢) Demonstrati ci 22 — ez + % > 0, pentru orice numdr real x. 5p
2. Se considerd functia f : R — R, f(x) = arctg z.
1
1
a) Aratati ca / fltgz)da = 5 5p
0
1
f() 5

b) Calculati d
) acuapo/x2+1
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¢) Demonstrati cd

1
T 1 m 1
- - < 1 " dr<— —
PR )/m J@de s =50 oy
0
pentru orice numar natural nenul n. Sp
Solutii
SUBIECTUL I
l.a= V12545 =5+ V5. Cum2 < /5 < 3,avem 7 < 5+ /5 < 8, deci

[a] = 7.
2. (fof)(x) = f(f(x)) = f(x)+m = z+2m,Intimp ce f(z+1) = z+1+m.
Relatia devine = + 2m = x + 1 + m, (V) € R. Deci,m = 1.

x
3. Cum % € (0,1), functia exponentiald = — (%) este strict descrescatoare,

prin urmare, inegalitatea devine 4z + 1 > 3z + 5, adicd x > 4 sau = € [4, +00).

4. Numarul submultimilor cu k elemente, ale unei mulfimi cu n elemente, este
C¥, prin urmare, avem de calculat C)+ Ciy +... + C1§ = 210 — (C% + C},+C%) =
210 — (1410 + 45) = 210 — 56.

5. W = MN + MP = MR, unde R este astfel incit M PRN si fie pa-
ralelogram. Cum m(<tM) = 90°, paralelogramul M PRN este dreptunghi, deci
MR = NP = 10.

6. tgx + ctgx+2 = 0 devine tg z + Lo +2 = 0 sau EE2ETEL — 0 adica

tgx = —1,de unde x = ?jf € (%,7‘(‘).

Observatie. Este cunoscut ci, (V)t € R, avem ‘t + %’ > 2, cu egalitate pentru
t=1saut=—1.

SUBIECTUL al II-lea

1. a)det(A(z)) = §[2* — (22 — 1)’ = £ (1 —2)(3z — 1) = 0. Obfinem z = 1

_1
sau:n—3.

Observatie. Matricea A(x) este inversabild, pentru orice x € R \ {%, 1}.

b) A(z)+A(1—z) = I3, (V)z € R. Sd remarcim ci, pentruz = 1,z = 1— .
Deci, A(%) + A(%) = [3,deunde A(z) + A(1 —z) = 2A(%),pentru orice x € R.

c¢) Obtinem

52 4+5x—1 0 —4a?2+4+4x—1 ]
Alz) - A(1 —2) = 0 1 0 =15
0

—4z? +4x —1 —5x2 4+ 5r —1

de unde —422 + 42 — 1 = 0, adici x = %
Solutie alternativd. Din b) obtinem A(1 — x) = I3 — A(x), deci A(x) -

A(l—z) = A(z)-(I3— A(z)) = A(z)— A?(x). Ecuatia devine A(z) — A%(z) = 113,
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adicd (2A(x) — I3)? = Os sau, observand ci

10 2
2A4(z) — I3 =(2z—-1)[0 0 0],
2 0 1

deducem ca (2A4(z) — I3)? = O3 dacd 2o — 1 = 0, adicd z = 3.

2. a) Se verifici imediat.

b) Evident, daci = + 3 este un element inversabil in raport cu operatia de
inmultire in inelul (Zgo, +, -), atunci 0=aoxz = (a+3)-(z+3). Trebuie ca
a+3=0, adlcaa— -3=1.
observa ca, pentru a=17,a0x =0, (V)x € Zgo

¢) Cum (Zsgg,+,-) este un inel comutativ, cu divizori ai lui zero, vom cauta
a,b € Zoo\{17} astfel incat (a +3) - (b+3) = 0,de exemplua+3 =4sib+3 =5
saua+§:§§ib+§:ﬂ\).

SUBIECTUL al III- lea

) (w—l)(\fl)_- _ 1 _7
1. a) hm 1 il—u il_)ml (2($ +1) \/5—1-1) 5
Solu}ze alternanva. Observand cd f(1) = 1, limita se poate scrie lim1 ! (2:{ @)
z—
. . . . 1w / _ f@)—f1)
si, cum evident functia f este derivabila, cu f/(z) = 4o — 3 f,deducem il_}ml 1

=f(1)=4-1=1

b) Avem de identificat multimea Im f = {y € R | (I)z € (0, +00), f(z) = y}.
Cum functia f este continui si derivabild, vom determina multimea Im f cu ajutorul
derivatei de ordinul intai, realizand tabelul de variatie.

Avem f'(x )—4:1;—W,f/(:1;) = 0 pentru x = i;f(%) = _%’ii\mof(x) =

lim = +oo0.
r—r00

Vom obtine Im f = [—%, —|—oo).

c¢) Evident, o exploatare corecta a informatiilor din tabelul de variatie ne ajuta
sd constatdm ca f(z) + 3 > 0, adicd 22?2 — \/z + 2 > 0, pentru orice z € (0, +00).
Cum ¢* € (0,400), pentru orice z real, deducem 2¢%* — ez + % > 0, pentru orice
numdr real x.

2. a) Functia arctg : R — (
tg: (—%, %) — R. Avem, deci, arctg(tg =
z, (V)z € R. In aceste conditii,

1

2

/f (tgx)d /arctg(tgaz)d /xdx = %
0

,5) este b1Je0t1va cu arctg™! =
x,

(V)z € (=5, %) sitg(arctgx) =

| ol

)2
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Solutie alternativd. Utilizand schimbarea de variabila, avem:

/ ! 1 1 w1l
/arctg(tg x)dr = / arctg yTyQ dy = 5 arctg? y = -,
0 0
unde y = tgx
L 1 1 2
b) Avem / o 1 der = /arctgx - (arctg x)' do = 3 arctg® x 3
0
c) Obpnern
1 1 1
(n+1)/x"f(x)dx:x"“f(x)0 / 2" () :% / x2+1 dx.
0 0 0

Remarcam ci, pentru z € [0, 1], avem % < wglﬂ < 1 si, utilizand monotonia
integralei definite, avem

1
1 1
Ny P
n+2 2 241

si obtinem inegalitatea d1n enung.

Observatie. Propunem urmdtoarele cerinte, sugerate de inegalitatea demon-
strata.

Sd se calculeze:
1

i) lim [ 2" f(z)dx

n—00
0

1
n+2

2"l dy =

o _

1
i) Jim (n+ 1) [ 2" f(r) das
0 1
i) lim tg ( (n+1) / o f () da
0

Comentarii

Varianta propusd la simulare respecta structura cunoscuta: trei subiecte a cate 30
de puncte fiecare. Subiectul I contine intrebéri din materiile claselor a IX-a si a a X-a,
cu un grad scazut de dificultate, subiectul al II-lea cuprinde algebra, materiile claselor
a XI-a si a XII-a, iar subiectul al Ill-lea, analizd matematicd, materiile claselor a XI-a
si a XIl-a.

Subiectele II gi III contin cate doud probleme enuntate in forma ,,itemi structurati”,
asigurandu-se o ridicare graduala a nivelului de dificultate.
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