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Asupra necesitatii conditiilor suplimentare

de GABRIEL MINCU

Expunem cateva rezolvari de probleme in care intervin forme echivalente
ale unor ecuatii. Neverificarea solutiilor si neglijarea unor conditii suplimenta-
re, privind formele intermediare, pot conduce la solutii gresite sau incomplete.

- Domnule profesor, ma intreba Andrei — elev in clasa a XII-a — dupa
simularea, recent desfagsurata, a examenului de bacalaureat la matematica, am
facut o problema de la simulare, altfel decat in barem, si ag vrea sa va intreb
daca am facut-o corect.

- Sa vedem problema despre care e vorba si cum ai facut-o, i-am raspuns.

Andrei scoase o foaie cu probleme. Intrebarea se referea la subiectul I1I.
In esenta, punctul ,,cu nelamuriri” era urmatorul:

Problema 1. Ardtati cd, pentru a € (—/2,—1), ecuatia .
Va2 +2x+2

are doud solutii reale distincte.

- Aha. Si cum ai facut-o tu?
- Am rescris ecuatia sub forma

2% = a?2? + 2d%x + 24, (1)
adica
(a® — 1)2® + 202z + 24*> = 0,
si am impus conditia
A>0ea* —2d%® - 1) >0 a®(2—a?) >0,

care e indeplinita pentru orice a € (—v/2, —1). E corect? ...

- Desigur, nul!

Eroarea nu este, insa, reprezentata de metoda propriu-zisa de abordare,
care este perfect legitima, ci de neglijarea, chiar din start, a faptului ca, dupa
rescrierea ecuatiei sub forma x? = a?2? + 2ax + 242, se obtine o ecuatie care
nu este echivalentd cu cea initiald! Din acest motiv, multimea (—v/2,v/2) \
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{—1,0,1}, a valorilor lui a pentru care ecuatia (1) are doud solutii reale dis-
tincte, nu coincide cu multimea (—+/2, —1) a valorilor parametrului a, pentru
care ecuatia initiala are doua solutii reale si distincte.

Totusi, solutia lui Andrei devine, cu corecturile de rigoare, functionala.
Punctul care trebuie gestionat cu ingrijire este acela ca x € R este solutie a
ecuatiei initiale daca gi numai daca z este solutie a ecuatiei (1) i are acelasi
semn ca a. Din acest motiv, cerinta ca ecuatia din enunt sa aiba doua solutii
reale este, de fapt, echivalenta cu aceea ca ecuatia (1) sa aiba doua radacini
reale distincte care au acelasi semn ca a.

Aceasti conditie este echivalents cu sistemul®

a?—1+#0

a* —2a%(a®> - 1) >0
2a?

— >0

(12—12_ ’
2a

a2 -1 @20

care are solutia a € (—+/2,—1). Deci pentru toate valorile a € (—v/2,—1)
ecuatia data are doua solutii reale distincte.

De fapt, mai intalnisem recent situatii in care elevii nu sesizasera ca In
cazul problemelor de factura celei precedente este nevoie sa impunem conditii
suplimentare ecuatiei ,,prelucrate” pentru a conserva echivalenta intre sistemul
de conditii impus parametrului din ecuatia ,,prelucrata” si cel impus de enunt
asupra formei initiale.

De exemplu, Alexandru mi-a semnalat acum cateva zile urmétoarea pro-
blema:

Problema 2. Pentru expresia E(x,m) = m-3%* —2(m—1)-3% +m+3 notim
M ={m e R|Vx € R, E(xz,m) > 0}.
Alegeti varianta corecta:

1
a) M =10; b) M= (3,—1—00); ¢) M = (0,400); d) M = [0, 400); €) M = R.

Alexandru pusese y = 3%, rescrisese conditia definitorie a lui M sub forma
my? —2(m — 1)y +m +3 > 0 si impusese conditiile m > 0 si A < 0, obtinand,

astfel, M = (é,—koo).

Fiind, insa, familiarizat gi cu strategii de abordare a testelor grila, caci
se pregateste pentru admiterea la Universitatea Politehnica din Bucuresti,
Alexandru ,,facuse m = 07 si constatase ca ,,da”. Acest lucru invalida, nsa
(printre altele!), varianta b), obtinuta de el ca mai sus, iar neconcordanta il
sacaia.

pentru o discutie mai detaliata asupra modului in care anumite proprietati ale functiilor
de gradul II se ,,traduc” in sisteme de ecuatii si inecuatii, trimitem cititorul la articolul [2].
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Unde era eroarea? Desigur, in acelasi loc in care fusese si cea a lui Andrei.
Mai precis, tinand cont ca 3% ia toate valorile din R’ si numai pe acestea,
conditia ,,Vz € R, E(z,m) > 07 este echivalenta cu , Yy > 0my? — 2(m —
1)y +m+3 > 0”. Ultima conditie este, intr-adevar, verificata pentru m > 0 si
A < 0, dar nu numai. Mai precis, inegalitatea my? —2(m — 1)y +m +3 > 0
va fi verificata de orice numar strict pozitiv fie daca parabola asociata functiei
de y din membrul stang nu taie deloc axa Owx, fie daca o taie doar in puncte
de abscisa negativa (in oricare dintre situatii parabola fiind plasata ,,cu varful
in jos”, altminteri, ar lua cu certitudine valori negative pentru valori ,,mari”
ale lui y). Prin urmare, pe langa cazul in care m > 0 si A < 0 considerat de
Alexandru, mai trebuie avut in vedere si cel in care m > 0, A > 0, iar cele
doua radacini ale functiei de y din membrul stang, y; si yo, sunt negative.

Aceasta, din urma, conditie poate fi, desigur, impusa fie de o maniera
algebrica, sub forma

{mwzo
Yy1+y2 <0’

fie de o maniera geometrica: originea axei Ox este in afara radacinilor sau chiar

uuuuu

m-02—-2(m—1)-0+m+3>0
m—1
<0

m

In oricare dintre variante obtinem, pentru sistemul aferent celui de-al
doilea caz, solutia m € (0, %}

Reunind solutiile anterioare, obtinem m € (0, 4+00).

- Mda, mormai Alexandru finalizand calculele, obtinem alt rezultat, dar
dilema mea ramane: tot nu l-am gasit pe zero!

11 felicit in gand pe Alexandru pentru faptul ci a reusit si fie atent si la
detaliile de calcul, si la imaginea de ansamblu, dandu-si imediat seama ca nici
noul raspuns nu este compatibil cu constatarea lui anterioara.

- Corect! Iti dai seama ce neajuns mai prezintd solutia?

- Nnnnnuuu...

- Ei bine, in astfel de situatii apare frecvent urmatorul tip de eroare: ne
concentram pe proprietatile pe care trebuie sa le aiba graficul si radacinile
functiei cu care lucram, in exemplul nostru, f(y) = my? —2(m — 1)y +m +
3, si tindem, atenti la modul in care aplicam tehnicile calculatorii aferente
expresiilor de gradul II, sa neglijam faptul ca functia noastra nu e de gradul IT
chiar pentru toate valorile lut m! Evident, pentru valorile parametrului care
ne scot din sfera functiilor de gradul II, abordarea noastra de pana acum isi
pierde orice legitimitate.

- Si atunci ce facem? intreba Alexandru.

- Atunci vom considera fiecare astfel de valoare m separat, vom vedea ce
forma are conditia pentru respectiva valoare, si vom decide, folosind tehnici
specifice noului context, daca valoarea face parte din solutia problemei sau
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nu. In cazul nostru concret, singura valoare a lui m pentru care f(y) nu este
de gradul II este 0. Pentru m = 0, conditia din enunt este echivalenta cu
»Vy > 0,2y + 3 > 07, care este, in mod evident, adevarata, deci valoarea
m = 0 trebuie adaugata la solutia problemei.

- Deci, solutia e M = {0} U (0, +00) = [0, +00), adica varianta d).

- Corect!

Nu cu mult timp in urma, Maria, eleva in clasa a XII-a si ea, imi ceruse
parerea asupra unei probleme dintr-o culegere de teste pentru pregatirea ad-
miterii la Universitatea Politehnica din Bucuresti [1, p.176, pb.3.1329A]:

Problema 3. Determinati valorile parametrului real m pentru care ecuatia
sin xsin 3x = m nu are solutii.

a) m > 1; b) m € (—oo,—1) U (1,+00); ¢) m € (—o0,—1)U (%, +oo>;
d) me [—1,%}; e) m< —1I; f) m e [-1,0].

Maria scrisese sin3z ca 3sinz — 4sin®z si obtinuse ecuatia 3sin®?z —
4sin*x = m; dupa notatia ¢t = sin®z, ajunsese la ecuatia 4t> — 3t +m = 0,
careia 1i impusese conditia

9
A<0{:>9—16m<0{:>m>ﬁ,

si era derutata de lipsa din grila de raspunsuri a variantei (%, —I—OO).

Eroarea este, desigur, de aceeasi factura cu cele din exemplele anterioare:
dupi ce notam sin’ z cu t, nu toate solutiile ecuatiei in ¢ corespund la solutii
ale ecuatiei initiale. Mai precis, daca observim ca sin® z ia, cand x parcurge R,
toate valorile din [0, 1] si numai pe acestea, problema initiala este echivalenta
cu urmatoarea:

Problema 4. Gasiti valorile parametrului real m pentru care ecuatia 41> —
3t +m = 0 nu are nicio solutie in intervalul [0,1].

Pe aceasta forma constatam ca, pe langa varianta fara radacini reale
propusi de Maria, apare si posibilitatea ca ecuatia 4t> — 3t + m = 0 si aiba
raddcini in multimea R\ [0, 1]. Valorile m corespunzatoare acestei situatii vor
face parte din solutia problemei, dar nu se vor afla printre cele gasite de Maria.
Pentru a gasi aceste valori, notam cu f(t) functia dat# de formula 4t? — 3t +m
si remarcam ca abscisa varfului parabolei corespunzatoare este %. Asa stand
lucrurile, singura posibilitate ca f(t) sa aiba doua radacini in multimea R\ [0, 1]
este ca aceste radacini sa se afle de o parte si de alta a intervalului [0, 1], situatie
caracterizata de sistemul de conditii

A>0
4f(0) <0,
4f(1) <0
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care este echivalent cu
m < %
m <0 ,
1+m<0
avand, prin urmare, solutia m € (—oo, —1).
Solutia problemei propuse de Maria este, agadar,

9
- 7_1 (_7 )7
m € (—oo,—1) U 16 +00

adica varianta c).

Privind retrospectiv exemplele de mai sus, remarcam faptul ca, in cazul
fiecaruia, era posibila atat abordarea pe care am prezentat-o noi (care este
potrivita pentru elevii de clasele a IX-a sau a X-a), cat si cea in care parametrul
este izolat intr-unul dintre membri (ecuatiile care au aparut in primul si in ul-
timul exemplu din text sunt, de la bun inceput, intr-o astfel de forma), iar va-
lorile pe care le poate lua acesta sunt gasite in urma studiului variatiei functiei
din celalalt membru — abordare la indeméana elevilor care au studiat deja ma-
teria de clasa a XI-a.

Nu 1n ultimul rand, se cuvine repetat faptul ca in rationamentele elevilor
au aparut erori care se incadreaza intr-un tipar des intalnit: intrucat nu men-
tioneaza explicit relationarile logice dintre formele consecutive ale ecuatiilor, ei
tind sa considere in mod tacit ca acestea ,,nu ridica probleme” (tehnic vorbind,
ca au de a face cu echivalente), si sa piarda in acest mod din vedere necesitatea
anumitor demersuri ulterioare (verificare a solutiilor, introducere de conditii
suplimentare, etc), lucru care le afecteaza corectitudinea rationamentelor si ii
conduce la concluzii eronate.
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