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Prezentarea problemelor de la examenul de bacalaureat din
Italia din 2016

de VICTOR-IOAN NICOLAE si VLAD COPIL

In lucrarea de fata ne propunem sa prezentam problemele date anul trecut
la examenul de bacalaureat din Italia, prin aceasta urmarind sa evidentiem ce
cunostinte se presupune ca are un absolvent de liceu stiintific din Italia.

Introducere

La sesiunea 2016 a examenului de bacalaureat din Italia, specializarea
,,Stiintific” (analoagd specializarii Matematica-Informatica), examenul a fost
format din:

e doua probleme, dintre care elevii trebuie sa rezolve una la alegere;

e o lista de 10 exercitii obligatorii.

Timpul de lucru a fost de 6 ore, iar candidatii puteau folosi un calculator
stiintific.

In ceea ce priveste cele doua probleme la alegere, accentul cade asupra
unor probleme de analiza matematica, o atentie deosebita fiind acordata lecturii
grafice. Rezolvarea problemelor presupune realizarea unor rationamente destul
de elaborate, elevii trebuind sa faca In mod continuu transferul informatiilor
de naturd numeric in informatii de naturd grafici si reciproc. In schimb,
exercitiile verificd Insusirea unor tehnici de calcul punctuale, de exemplu, a
unor metode de calcul a integralelor sau a formulelor de geometrie analitica in
spatiu.

Structura examenului

Problema 1. Administratorul unui bloc mic trebuie sda instaleze un rezervor
nou de motoring pentru incalzire. Neftind mulfumit de modelele existente in
comert, ifi da sarcina sa proiectezi unul care sa corespundd nevoilor blocului.

A

Figura 1 Figura 2
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Administratorul iti da desenul din figura 1, addugand urmdatoarele indicafii:
e lungimea rezervorului L = 8 m;

e [atimea rezervorului | = 2 m;

e inadltimea rezervorului h =1 m;

e profilul frontal (figura 2) trebuie sa aiba un punct unghiular la varf,
pentru a evita acumularea ghetii pe timpul iernii, cu un unghi ¢ > 10°;

e capacitatea rezervorului trebuie sd fie de cel putin 13 m3, pentru ca sd
poatd asigura tncalzirea blocului, pe tot parcursul iernii efectuandu-se
doar doud alimentari cu motorind;

o pe mijlocul peretelui lateral al rezervorului, de-a lungul axei de simetrie
(segmentul AB din figura 2) trebuie sa se monteze un indicator gradat
care sa arate procentul de umplere V' a volumului rezervorului in functie
de nivelul z la care a ajuns inalfimea motorines.

1. Considerand, ca origine a sistemului cartezian de axe, punctul A din
figura 2, alege dintre urmdtoarele familii de functii pe cea care poate sd descrie
cel mai bine profilul lateral al rezervorului, pentru x € [—1,1], k € N, motivand
alegerea facuta:

o fla)=(1—la])F;
e g(z) = —6|z]> + 9ka? — 4|z| + 1;
e h(z) = cos (gznk)

2. Determina valoarea lui k ce permite indeplinirea cerintei referitoare la
unghiul ¥ si la volumul rezervorului.

3. Pentru a realiza indicatorul gradat, determind expresia functiei V(z)
care asociaza nivelului z al motorinei (masurat in metri) procentul de umplere
V' a volumului care trebuie trecut pe indicator.

Cand te duci sa predai proiectul, administratorul obiecteaza ca, din mo-
ment ce rezervorul are 1 m inaltime, valoarea z, a nivelului motorinei, expri-
mata in cm, trebuie sa corespunda procentului de umplere: adica, de exemplu,
daca motorina ajunge la un nivel z = 50 c¢m, inseamna ca rezervorul este plin
50%; in schimb, indicatorul tau aratd in dreptul indalfimii de 50 cm un procent
de umplere de 59, 7%.

4. Prezinta argumentele pe care le poti folosi ca sa-i explici administra-
torului ca rationamentul sau este gresit: arata si care este, in valoare absolutd,
eroarea maximd care se face utilizand nivelul z ca indicator al procentului de
umplere, asa cum sugereazd el, precum $i valoarea lui z pentru care se realizeazd
aceasta eroare.

Solutie. 1. Tinand cont de existenta axei de simetrie, vom restrange studiul
respectivelor functii la intervalul [0; 1]. Din schita deducem ca graficul functiei
cautate trece prin punctele (—1;0), (0;1) si (1;0).
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In ceea ce privegte functia h, avem h'(x) = —k”;fl sin (%azk), deci
h'(0) = 0, ceea ce inseamnd ci nu putem avea un punct unghiular in origi-
ne, aga cum indica schita.

Pentru functia g, din ¢g(1) = 0 rezulta k& = 1. Astfel, pe [0;1] functia
devine g(z) = —623 4+ 92% — 42 + 1. Prin derivare, obtinem ¢”(z) = —36z + 18,
ceea ce ar Insemna ca x = % este punct de inflexiune, iar g este convexa pe
(0; %) sl concava pe (%, 1), ceea ce nu corespunde imaginii.

Ramaéne, ca ultima posibilitate, f(x) = (1 — ZL‘)%, x € [0;1]. Aceasta
functie are proprietatea f'(z) = —£(1 — :L‘)%_l, deci f}(0) = —+ < 0. De
asemenea, f"(z) = 1];—2]"’(1 - a;)%_g < 0, pentru x € (0;1); deoarece avem atat
punct unghiular in 0, cat gi concavitate, rezulta ca f este functia cautata.

2. Conform punctului 1, am ales functia f(z) = (1 — ZL‘)% Aceasta are
proprietatea ca f(0) = —%. Faptul ca in varf trebuie sa avem un unghi de cel
putin 10° revine la conditia ca panta tangentei la grafic in punctul B trebuie sa
fie mai mica decat tg 10° ~ —0,176. Deci —% < —0, 176, altfel scris, k < 5,88
si, cum k € N, avem k£ <5 (1).

Pe de alti parte, trebuie si punem conditia ca ¥V > 13 m3. Volumul este
dat de formula V = A - L, unde A; este aria bazei, adica a fetei reprezentate
grafic. Aria bazei se calculeaza cu ajutorul integralei

1 ; (1—z)rt? 2k
A:z/ l-p)kdp=-2. 2~ | = ="
b 0( x)k dx T E+1
0
deci este necesar ca
2k
8 —>13<:>k>—3,

ceea ce revine la k > 5 (2).
Din (1) si (2) obtinem k = 5.
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3. Pentru a determina expresia functiei V' este necesar sa calculam aria
portiunii din sectiune pana la inaltimea z. Functia

Fl0:1] = [0:1), fla)=(1-2)3

este inversabila, inversa sa fiind

Lo =01, ) =1-19,

iar aria cautatd este egala cu integrala acestei functii intre 0 gi z. Astfel:

F(1-y°)d y— % — 28
_h (1 =y)dy 60 -100 = 100 - (6” z).

T -100 = . z

— y
fo( y°)dy Yy — F‘O
intr—adevér, aceasta functie are proprietatea V(0,5) = 59,6875 ~ 59, 7.

4. Volumul de motorina nu creste proportional cu inaltimea combustibilu-
lui deoarece rezervorul nu are o sectiune constanta. Pentru estimarea erorii
consideram functia

62 — 20

d:[0;1] = R, d(z) :100-( —z) =20(z — 29).
Derivata sa este f/'(z) = 20(1 — 62°), deci eroarea maxima se obtine pentru
z = \5/% fiind de aproximativ d(z) ~ 11, 6%.

Astfel, la un nivel al motorinei de z = \5/% ~ 70 c¢cm, metoda de calcul
sugerata de catre administrator ar conduce la un volum de 0,7 - % ~ 9,33 m3,
cand, in realitate, volumul de motorina este

6
16 - (o, 0’67 > ~ 10,88 m?.

Problema 2. In figura 3 este reprezentat graficul I', al functiei continue
f :[0,400) — R, derivabila pe (0,+00), si sunt indicate coordonatele unor
puncte.

1,4) .
- 7(10,4)

| (3,2) /
/

D(5,0) V{b 0)

A(0, 1)

E(7,-%)

Figura 3
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Se stie ca I' este tangent la axa Oy in punctul A, ca B este punct de
maxim $i E este punct de minim, ca C este punct de inflexiune unde tangenta
are ecuatia 2x +y — 8 = 0.

In punctul D dreapta tangenta are ecuatia xr+2y—5 =0 si, pentru x > 8,
graficul este reprezentat de o semidreapta care trece prin punctul G. Se stie,
de asemenea, ca aria regiunii delimitate de arcul ABCD, de axa Ox si de aza
Oy este egald cu 11, in timp ce aria regiunii delimitate de arcul DEF gi de
aza Oz este egald cu 1.

1. Pe baza informatiilor disponibile, schitafi graficele functiilor

y=f'(x) si F(x /f t) dt.

Care sunt valorile pentru f'(3) si f'(5)¢ Motivati raspunsurile date.
2. Schitatli graficele urmatoarelor functii:

y=1f@)l y=I[f=]

specificand domeniul fiecarei functii.

3. Determinati valorile medii pentru y = f(x) si y = |f(x)| pe intervalul
[0,8], valoarea medie pentru y = f'(x) pe intervalul [1,7] si valoarea medie a
functiei y = F(x) pe intervalul ]9, 10].

4. Scrieti ecuatiile dreptelor tangente la graficul functiei F'(x) in punctele
de abscisa 0 st 8, motivand raspunsurile date.

_
Y7 )

Solutie. 1. Pe baza graficului si din enunt, deducem ca f nu este derivabila
in 0, dar existd fj(x) = +oo. De asemenea, in punctele de extrem avem
f'(1) = f(7) = 0; in punctul de inflexiune avem f”(3) = 0. Intrucét dreapta
2x+y—8 = 0 este tangenta la I in punctul C, deducem ca f/(3) = —2; analog,
avem f'(5) = —%. Deoarece panta dreptei F'G este 2, rezulta ca, pentru x > 8,
fl@) =2.

In ceea ce priveste functia F' avem F'(0) = 0 si, pentru 0 < z < 5,
F(z) > 0. Intrucat aria delimitatii de axele de coordonate si de arcul ABC'D
este 11, avem F'(5) = 11. Deoarece aria delimitata de axa absciselor si de arcul
DEF este egala cu 1, vom avea F(7) > 0 si FI(8) = 11 —1 = 10. Pentru
8 < x <10, subgraficul lui f va fi un triunghi dreptunghic, avand aria 4, deci

F(10) = 14.
Pe baza tuturor acestor informatii putem completa tabelul de mai jos.
x 0 113] 5 7 | 8110
f(z) 1 425 [-2]0]4
f@) | fLl0)=~4cc|0]2]-3] 0 ] 2]2
F(x) 0 + |4+ (11| + (10|14

Nota: Textul integral se gaseste in revista tiparita.


vsl
Text Box
Notă: Textul integral se găseşte în revista tipărită.




