Probleme de olimpiada
TS

Comentariu la o problema data la Olimpiada Nationala

de ARTUR BALAUCA

Va prezentam un comentariu la problema de geometrie data elevilor de
clasa a VI-a In anul 2012 la Olimpiada Nationala de Matematica, care s-a
desfagurat la Bistrita.

Precizam ca problema nu a fost finalizata de vreun elev, de unde conchi-
dem ca a fost dificila pentru un incepator in abordarea geometriei iar solutia
din baremul de corectura a fost pe intelesul unui numar mic de elevi.

Dupa opinia noastra, solutiile din baremul de corectura la orice concurs
de matematica trebuie sa fie cat mai detaliate si problemele selectate de comisie
(daca are de unde alege) sa aiba mai multe solutii, eventual fiecare cu barem
de corectura si evaluare, pentru ca un numar cat mai mare de participanti sa-si
regaseasca solutiile elaborate. In acest fel se reduc semnificativ contestatiile
elevilor.

Enuntul problemei. Se considera triunghiul echilateral ABC' si X un punct
pe semidreapta (C'A astfel incat A € (CX). Pe bisectoarea unghiului <BAX se
considera punctul D iar pe semidreapta (AB punctul E astfel incit AE+EC =

DA+ AC.
Demonstrati ca semidreapta (CD este bisectoarea unghiului <ACE.

Solutia din baremul de evaluare. Fie D' € AB i E' € AC astfel incat AD' =
AD gi CE' = CE. In triunghiul ADD’ avem m(<DAD’) = 60° si AD' = AD,
deci triunghiul este echilateral si rezultd ca AD = DD'.

Apoi,

AE+ EC = AD + AC,

deunde AE+FE'C = AD'+AC siatunci AE—AD' = AC—E'Ciar D'E = AFE'.

Congruenta triunghiurilor DAE’ si DD'E (L.U.L.) implica DE = DFE’
iar cea a triunghiurilor DEC si DE'C (L.L.L.) implica congruenta

<DCE = <DCFE'.

Rezulta ca C'D este bisectoarea unghiului £C A.
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Observatii

1. La discutia subiectelor cu participantii la olimpiada am observat ca
elevii nu au inteles solutia data in barem.

2. Intrebarea care domina era: unde sunt situate punctele D’ si E' pe
dreapta AB si, respectiv, AC'?

3. Solutia din barem trebuia sa fie insotita de figurile 1 si 2 i de precizarea
ca punctele D' € (AB, E' € (CA si (CD este bisectoarea unghiului EC'A.
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Acum, va prezentam si alte idei de constructii auxiliare care conduc la
finalizarea problemei.
4. Avand 1n ipoteza problemei relatia

AE + EC = DA + AC,

din start trebuie sa ne duca gandul la o constructie auxiliara astfel incat in
noua configuratie sa apara triunghiuri congruente.

5. Reamintim ca eleganta solutiei unei probleme de geometrie iese in
evidenta In special atunci cand are la baza constructii auxiliare, deoarece in
acest caz solicita multa inventivitate si chiar creativitate din partea celui care
se apleaca asupra problemei.

In continuare, va prezentam doua solutii ale problemei.

Solutia I. Vom analiza trei cazuri: £ € (AB), B € (AE) si B=FE.

Cazul I - E € (AB). Fie punctele P si N astfel incat P € (AB), N €
(AC), AN = AC — EC si (AD) = (AP). Punctele N si P exista deoarece
AC > EC si AD < AC (a se vedea Figura 3). Cum

AE — AD = AC — CE,
rezultd (AN) = (EP). Triunghiul APD este echilateral, deci (DP) = (AP) si
m(<«DPE) = 120°. Atunci AAND = APED (L.U.L.). Deci (ED) = (DN)
si, cum (CE) = (CN), rezulta ca dreapta C'D este mediatoarea segmentului

(EN). Prin urmare, in triunghiul isoscel CN E, (C'D este bisectoarea unghiului
ACE.
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Cazul al II-lea — B € (AE). Fie punctele M si @ astfel incat M € (CA,
Q € (AB, (CM) = (CE) si (AD) = (AQ). Din AE + EC = AD + AC
rezulta AD — AE = EC — AC, adica (QE) = (M A). Triunghiul ADQ este
echilateral, deci (DQ) = (AD) si, cum m(<DAM) = m(<DQA), rezulta ca
ADAM = ADQEFE (L.U.L.), de unde (DM) = (DFE). Congruenta ADMC =
ADEC (L.L.L.) implica <MCD = <ECD (a se vedea Figura 4). Sau din
(DM) = (DE) si (MC) = (CE) rezulta ca dreapta CD este mediatoarea
segmentului M E, de unde avem concluzia.

Cazul al [1I-lea— B = E. Concluzia rezulta imediat observand ca dreapta
CD este mediatoarea laturii (AB).

Solutia a II-a. Vom analiza doua cazuri: F € (AB) si B € (AE.

Cazul I — F € (AB) (Figura 5). Alegem punctul D' € (AB astfel
incat (BD') = (AD), B € (AD’). Avem AD + AC = BD' + AC = BD' +
AB = AD' = AE + ED' i, folosind ipoteza, rezultda ca AE + ED' = AE +
EC, de unde (ED') = (EC). Apoi, ADAC = AD'BC (L.U.L.) implica
<JACD = <«BCD', de unde m(<DCD’) = 60° si (CD) = (CD') si atunci
ACDD' este echilateral. Din (CD) = (DD’), (EC) = (ED') si (DE) = (DE)
rezulta ca ADEC = ADED’ (L.L.L.), de unde m(<D'DE) = m(<EDC) si
m(<DEC) = m(<DED'). Insi, m(<AEC) = m(<D’EC") (opuse la varf), de
unde rezultd cad m(<AED) = m(<«DEC") — intrucat punctul D este si pe bi-
sectoarea unghiului BAX — adica (ED este bisectoarea unghiului AEC”, unde
{C"} = DD'NCE. Urmeaza ca punctul D este egal departat de dreptele AC,
AB si CE, adica se afla si pe bisectoarea unghiului ACE, de unde (CD este
bisectoarea unghiului AC'E (se poate folosi si faptul ca bisectoarea unui unghi
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al unui triunghi si bisectoarele exterioare ale celorlalte doua unghiuri ale acelui
triunghi sunt concurente).

Cazul al II-lea — B € (AF (Figura 6). La fel, construim (BD') = (AD) cu
B € (AD'). Egalitatea AD + AC = AFE + EC este echivalenta cu AD + AB =
AB+ BE+ EC, adica AD = BE + EC, altfel scris BD' = BE + EC, de unde
BE + ED' = BE + EC si ED' = EC. Pentru finalizare se considera sirul de
rationamente de la cazul 1.
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