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Propunem o tematica si mai multe exemple pentru un ciclu de lectii de
teoria probabilitatilor si statistica matematica. Discutam strategii de prezentare
la clasa a catorva concepte fundamentale gi exemplificam utilizarea acestora in
probleme inspirate din cotidian.

intémplarea, posibilitatea, riscul sunt termeni care definesc in mod uzual
situatii de tip nedeterminist, incert, aleatoriu. Modelarea matematica a fe-
nomenelor aleatoare reprezinta un domeniu fascinant al cunoasterii. Studiul
matematic al acestor fenomene are ca principal obiectiv prognoza (predictia),
cu finalitate decizionala. Cu alte cuvinte, sunt analizate stiintific sansele de
realizare a evenimentelor care se pot produce in urma unei experiente. Astfel,
matematicianul francez Abraham de Moivre intitula sugestiv The Doctrine of
Chances prima carte din istorie dedicata teoriei probabilitatilor, publicata in
anul 1718. Teoria probabilitatilor si, respectiv, statistica matematica sunt doua
ramuri inrudite, bine conturate, ale matematicii, care au cunoscut o dezvoltare
considerabila in ultimul secol. Statistica matematica are ca obiect analiza
unor date experimentale in scopul estimarii legii statistice care guverneaza
aparitia acestor date. Practic, toate sferele activitatii umane beneficiaza de
rezultatele studiilor statistice. Teoria probabilitatilor, fundamentata teoretic
in prima jumaéatate a secolului al XX-lea prin operele matematicienilor Andrey
Nikolaevich Kolmogorov si Richard von Mises, defineste axiomatic si studiaza
spatiile de probabilitate, variabilelele aleatoare gi procesele stocastice. Sunt
descrise cele mai importante legi (distributii) de probabilitate, cu evidentierea
caracteristicile lor numerice. Formalizarea matematica este bazata pe teoria
multimilor, astfel incat operatiile cu evenimente se transcriu, printr-o dualitate
de limbaj matematic, ca operatii cu multimi.

Prezenta elementelor de statistica matematica si probabilitati in pro-
grama de matematica a clasei a X-a de liceu (integrate in unitatea de invatare
Matematici financiare) este binevenita. Ea reflectd importanta dobandirii
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unor cunostinte de baza despre analiza matematica a unor fenomene aleatoare
care ne influenteaza viata cotidiana. Aceste cunostinte conduc treptat la dez-
voltarea unei gandiri ,,probabiliste”, fundamentala pentru studii stiintifice ul-
terioare in acest domeniu.

In expunerea de fatd ne vom referi la elementele de teoria probabilitatilor
propuse elevilor clasei a X-a. Problema delicata pe care o are de solutionat
programa de matematica este prezentarea unor concepte de baza ale teoriei
intr-o forma particulara si atractiva, adaptata rezolvarii unor aplicatii simple,
concrete, specifice cazului discret. Astfel, programa rezuma discutia la con-
siderarea evenimentelor aleatoare egal probabile si la descrierea operatiilor cu
evenimente ,,compuse” din astfel de evenimente. Aceasta restrictie (desigur,
motivata de adaptarea la nivelul de cunostinte ale elevilor clasei a X-a) nu de-
formeaza imaginea conceptelor generale de familie de evenimente (o-algebra a
unei multimi) si probabilitate (masura definita pe familia evenimentelor) atét
timp cat profesorul reuseste sa sugereze elevilor ca abordarea in liceu a cal-
culului probabilitatilor se raporteaza la un caz particular. Independenta si,
respectiv, conditionarea evenimentelor reprezinta fenomene esentiale conside-
rate de teoria probabilitatilor, in care intuitia si formalismul matematic se
completeaza reciproc. Prin traditie, o serie de modele standard de spatii de
probabilitate sunt cunoscute in literatura matematica sub denumirea generica
de scheme de probabilitate. Incadrarea unei probleme concrete Intr-o anumita
schema de probabilitate usureaza abordarea acesteia si simplifica redactarea re-
zolvarii sale. Programa prevede prezentarea schemei lui Bernoulli si extinderea
acesteia la schema lui Poisson. De mentionat importanta cunoasterii metode-
lor de numarare (combinatoricii) in calculul probabilitatilor, in particular in
intelegerea schemelor de probabilitate. In sfargit, un concept fundamental in-
trodus in programa este cel de wvariabild aleatoare. Conceptul este prezentat
elevilor intr-o versiune particulara, in absenta notiunii de borelianul mulfimii
numerelor reale si, respectiv, a notiunii de functie reald masurabila. Carac-
teristicile numerice ale variabilelor aleatoare discrete pot fi astfel definite fara
utilizarea calculului integral. Ca o remarca finald, vom constata ca elementele
de teoria probabilitatilor prezentate in liceu valorifica exemplar cunostintele
acumulate anterior despre metodele de numarare, dar nu se rezuma la acest
aspect.

Ne propunem sa sugeram in continuare formatul unei posibile lectii reca-
pitulative de ,,probabilitati”. Dupa un breviar teoretic, prezentam 5 aplicatii
recapitulative, elementare, dar instructive, cu rezolvari detaliate.

Rezumat teoretic

Cadrul matematic de baza in care se construieste teoria probabilitatilor
este spatiul de probabilitate. Formal, un spatiu de probabilitate este alcatuit
dintr-o multime 2 (interpretata ca reprezentand evenimentul sigur), o familie £
de submultimi ale lui © (interpretata ca familia evenimentelor care pot rezulta
in urma unei anumite experiente), cu proprietatile:
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(1) A&, VAe& (unde A :=Q\ A este evenimentul contrar lui A);
(2) AuUBeé&, YA BEE,

si o functie P : € — [0, 1], numita probabilitate, care atribuie fiecarui eveniment
A € € o ,,probabilitate de realizare” P(A), astfel ca:

(1) P(Q) = 1;
(2) P(AUB) = P(A)+ P(B), Y A,B € £, cu AN B = ( (evenimente
incompatibile).

Realizarea simultana a evenimentelor A si B corespunde evenimentului
AN B, iar faptul ca realizarea evenimentului A implica realizarea evenimen-
tului B corespunde situatiei A C B. Avem P(()) = 0, unde () € £ reprezinta
evenimentul imposibil. Probabilitatea evenimentului contrar evenimentului A
se calculeaza prin

P(A)=1-P(A).

In particular, daci Q este o multime finitd, & = P(Q), iar P(A) =
|A]/19], ¥V A C Q (unde |M| desemneaza numarul de elemente ale multimii
finite M), atunci suntem in cazul ,,evenimentelor elementare egal probabile”
(deoarece P({w}) = 1, V w € Q, unde n = |Q|). Atunci probabilitatea unui
eveniment A se interpreteaza prin

numarul cazurilor favorabile

P(A) =

numarul cazurilor posibile

Evenimentele A si B se numesc independente daca
P(ANB)=P(A)- - P(B).

Daca A € £ are o probabilitate strict pozitiva, atunci numarul
P(E|A) =P(ENA)/P(A)

se numeste probabilitatea realizarii evenimentului F conditionata de realizarea
evenimentului A. In particular, daca A si E sunt evenimente independente,
atunci P(F|A) = P(FE). Schemele de probabilitate reprezinta modele de baza
de spatii de probabilitate.

Schema lui Bernoulli. In cadrul unei experiente, probabilitatea de realiza-
re a unui anumit eveniment A este P(A) = p € (0, 1). Daca experienta se repeta
(in mod independent) de n ori, atunci probabilitatea realizarii evenimentului
A de exact k ori In cele n experiente este

Pk:in = Cspk(l - p)n_ka k S {07 17 e ,TL}.

Schema lui Poisson. Se efectueaza n experiente independente. In cadrul
experientei ,,i”, se urmareste realizarea evenimentului A;, cu probabilitatea
P(A4;) =p; € (0,1), unde i € {1,2,--- ,n}. Atunci probabilitatea py., de rea-
lizare a exact k evenimente dintre cele urmarite in cadrul celor n experiente
este coeficientul lui 2* din dezvoltarea expresiei (polinomului)

(p1z+ q1) (p2x + q2) -+ - (Pn + qn)
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unde ¢; = 1 — p; € (0,1) reprezinta probabilitatea evenimentului A;. Schema
lui Poisson este o generalizare a schemei lui Bernoulli.

Fie un spatiu de probabilitate (2, &, P), arbitrar, fixat. O functie X :
Q2 — R, cu proprietatea {w € Q : X(w) < a} € &, V a € R, se numeste
variabila aleatoare.

Variabila aleatoare X se numeste finitd dacd ia numar finit de valori
x1,T, Ty, Atunci A; :={w € Q : X(w) = z;} € € ¢i notam

pi=P(A) "2 P{X =2;} >0,

pentru¢=1,2,---  n.
Distributia variabilei aleatoare X se reprezinta prin

bl B Y
p1r P2 - DPn

Evenimentele A; si A; sunt incompatibile pentru ¢ # j. Atunci

ipi = anP(A,-) —P (Lnj A,-) = P(Q) = 1.
=1 =1 i=1

Adeseori spatiul de probabilitate pe care este definita o variabila aleatoare este
omis gi ne rezumam la reprezentarea distributiei variabilei aleatoare respec-
tive. Suma si produsul a doua variabile aleatoare este de asemenea o variabila
aleatoare (pe spatiul de probabilitate comun considerat).

Media sau valoarea agteptata a variabilei aleatoare finite X se definegte
ca media ponderata a valorilor sale, prin:

E(X):= Zpﬂ?,
i=1

Pentru doua variabile aleatoare X gi Y (definite pe un spatiu comun de pro-
babilitate) avem

E(X+Y)=FE(X)+E(Y).

Variabilele aleatoare finite X si Y, avand distributiile:

X:(asl Ty a:n> g Y:(m Y2 ym)
p1r P2 " DPn q q2 - Gm
se numesc independente daca, pentru oricare i € {1,2,--- ,n} si oricare j €
{1,2,--- ,m} avem P{X = ;Y = y;} = P{X = 2;}P{Y = y;} = pigj. In
acest caz,

E(XY)=EX)E(Y).

Dispersia variabilei aleatoare finite X, avand media

n
m=EX)=> puw,
=1
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se definegte prin
V(X) = sz(:cl —m)%
i=1

Dispersia masoara abaterea medie patratica a valorilor variabilei X fata de
media sa.

Aplicatii propuse

Aplicatia 1. Fie evenimentele A si B, rezultate in urma unei experiente,
astfel incat P(A) = 1/5, P(B) = 3/5 si P(AN B) = 1/10. Sa se calculeze
probabilitatile:

(1) P(AU B):
(2) P(AN D)
(3) P(A|B).

Rezolvare. Utilizam proprietatile functiei de probabilite P si definitia
probabilitatii conditionate.

1. PLAUB)=P(A)+ P(B) - P(AnB)=1+3 - L =1

2. P(ANB) = P(A\B) = P(A\(ANB)) = P(A)—E}DzAlr(')w;) Z‘]g_% = .
3. P(A|B)=P(ANB)/P(B)= &/ =1 O

Aplicatia 2. Se arunca un zar de trei ori. Sa se determine:

(1) probabilitatea ca al treilea rezultat sa fie suma primelor doud rezultate;
(2) probabilitatea ca unul dintre rezultate sa fie suma celorlate doud;
(3) probabilitatea ca exact doua rezultate sa fie egale.

Rezolvare.

1. Consideram doua versiuni de redactare a solutiei.

Versiunea I (bazata pe considerarea unui spatiu de evenimente egal pro-
babile). Evenimentul sigur asociat experientei este Q = {(i,7,k) : i,5,k €
{1,2,--+,6}}. Avem |Q| = 63 (= numarul cazurilor posibile). Notam prin 4;
evenimentul ca la aruncarea i € {1,2,3} sa se obtina suma rezultatelor de la
celelalte doud aruncari. Avem As = {(i,5,k) € Q : k=i+j} ={(,k—1i,k) :
ke{2,3,--,6}, ie{l,-- k—1}}. Atunci |A3] =39 _,(k—1) =371 =

20 = 15 (= numarul cazurilor favorabile). Rezulta

A arul ilor favorabile 15 5
P(Ag) — ‘ 3| o numarul cazurilor ravorapile

Q] numarul cazurilor posibile 63 72’

Versiunea a II-a (bazatd pe considerarea variabilelor aleatoare indepen-
dente). Notam X; variabila aleatoare care indica numarul de puncte rezultat
la aruncarea ¢ € {1,2,3}. Variabilele X;, X2, X3 sunt reciproc independente,
avand distributia comuna: P{X; = k} = %, k€ {1,2,---,6}. Notam Aj
evenimentul ca al treilea rezultat sa fie suma primelor doua rezultate. Astfel,
Az = {Xg =X+ XQ} . Avem

6
P(Ag) =P{Xs=X1+Xo} =Y P{Xs=k X1+ Xy=k}=
k=2



6 MODELE DE LECTII

k—1

mdepZP{X:;:k}Z P{Xl_z} P{XQ—k_Z})
]{22 =1
6
6 1k 2( _1) 5

2. Calculam probabilitatea evenlmentului A=A UAyU As. Evident, eveni-
mentele A; si A; sunt incompatibile pentru i # j (4; N A; = 0). In plus, prin
simetrie, P (A1) = P (Az) = P (As). Atunci

5
P(A) =3P (A
(4) =3P (45) = .

3. Aplicam schema lui Bernoulli. Fie Bj evenimentul ca numarul k €
{1,2,--- ,6} sa apara de exact 2 ori in trei aruncari (experiente) independente.
Cum probabilitatea aparitiei numarului £ la o aruncare este p = %, avem

1N 505
P(By) = C2p*(1 — :3.< )
(Br) = Csp™(1 —p) 5) =g

Se cere P(B), unde B = U Bj. Cum evenimentele By, Bs,--- , Bg sunt in-

compatibile si au probablhta‘gl egale, obtinem
5 5
7212
Sa notam ca probabilitatea ceruta poate fi calculata alternativ prin deter-
minarea ,,numarului cazurilor favorabile” (ca in Versiunea I de mai sus). O

P(B)=6

Aplicatia 3. In cadrul unei probe de tir, 4 sportivi executd cdate o tragere
asupra unei finte. Sportivii nimeresc tinta cu probabilitatile p; = 0,8, py =
0,7, p3=0,6 si respectiv p4 = 0,9. Sa se calculeze:

(1) probabilitatea ca tinta sa fie nimerita de exact 2 sportivi;
(2) probabilitatea ca tinta sa fie nimerita cel putin o data.

Rezolvare. Problema se incadreaza in schema lui Poisson. Fie ¢; = 1 —
Dis 1= 1, 4.

1. Probabilitatea ceruts, pe care o notam po.4, este coeficientul lui 22 din
forma canonica a expresiei (polinomului)

(p1z + q1) (P2 + q2) (P32 + q3) (Pax + q4) -
Astfel,
P2a = Y p1pagsqs = 0,2144,

suma de mai sus continind C? = 6 termeni.
2. Notam cu A evenimentul ca tinta sa fie nimerita cel putin o data.
Avem
P(A)=1-P(4) =1 - qiq2q3q4 = 0,9976.
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Aplicatia 4. O variabild aleatoare X ia valorile 1, 2 si 5. Sa se deter-
mine distributia lui X stiind ca media si dispersia sa sunt egale cu 3.
Rezolvare. Distributia variabilei X este de forma

X ( 1 2 5 )
z y l—z—y
unde z € (0,1) si y € (0,1 — z). Conform ipotezei, E(X) = V(X) = 3.

Obtinem sistemul

r+2y+5(1—z—y)=3
{:1:(1—3)2+y(2—3)2—|—(1—a:—y)(5—3)2:3 ’

. _ 1 _ 1 .
cu solutia x = ;, y = 5. Atunci

1 2 5
X < 11 5 )
1 3 12
este distributia ceruta. a

Aplicatia 5. Se considerd n urne Uy,Us, -+ ,U,. Urna U; contine 2° +1
bile rosii si 28 — 1 bile galbene, 1 < i < n. Se alege o urnd, tinandu-se cont
de faptul ca urna Uiy este preferata de doud ori mai mult decat urna U;
(1<i<n-—1), din care se extrage aleatoriu o bila.

(1) Sa se determine probabilitatea ca bila extrasa sa fie rogie.
(2) Stiind ca bila extrasa este rogie, sa se determine probabilitatea ca ea sa

provina din urna U;, i € {1,2,--- n}.

Rezolvare.

1. Fie A; evenimentul alegerii urnei U; si B; evenimentul extragerii unei
bile rogii din urna (aleasa) U;, i € {1,2,--- ,n}. Conform ipotezei, P (A4;11) =
2P (4;),i=1,--- ,n—1. Cum >, P(A;) = 1, obtinem

2i—1
P(AZ) = ﬁv L= 1>27"' 5 T
Apoi, tinand cont de ,,compozitia” urnelor, avem
2041
P(Bz) = W, 1=1,2,--- n.

Notam cu B evenimentul extragerii unei bile rogii. Constatam ca are loc
reprezentarea

B = (AlﬂBl)U(AgﬁBg)U---U(AnﬂBn).
Evident, evenimentele A; i B; sunt independente. Rezulta

P(B) = iP(AimBi):iP(Ai)P(Bi):
i=1

i=1

i 2i=1  9i 4 q 1 o ontl -2

S 21N S (1) =2

Lo\ on —1 i+l 4(2n —1) & 4(2n —1)
i=1 i=1
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2. Probabilitatea ca bila rosie extrasa sa provina din urna U; este

P(A.|B)_P(AimB)_P(AiﬂBi)_P(Ai)P(Bi)_ 204+ 1
‘- pB)  PMB  PB  22tlypn-—2
O
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