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Functia Ackermann-Sudan

Profesorului Solomon Marcus la 90 de ani

Descriem ,,aventura” care a dus la recunoasterea internationala a unei
descoperiri importante In teoria calculabilitatii a matematicianului roman

Gabriel Sudan (1899-1977).

Constanta preocupare a Profesorului Solomon Marcus (pe scurt,
Profesorul) pentru valorificarea contributiilor matematice ale roméanilor, ma-
tematicieni sau ne-matematicieni, este unica. Singur sau in colaborare, Pro-
fesorul a editat operele matematicienilor Alexandru Froda, Miron Nicolescu,
Grigore C. Moisil, Dimitrie Pompeiu si Traian Lalescu, a publicat o extraordi-
nara carte intitulata Din gandirea matematica romaneasca (Editura Stiintifica
si Enciclopedica, Bucuresti, 1975) precum si carti dedicate lui Simion Stoilow
si Grigore C. Moisil, la care se adauga numeroase articole raspandite in reviste
din tara sau strainatate.

Am fost atras de matematica In anii de gcoala elementara desi, aparent
paradoxal, matematica gcolara nu m-a interesat in mod deosebit. Interesul meu
a fost starnit de carti de popularizarea matematicii, multe scrise de eminenti
matematicieni straini, carti, care in anii 1960-70, au fost traduse in limba
roméani din belsug si la preturi accesibile. In aceste cirti am citit pentru prima
oard despre infinit si am aflat fapte extraordinare, ca de exemplu, ca nu toti
infinitii sunt egali, ca exista rationamente matematice fara calcule, ca anumite
fapte matematice pot fi descrise ca “frumoase”, cia o teorema poate fi expresia
unui sentiment. Cea mai surprinzatoare “descoperire” a fost insa existenta unor
probleme matematice, numite deschise, care, la un anumit moment, nu sunt
rezolvate (o situatie diferitd de cazul in care se demonstreaza ca o problema
nu are solutie). Matematica devenea un domeniu viu, in continuad dezvoltare,
cu provocari incununate de succese sau uitate in esecuri, o viziune diametral
opusa imaginii proiectate de matematica gcolara (din acea vreme).

Doua carti de popularizare a matematicii descoperite in liceu au avut o
importanta mare pentru mine: cartea lui Gr. C. Moisil, Elemente de logica
matematica si teoria mulgimilor (Editura Stiingifica, Bucuresti, 1968) si cartea
Notiuni de analiza matematica (Editura Stiintifica, Bucuresti, 1967) scrisa de
Profesor. Multe lucruri importante din aceste carti mi-au scapat, dar prin ele
am descoperit adevarata matematica ce a devenit o pasiune pentru intreaga
mea viata.

Am fost privilegiat sa fiu indrumat in matematica mai intai de Moisil si
apoi de Profesor. In primavara anului 1973 am pierdut in decurs de cateva
saptamani pe iubita mea mama si pe Moisil, care mi-a fost mentor patru ani.
Ca urmare, Profesorul a preluat studentii cu comunicari indrumate de Moisil
la Sesiunea Facultatii de Matematica din acea primavara (printre care ma
numaram) si in felul acesta am aflat pentru prima oara o problema deschisa



34 MATEMATICA IN ACTTUNE

reala. Profesorul a citat faptul curios mentionat de Moisil inainte de ple-
carea in Canada (din care nu s-a mai intors): matematicianul Gabriel Sudan,
afirmase Moisil, este autorul unei importante constructii matematice din teo-
ria calculabilitatii, constructie atribuita unanim in literatura domeniului de la
acel moment matematicianului german W. Ackermann (Zum Hilbertschen Auf-
bau der reellen Zahlen, Mathematische Annalen 99 (1928), 118-133). Moisil
n-a avut timp sa dea amanunte. El nu era un expert al domeniului, si, in
consecinta, un semn de intrebare a aparut: este afirmatia intr-adevar corecta?
Sansele ca un student sa rezolve o problema deschisa erau minime, dar pro-
blema, care parea a fi mai mult de istorie decat de matematica (fapt eronat,
realizat ulterior), merita toata atentia.

Alici trebuie s& mentionez modul extraordinar al Profesorului de a pune
astfel de probleme colaboratorilor: nu numai ca varsta sau calificarile celei/celui
caruia i se adresa nu aveau nici o importanta, dar problema era prezentata ca
0 provocare speciala pentru acea persoana, un destin caruia nu puteai sa te
sustragi.

Astfel, ca student in anul al treilea, am facut parte dintr-o echipa, din care
mai facea parte Profesorul si Dr. 1. Tevy (de la Institutul de Matematica),
ce a cercetat veridicitatea afirmatiei lui Moisil. A urmat o perioada febrila de
munca de aproape trei ani, care a inclus etapa de identificare a articolului —
Sur le nombre transfini w*, Bulletin Math. Soc. Roumaine des Sciences 30
(1927), 11-30 — in care Sudan prezenta constructia sa (in termeni tehnici, o
functie definitd printr-o recurenta incrucigatd), etapa de analiza matematica a
proprietatilor functiei si, In final, localizarea in timp a rezultatelor obtinute de
Sudan si Ackermann precum si datarea articolelor care le contin (in anii 1926,
respectiv, 1927).

Participarea la acest proiect a insemnat enorm pentru mine. Lasand la
o parte bucuria si mandria ca puteam lucra intr-o echipd a Profesorului (re-
amintesc, autorul unei carti care m-a obsedat in anii liceului), in acest mediu
mi-am facut ucenicia ca cercetator: lucrul sub presiune, In care exaltarea al-
terna cu dezamagirea, perseverenta in fata multiplelor esecuri, urmarirea unor
drumuri divergente pana la atingerea unui anumit rezultat, rigurozitatea cu
care era tratata atdt partea matematica cat si cea istoricd, decizia Profe-
sorului de a trimite articolul la cea mai buna revista internationala de istoria
matematicii, Historia Mathematica, asteptarea infriguratd a raspunsului revis-
tei (confirmarea primirii lucrarii, apoi referatele — ne reamintim ca in anii 70 nu
exista e-mail gi corespondenta cu strainatatea era dificila din multe puncte de
vedere, tehnic si politic), citirea “cu sufletul la gurd” a referatelor recenzentilor,
dezamagirea fata de faptul ca prioritatea lui Sudan nu putea fi demonstrata
(articolul sau, publicat intr-o revista romaneasca, nu includea data primirii
manuscrisului la redactie), acceptarea solutiei propuse de recenzenti: Acker-
mann gt Sudan au obtinut simultan si independent rezultatele respective.

Cei doi matematicieni impart prioritatea acestei descoperiri si argumentele
in favoarea acestei concluzii au aparut in C. Calude, S. Marcus, 1. Tevy, The
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first example of a recursive function which is not primitive recursive, Historia
Mathematica 6 (1979), 330-384. Acceptarea de citre comunitatea matematica
a acestui fapt nu s-a facut imediat. Au trebuit multi ani de eforturi matematice
si sociale pentru a se ajunge ca tratatele de specialitate sa citeze corect aceasta
descoperire.

Functia Ackermann-Sudan (o functie de doua argumente obtinuta prin
simplificarea functiilor originale de catre R. Peter si R. Robinson) A: N x N — N
este definita prin urmaétoarele trei ecuatii:

n—+1, daca m = 0,
A(m,n) —{ A(m —1,1), daca m >0sgin =0,
A(m —1,A(m,n —1)), dacam >0sin>0.

Definitia de mai sus este numita recurentd incrucigsatd: prima ecuatie
este folosita pentru pornire, a doua ecuatie este o iteratie, iar a treia ecuatie
este recurenta incrucigata propriu-zisa, cea care da “putere” functiei. Folosind

definitia de mai sus putem calcula direct valorile functiei. De pilda,
A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0,A(0,1)) = A(0,2) = 3,

folosind, in ordine, ecuatiile 3,2,1,1. Continuand sa calculam, obtinem A(1,2) =

4,A(1,3) = 5,A(1,4) = 6 (oare A(l,n) este egal cu n + 27), A(2,1) =

5,A(2,2) = 7,A(2,3) = 9,A(2,4) = 11 (oare cat este A(2,n)?), A(3,1) =

13, A(3,2) =29, A(4,1) = 65533 (oare cat este A(4,2)7). Putem recurge la un

calculator vizual pentru functia Ackermann-Sudan (http://www.gfredericks.
com/sandbox/arith/ackermann) pentru a continua experimentarile. Pe aceasta
cale descoperim (si demonstram apoi prin inductie) relatiile A(3,n) = 2n + 3

si B

A(4,n) = 22 3 cu (n + 3) exponentiale suprapuse.

Incercirile de a gasi formule simple pentru urmatoarele clase de valori
A(m,n), unde m = 5,6,... este fixat si n > 0, esueaza, dar prin acest proces
intelegem mai bine functia A. In particular, intelegem c& A este calculabild (re-
cursiva, folosind o terminologie mai veche). La nivel ne-formal asta inseamna
ca putem scrie un program care calculeaza valorile functiei A. S-au scris peste
100 de astfel de programe in limbaje de programare diferite, multe prezentate
in Rosetta Code (http://rosettacode.org/wiki/Ackermann function). I-
lustrim cu doud exemple. In limbajul functional Haskell programul este identic
cu definitia matematica:

AOn=n+1

AmO=A (m-1) 1
Amn=A (m-1) (Anm (n-1))
Programul

Require Import Arith.
Fixpoint A m := fix Am n :=
match m with
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| 0=>n+1
| S pm =>
match n with
| 0=>Apnmi1
| S pn =>A pm (A_m pn)
end
end.

este scris in limbajul demonstratorului automat Coq. Pentru a calcula A printr-
un program intr-un limbaj nerecursiv ca C++ trebuie sa simulam recurenta
incrucigata, un exercitiu interesant.

Functia Ackermann-Sudan are proprietati remarcabile matematice gi com-
putationale. Functia creste extraordinar de repede incat cele mai puternice cal-
culatoare moderne pot calcula doar cateva valori ale sale. Din acest motiv ea
a fost folosita pentru testarea eficacitatii compilatoarelor. Aceeasi proprietate
este folositoare in utilizarea functiei A in ierarhizarea functiilor primitiv re-
cursive (a se vedea C. Calude. Theories of Computational Complezity, North-
Holland, Amsterdam, 1988). In fine, o proprietate foarte speciald a functiei
este urmatoarea: a calcula A(m,n) este foarte dificil, dar testarea predicatului
A(m,n) = p se poate face extrem de rapid (cf. C. Calude. Super-exponentials
non-primitive recursive, but rudimentary, Inform. Process. Lett. 25 (1987),
311-315).

Stricta monotonie a functiei A implica faptul ca putem defini o
a lui A(n,n) in felul urmator:

a(m,n) =min{i > 1| A(i, [|m/n| > n}.

“inversa”

Functia «, care creste extrem de lent, intervine in analiza fina a com-
plexitatii concrete a algoritmilor, de exemplu, in analiza algoritmului Chazelle
de triangularizare a unui poligon (1991).

Astazi citarea corecta a lui Sudan este vizibila nu numai in literatura
domeniului, dar si in referinte generale ca articolul Sudan din Wikipedia.
Constructiile lui Ackermann gi Sudan au premers teoria calculabilitatii care
a fost dezvoltata abia la inceputul anilor ’30. Importanta functiilor lui Acker-
mann gi Sudan pentru noua teorie a fost constatata ulterior. Intr-adevir,
functiile construite de Ackermann gi Sudan sunt recursive, dar ne-primitiv re-
cursive, in fapt primele exemple de acest tip — un fenomen important in teoria
calculabilitatii. Au trebuit 8 ani (cf. R. Peter. Konstruktion nichtrekursiver
Funktionen, Math. Ann. 111, 1 (1935), 42-60), respectiv, 54 de ani (cf. C.
Calude, S. Marcus, I. Tevy. Recursive properties of Sudan function, Rewv.
Roumaine Math. Pures Appl. 25 (1980), 503-507) pentru a se demonstra ca
aceste functii au proprietatile respective.

Simultaneitatea unor rezultate importante este un fapt frecvent in mate-
matica, si, In general, In stiinta. In cazul de fata ea are o explicatie simpla:
Ackermann gi Sudan au fost colegi la studiile doctorale la Universitatea din
Gottingen, amandoi obtinand doctoratele in teoria multimilor (in acelagi an,
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1925) sub conducerea celebrului matematician german David Hilbert. Teza de
doctorat a lui Sudan a fost intitulatd Uber die geordneten Mengen (Despre o
teorie a multimilor ordonate).

Constructiile lor raspundeau unei conjecturi formulate de Hilbert in ar-
ticolul programatic despre infinit (D. Hilbert. Uber das Unendliche, Math.
Ann. 95 (1925), 161-190). Doctrina lui Hilbert, sintetizata de cuvintele Wir
missen wissen. Wir werden wissen (Trebuie sa stim. Vom sti), formulata ca
o replica la expresia latineasca Ignoramus et ignorabimus (Nu stim si nu vom
sti), necesita o forma matematica finitara a completitudinii matematicii.

Sase ani mai tarziu, matematicianul vienez in varsta de 25 de ani K. Godel
a demonstrat celebra teorema de incompletitudine (Uber formal unentscheid-
bare Satze der Principia Mathematica und verwandter Systeme, 1., Monats-
hefte fiir Mathematik und Physik 38 (1931), 173-98) care afirma ca in orice
sistem axiomatic consistent, care contine aritmetica elementara si foloseste o
multime calculabil enumerabila de axiome exista propozitii adevarate dar ne-
demonstrabile (in sistem). Matematica nu poate fi facutd numai cu calcula-
toare! O interpretare frecventa a acestui rezultat este ca teoretic programul lui
Hilbert a esuat. Godel insa n-a acceptat niciodata aceastd concluzie!

Dezvoltariile recente din domeniul demonstratoarelor automate precum
Coq sau Isabelle — un fenomen pe care l-am putea numi “revansa informaticii
in fata logicii matematice” — micgoreaza consecintele practice ale teoremei lui
Godel, reactualizand doctrina lui Hilbert.

Teorema lui Martin-Lof din 1995 privind inexistenta problemelor abso-
lut nedemonstrabile in matematica constructiva si tehnicile recente de apro-
ximare prin multimi decidabile a multimilor nedecidabile (C. S. Calude, D.
Desfontaines. Anytime algorithms for non-ending computations, International
Journal of Foundations of Computer Science, 2015, in curs de aparitie) com-
pleteaza matematic rezultatele informatice citate mai sus.

Matematicienii viitorului nu prea indepartat vor folosi demonstratoarele
automate cu aceeagi frecventa cu care matematicienii de azi folosesc limbajul
KTEX pentru a-gi publica lucrarile.

Cum a ajuns Moisil la informatia care a declangat aceasta cercetare nu
vom sti probabil niciodata. Participarea mea la aceasta “aventurd” (descrisa
cu amanunte de Profesor in cartea Din gandirea matematica romaneasca)
mi-a starnit un interes deosebit pentru studiul calculabilitatii, complexitatii si
informatiei, care a devenit subiectul meu preferat de cercetare pentru urmatorii
40 de ani. Desi despartiti fizic de 17248 Km, cooperarea cu Profesorul a
continuat fara intrerupere, cu aceeasi intensitate si bucurie. Pe masa de lucru
avem mai multe proiecte, incluzand complexitatea semiotica si neglijabilitatea
in matematica si fizica.

Ce vis poate fi mai frumos decat speranta de a le finaliza si de a incepe
alte proiecte?
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