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Această ultimă relaţie se poate scrie

lim
h→0

sin(θ + h)− sin θ

h
= cos θ,

tocmai concluzia dorită de noi.

Mulţumiri. Autorii mulţumesc profesorului Alexandru Gabriel Mı̂rşanu (Liceul
Teoretic de Informatică ,,Grigore Moisil” din Iaşi) pentru observaţiile utile
aduse conţinutului acestui articol.
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[7] MIT OpenCourseWare http://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-01sc-single-variable

-calculus-fall-2010/
[8] http://math.msu.edu/∼gnagy/teaching/

Asist. univ. Alexandru Negrescu, Universitatea Politehnica din Bucureşti
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Soluţii comentate ale unor probleme din Gazeta
Matematică

O soluţie a problemei S:E14.270

Vom prezenta două soluţii ale unei probleme de geometrie din Suplimentul
Gazetei Matematice, seria B, care folosesc teorema reciprocă a lui Menelaus,
respectiv teorema lui Menelaus.

În suplimentul Gazetei Matematice, seria B, din octombrie 2014, profe-
sorii Cosmin Manea şi Dragoş Petrică propun spre rezolvare următoarea pro-
blemă:

S:E14.270. Se consideră triunghiul ABC cu m(�A) = 90◦, AB > AC,
şi punctul D ∈ (AB) astfel ı̂ncât (AD) ≡ (AC). Paralela prin punctul D la
dreapta AC intersectează dreapta BC ı̂n punctul E. Fie punctul P ∈ (AE)
astfel ı̂ncât DP ⊥ AE. Să se demonstreze că dreapta BP trece prin mijlocul
segmentului [DC].
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Soluţia I. În cele ce urmează vom demonstra coliniaritatea punctelor B,P
şi M , mijlocul segmentului [DC], folosind teorema reciprocă a lui Menelaus
pentru triunghiul REC cu transversala B−P−M . Astfel, dacă vom demonstra
că

BE

BC
· CM

MR
· RP

PE
= 1,

concluzia rezultă imediat.
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Considerăm notaţiile uzuale: BC = a, CA = b şi AB = c.
În triunghiul ABC, folosind teorema fundamentală a asemănării, cuDE ‖

AC, avem

BE

BC
=

DE

AC
=

BD

BA
=

BA−DA

BA
=

BA−AC

BA
=

c− b

c
. (*)

Din asemănarea triunghiurilor ARC şi ERD (u.u.), unde {R} = AE ∩ CD,

avem
CR

RD
=

AC

DE
, de unde

CR

CD
=

AC

AC +DE
. Ţinând cont că

AC

DE
=

c

c− b
,

din (*), deducem că

CR

CD
=

c

2c− b
iar

DR

DC
=

CD − CR

CD
=

c− b

2c− b

şi atunci DR =
c− b

2c− b
DC. Rezultă imediat

MR = MD −RD =
1

2
CD − c− b

2c− b
CD =

b

2(2c − b)
CD,

deci
CM

MR
=

1
2CD

MR
=

2c− b

b
.

Conform teoremei catetei, ı̂n triunghiul ADE obţinem

PE

PA
=

PE ·AE
PA · AE =

DE2

DA2
=

Å

DE

AC

ã2
(∗)
=

(c− b)2

c2

şi atunci
PE

EA
=

(c− b)2

c2 + (c− b)2
iar

RE

EA
=

RD

DC
=

c− b

2c− b
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şi, prin ı̂mpărţire, avem

RE

PE
=

c− b

2c− b
· c

2 + (c− b)2

(c− b)2
,

de unde
PE

RE
=

(c− b)(2c − b)

c2 + (c− b)2
şi

PE

PR
=

(c− b)(2c− b)

c2 + (c− b)2 − (c− b)(2c − b)
=

(c− b)(2c − b)

bc
.

Evaluăm acum produsul amintit iniţial:

BE

BC
· CM

MR
· RP

PE
=

c− b

c
· 2c− b

b
· bc

(c− b)(2c − b)
= 1,

deci, teorema reciprocă a lui Menelaus asigură coliniaritatea punctelor B,P şi
M . �

Soluţia a II-a (dată de Artur Bălăucă, profesor, Iaşi). Ne propunem să
arătăm că punctul M , intersecţia dreptei BP cu dreapta CD, este mijlocul
segmentului (CD).

Notăm cu N punctul de intersecţie a dreptei BP cu dreapta DE.
În triunghiurile CDE şi ADE aplicând teorema lui Menelaus cu transver-

salele B −N −M , respectiv B −N − P , avem relaţiile:

MD

MC
· BC

BE
· NE

ND
= 1 şi

PA

PE
· NE

ND
· BD

BA
= 1.

Deci
MD

MC
· NE

ND
· BC

BE
=

PA

PE
· NE

ND
· BD

BA
,

de unde
MD

MC
=

PA

PE
· BD

BA
· BE

BC
. (1)

Din asemănarea triunghiurilor BDE şi BAC, folosind teorema funda-
mentală a asemănării, rezultă că

BD

AB
=

BE

BC
=

DE

AC
. (2)

Din (1) şi (2) rezultă că

MD

MC
=

PA

PE
· BD2

BA2
. (3)

Însă, ı̂n triunghiul ADE, din teorema catetei se obţine

PA

PE
=

AD2

DE2
=

AC2

DE2
. (4)

Din (2) şi (4) rezultă că

PA

PE
=

AB2

BD2
. (5)
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În final, din (3) şi (5) rezultă că
MD

MC
= 1, de unde MD = MC. �
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Cum se rezolvă?

Asupra reciprocelor Teoremei Stolz-Cesàro

Pornind de la reciprocele teoremei Stolz-Cesàro enunţate ı̂n [B], vom
prezenta două probleme apărute ı̂n Gazeta Matematică din anii 1913-1914,
respectiv 1901. Odată cu trecerea anilor, problemele puse ı̂n discuţie nu au
fost uitate, din contră, acestora le-au fost oferite noi soluţii şi generalizări.
Plecând de la ele s-au construit noi limite iar pe unele dintre ele ne-am propus
să le prezentăm ı̂n cele ce urmează.

Pentru ı̂nceput, urmând [B], vom enunţa două reciproce ale teoremei
Stolz-Cesàro.

Afirmaţia 1 (Reciproca ı̂ntâi a Teoremei Stolz-Cesàro). Fie (an)n∈N∗

şi (bn)n∈N∗ două şiruri de numere reale astfel ı̂ncât:

(1) 0 < b1 < b2 < ... < bn < ... şi lim
n→∞

bn = ∞;

(2) există lim
n→∞

an
bn

= l (finită sau infinită).

Atunci există

lim
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
= l.

Afirmaţia 2 (Reciproca a doua a Teoremei Stolz-Cesàro). Fie (an)n∈N∗

şi (bn)n∈N∗ două şiruri de numere reale astfel ı̂ncât există

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
= l (finită sau infinită).

Atunci şirul (bn)n∈N∗ are proprietatăţile:

(1) 0 < b1 < b2 < ... < bn < ...;
(2) lim

n→∞
bn = ∞.

Afirmaţiile enunţate mai sus nu sunt, ı̂n general, adevărate şi vom dovedi
acest lucru prin câte un contraexemplu.

Pentru Afirmaţia 1, vom considera şirurile (an)n∈N∗ şi (bn)n∈N∗ , cu an =
(−1)n iar bn = n, ∀n ∈ N

∗. Atunci,

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(−1)n

n
= 0,


