Solutii comentate ale unor probleme din Gazeta
Matematica
e

O solutie a problemei S:E14.270

Vom prezenta doua solutii ale unei probleme de geometrie din Suplimentul
Gazetei Matematice, seria B, care folosesc teorema reciproca a lui Menelaus,
respectiv teorema lui Menelaus.

In suplimentul Gazetei Matematice, seria B, din octombrie 2014, profe-
sorii Cosmin Manea si Dragos Petrica propun spre rezolvare urmatoarea pro-
blema:

S:E14.270. Se considera triunghiul ABC cu m(<tA) = 90°, AB > AC,
si punctul D € (AB) astfel incit (AD) = (AC). Paralela prin punctul D la
dreapta AC' intersecteazda dreapta BC' in punctul E. Fie punctul P € (AE)
astfel incat DP 1 AE. Sa se demonstreze cd dreapta BP trece prin mijlocul
segmentului [DC].
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Solutia I. In cele ce urmeazd vom demonstra coliniaritatea punctelor B, P
si M, mijlocul segmentului [DC], folosind teorema reciproca a lui Menelaus
pentru triunghiul REC cu transversala B— P— M. Astfel, daca vom demonstra
ca

BE CM RP

BC MR PE
concluzia rezulta imediat.

B

DN

A
Consideram notatiile uzuale: BC =a, CA=0bsi AB = c.

In triunghiul ABC, folosind teorema fundamental a aseménirii, cu DE ||
AC, avem

BE DE BD BA- DA BA — AC c—b

BC  AC ~ BA BA BA c )
Din aseméanarea triunghiurilor ARC si ERD (u.u.), unde {R} = AENCD,
avem @ _AC de unde CR = AC . Tinand cont ca A—C S
RD  DE’ CD AC+ DE ~ DE c¢—Vb’
din (*), deducem ca
CR c . DR CD-CR c—b
CD 2c—b ™ DC~  CD  2-b
$i atunci DR = QCC:bbDC . Rezulta imediat
MR=MD — RD——CD——bCD:LCD
2c—b 2(2c—b)

deci
CM 3CD 2c-b

MR MR b
Conform teoremei catetei, in triunghiul ADE obtinem
PE _PE-AE DE* _ (DE>2 () (c—b)?
PA PA-AE DA2 \AC/ 2

C
sl atunci
PE  (¢c—-b?  RE RD c—b
FA  @1(c—b2 ™ EA DC ™ 2c—b
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si, prin Impartire, avem
RE c¢—b A+ (c—b)?

PE  2c—b  (c—b?
PE (c—=b)(2c—b)

de unde "E = m si
PE (c—b)(2¢—) _ (c=b)(2c—1D)
PR 2+ (c—0)2—(c—0b)(2c—D) be '
Evaluam acum produsul amintit initial:
BE CM RP _c—b 2e-b b
BC MR PE c b (c—0)(2¢ —b) ’
deci, teorema reciproca a lui Menelaus asigura coliniaritatea punctelor B, P si
M. O

Solutia a II-a (data de Artur Baldaucd, profesor, Iagi). Ne propunem sa
aratam ca punctul M, intersectia dreptei BP cu dreapta C'D, este mijlocul
segmentului (CD).

Notam cu N punctul de intersectie a dreptei BP cu dreapta DFE.

In triunghiurile CDFE si ADFE aplicand teorema lui Menelaus cu transver-
salele B — N — M, respectiv B — N — P, avem relatiile:

MD BC NE 1,PA NE BD 1
MC BE ND ¥ PE ND BA

Deci
MD NE BC PA NE BD
MC ND BE PE ND BA’
de unde
MD PA BD BE (1)
MC ~PE BA BC’
Din aseméanarea triunghiurilor BDE si BAC, folosind teorema funda-
mentald a asemanarii, rezulta ca

BD _BE _ DE o)
AB BC AC’
Din (1) si (2) rezulta ca
MD  PA BD? 3)
MC PE BA?
Insi, in triunghiul ADE, din teorema catetei se obtine
PA  AD*  AC? )
PE DE? DE?
Din (2) si (4) rezulta ca
PA  AB?
PE ~ BD? (5)
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. MD
In final, din (3) si (5) rezulta ca UC 1, de unde MD = MC. O
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