Revenire la un articol din Didactica Matematica nr. 1/2013

Scopul acestui articol este de a prezenta o solutie geometrica a unei pro-
bleme cu un enunt ,,algebric” din Gazeta Matematica. Apoi, vom vedea cum
poate aparea o inegalitate interesanta, pornind de la un simplu model geome-
tric.
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1. O problema din Gazeta Matematica care permite mai multe re-
zolvari interesante. In Gazeta Matematica nr. 4/2013 a aparut urmatoarea
problema, propusa de profesorii Cristina si Mihai Vijeliuc din Baia Mare:

E:14486. Fie a si b numere reale astfel incat: |a| <1 si |b| < 1. Aratati ca
la|v/1 =02+ [b]v/1—a2 <1

Problema a trezit interesul doamnei profesor Cristina Maria Militaru, care
a prezentat in revista Didactica Matematica nr. 1/2013 trei solutii diferite:

e solutia directa, care vizeaza competenta de baza a calculului cu litere
si expresii irationale;

e solutia bazata pe inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz, pentru
grupele de elevi care frecventeaza cercurile de matematica sau clasele
de excelenta;

e solutia trigonometrica, ce poate fi abordata tot de elevii care se pregatesc
suplimentar pentru concursurile de matematica.

O solutie geometrica, ingenioasa si destul de accesibila. Reamintim
elevilor una dintre teoremele lui Claudius Ptolemeu (cca. 87-165):

Intr-un patrulater inscriptibil ABCD, suma dintre produsele lungimilor
laturilor opuse este egala cu produsul lungimilor diagonalelor, adica:

AC-BD =AB-CD + BC - AD.
Consideram un cerc de diametru AC' = 1, pe care luam punctele B si D
astfel incat BC' = |a| 51 CD = |b).
Segmentul AC fiind diametru, triunghiurile ABC' si ADC sunt dreptun-
ghice si avem ca m(<ABC) = m(<ADC) = 90°.

Aplicand teorema lui Pitagora se obtine ca AB? = AC? — BC? =1 —d?,
deci AB = /1 —a?. Analog se ajunge la AD = /1 — b? si inlocuim in relatia

lui Ptolemeu:
Ib|v/1—a?+la|V/1—0b>=AC - BD.
Stim ca AC este 1 iar BD, fiind o coarda in cerc, nu poate fi mai mare decat

diametrul cercului, deci BD < 1. Problema a fost rezolvata cu putin efort de
gandire si fara calcule.
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Conditia de egalitate este simpla si evidenta: pentru BD = 1, patru-

laterul ABC'D este un patrulater inscriptibil cu diagonalele congruente, deci
dreptunghi, si a® + b% = 1.
2. O inegalitate pornind de la a doua teorema a lui Ptolemeu, creata
dintr-o joaca. In momentul in care reugesc sa inteleaga algoritmul de re-
zolvare a unui tip de probleme, chiar si elevii sunt capabili s nascoceasca, pe
acelagi tipar, probleme noi.

Un exemplu in acest caz este urmatoarea problema, propusa de un elev
din clasa a IX-a. El a creat o inegalitate pornind de la a doua teorema a lui
Ptolemeu. Respectand notatiile din desenul prezentat la problema de mai sus,
teorema spune ca:

Intr-un patrulater inscriptibil ABCD este indeplinita relatia:

AC  AB-AD+CB-CD
BD BA-BC+ DA-DC’

Daca AC =1 si consideram AB = a si AD = b, relatia devine:
ab+vV1—a?2-vV1-02 1
a/I-@+b/1-0 BD
ab—l—\/l—a2-\/1—b2>
av1l— a2+ bv1 — b2

1
Dar BD < 1girezulta ca 5D > 1, iar relatia devine

care este echivalenta cu relatia:
ab+V1—a2-V1—-b2>a\V1—a2+byV/1— 02

Aceasta relatie descoperita pe cale geometricd se poate demonstra cu usurinta

folosind rationamente algebrice; prin ridicare la patrat si asocieri uzuale, re-

ducandu-se la (a2 +b% - 1)2 > 0, evident adevarata.

Egalitatea se realizeazi cand a? + b> = 1, deci cand patrulaterul este
un dreptunghi. Frumusetea problemei consta in multitudinea posibilitatilor
de rezolvare. Elevii isteti pot descifra tainele geometriei prin calculul algebric
si pot, de asemenea, rezolva probleme de algebra utilizand cunostintele de
geometrie.
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