Probleme de coliniaritate si concurenta

Nimic nu este Intdmpldtor, totul existd in cadrul unei structuri/combinatii mai
mult sau mai putin cunoscute in ansamblul ei. Geometria nu face exceptie din
acest punct de vedere.

Inci din clasa a VI-a, programa de geometrie ne oferd acele parghii” care
ne ajutd sa demonstram sau sa verificdim o anumita relatie a unor elemente sau
figuri geometrice. Un unghi alungit determinat de semidreptele [OA si [OB ne
asigurd coliniaritatea punctelor A, O si B. Apoi, reciproca teoremei unghiurilor
opuse la varf si axioma paralelelor sunt, de asemenea, “arme” pe care le primim
pentru “lupta” cu problemele de coliniaritate. In clasa a VII-a “arsenalul” nostru
se imbogdteste cu teorema lui Menelaos si reciproca acesteia. Liniile importante
in triunghi (medianele, bisectoarele, Tndltimile si mediatoarele) sunt concurente.
Iar dacd dreptele din problemd nu sunt dintre liniile importante”, dar produsul
rapoartelor cu lungimile segmentelor determinate de ele pe laturile unui triunghi
(structurat intr-o anumita ordine - conform relatiei din teorema lui Ceva) are val-
oarea 1, ne oferd informatia cd acestea sunt concurente. Sunt si alte enunguri utile
in rezolvarea problemelor de concurentd, teoreme care pot fi studiate incepand
cu clasa a VII-a fard dificultate (de exemplu, teorema lui Van Aubel sau lema lui
Carnot).

Sa reamintim cateva notiuni utile pentru a rezolva problemele ce urmeaza.

e Punctele A, O si B sunt coliniare dacd si numai dacd m(<<AOB) = 180°.

e Reciproca teoremei unghiurilor opuse la varf. Daca semidreptele O A si
O B sunt opuse, iar semidreptele OC' si O D sunt situate de o parte si de alta
a dreptei AB astfel incat m(<AOC) = m(<BOD), atunci punctele C, O
si D sunt coliniare.

e Axioma paralelelor. Printr-un punct exterior unei drepte se poate construi
o dreaptd si numai una care sa fie paraleld cu dreapta initialda.

e Teorema lui Menelaos. Fie un triunghi ABC si punctele A’, B, C" pe
dreptele BC', C'A, AB - astfel incat fie doua dintre ele sunt situate pe laturi
iar celdlalt punct pe prelungirea celei de-a treia laturi, fie toate trei sunt
situate pe prelungirile laturilor. Punctele A’, B’, C’ sunt coliniare daca si
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o Intr-un triunghi medianele (respectiv bisectoarele, iniltimile si mediatoarele)
sunt concurente.

e Teorema lui Ceva. Fie un triunghi ABC si punctele A’ B', C’, diferite
de varfurile triunghiului, pe laturile BC, C'A, respectiv AB. Dreptele AA’,

A'B B'C
BB',CC” sunt concurente daci si numai daci are loc relatia 10 BA
C'A I
c'B

Probleme rezolvate

1. Fie triunghiul ABC' iar D si F puncte pe AB, respectiv pe AC, astfel Incat

DA EC
DB - FA Fie DF' | BC,F € AC. Aratati c:
a. segmentele [AC si [E'F] au acelagi mijloc;

b. mijloacele segmentelor [AB], [AC]| si [D E] sunt coliniare.

Solutie. a. Fie punctul N mijlocul segmentului [AC]. Avem, din ipotezd, ci

DA EC DA  AF

DE - FA iar DF' || BC implici — DB~ FC Din cele douai relatii obtinem
EC AF de unde ( d ) EC AF dick

cd— = e unde (prin proportii derivate = , adica
EA . FC’ prin proporti EA+ EC  AF 1 FC

EC AF
a0 = Ao ceea ce implicd EC = AF. Atunci FN = AN-A=CN-CFE =

EN, ceea ce conduce la faptul cd punctul V este mijlocul lui [E'F].

b. Fie punctul M mijlocul segmentului AB. Atunci M N || BC || DF. (1)
Daci P este mijlocul lui [DE], atunci [PN] este linie mijlocie in AEDF, adicd
PN || DF. (2) Tinand cont de relatiile (1), (2) si de axioma paralelelor, deducem
cd dreptele PN si M N coincid, adicd punctele M, N si P sunt coliniare.
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2. In trapezul ABCD, cu AD || BC, bisectoarele interioare din A si din B se
taie in punctul £, bisectoarele interioare din C' si din D se taie in punctul F'. Fie
punctul G mijlocul diagonalei [AC. Aritati cd punctele £, F, G sunt coliniare.

Solutie. Unghiurile <A si <B fiind suplementare, AAF B este dreptunghic
in E. Consideram M mijlocul segmentului [AB]. Atunci [EM] este mediand in
AAEB si AMEA este isoscel cu MA = ME si m(<MFEA) = m(<MAE).
Cum (AF este bisectoarea unghiului <BAD obtinem cd m(<M EA) = m(<EAD),
adicd M E || AD, ceea ce ne spune ci punctul F se afld pe linia mijlocie a trapezu-
lui. Analog, pentru punctul F'. Iar punctul G, fiind mijlocul diagonalei AC, se
afla si el pe linia mijlocie, prin urmare avem coliniaritatea punctelor F, F' si G.

3. Se dau cercurile de centre O si O’, tangente exterior in punctul 7. Fie A un
punct oarecare in planul cercurilor, situat in exteriorul lor. Tangenta comund exte-
rioard a cercurilor intersecteazd segmentele [AO], [AO’] in punctele M, respectiv
N. Sa se arate cd dreptele AT, ON si O’ M sunt concurente.

Solutie. Fie punctele R si R, proiectiile punctelor O, respectiv O’ pe tangenta

exterioard comuna celor doud cercuri, iar punctul P intersectia dreptei OO’ cu

PO OR
aceasta tangentd. Atunci APO'R’ ~ APOR si de aici avem = =

oT PO"  OR
OT Considerand AAOQO’ cu transversala M — N — P, conform teoremei lui
PO NO MA OT NO MA

Menelaos, avem ca = 1. Prin urmare,

. . . . =1

PO NA MO OT NA MO
si, conform teoremei lui Ceva, dreptele AT, ON si O’ M sunt concurente.

4. Fie un triunghi ABC, [AA,],[BB],[CC] sunt indltimile sale, punctele
A’ B', C'" sunt mijloacele laturilor si A”, B”, C” sunt mijloacele indltimilor sale.
Sé se demonstreze ca dreptele A’A”, B'B” si C'C” sunt concurente.

Solutie. In AA’B'C" este evident ci A” € B'C',B" € A'C",C" € A'B'. Se

A'C" AB

aratd usgor cd — Z1= i analoagele. Cum inilfimile [A4,], [BB,], [CCY]

A" B! Al C
sunt concurente, avem, conform teoremei lui Ceva, cd AB BiC G
D ) ) AIC’ BlA OIB =
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T i gy = b adicd dreptele A'A”, B'B” 5i C'C” sunt

L,

ce implica
concurente.

Propunem spre rezolvare urmétoarele probleme:

5. Fie un triunghi oarecare ABC, in care punctul H este ortocentrul sdu,
punctul O este centrul cercului circumscris iar puncrtul G este centrul de greutate.
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Ardtati cd punctele O, G si H sunt situate pe aceeasi dreaptd (numitd dreapta lui
Euler) st HG = 2GO.

6. Fie ABC' un triunghi si M un punct arbitrar pe cercul circumscris aces-
tuia. Sa se arate ca picioarele perpendicularelor duse din punctul M pe laturile
triunghiului sunt situate pe aceeasi dreaptd (numitd dreapta lui Simson).

7. Teorema lui Salmon. Pe un cerc se considera punctele A, B,C' si P.
Aratati ca cercurile de diametre PA, PB, PC, se intdlnesc doua cate doua in trei
puncte coliniare.

8. In triunghiul ABC considerim punctul M mijlocul laturii [BC], [M P
bisectoarea unghiului <AM B iar [M N bisectoarea unghiului <AMC, cu P €
AB si N € AC. Aratati cd dreptele AM, BN si C' P sunt concurente.

9. Fie ABC un triunghi oarecare si C(O; R) un cerc care intersecteaza laturile
BC,CA si AB in punctele Ay, Ay, By, Bo, C1,C5. Sa se demonstreze ca daca
dreptele AA,, BB, C'C} sunt concurente, atunci si dreptele AA,, BBy, C'Cy sunt
concurente.
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