O lectie de combinatorica. Dubla numarare
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Materialul de fata este pe de o parte, o propunere de lectie de recapitulare si
de fixare a principalelor notiuni de combinatorica invatate in clasa iar pe de alta
parte se poate constitui intr-un antrenament al elevilor ce vor sa participe la
olimpiade golare si concursuri de matematica, metoda folosita pentru rezolvarea
tuturor exercitiilor fiind cea a dublei numarari. Caracterul concret al majoritatii
problemelor ar putea face o astfel de lectie mult mai atragatoare, elevii putand fi
?pacaliti” prin rezolvarea problemei concrete in gasirea enuntului pur matematic
echivalent.

O astfel de lectie ar trebui s inceapa prin a reaminti elevilor cateva definitii
si proprietati deja invatate:

e o permutare a multimii {1,2,...,n} este o rearanjare a acesteia. Numérul
permutarilor unei multimi avand n elemente este P, = n!.

e numarul modurilor in care putem alege o submultime cu &k elemente dintr-
o multime cu n elemente este C* = (n%k'),k, (combinari de n obiecte luate

céte k).

e numarul total de submultimi ale unei multimi cu n elemente este 2" =

2imo O

Uneori exista mai multe cai de a numara o cantitate. Numarand-o in doua
moduri (folosind adicd numarare dubld), putem obtine acelagi lucru in forme
diferite. Putem astfel ajunge la identitati si inegalitati interesante.

1. Sa se interpreteze identitatile de mai jos din punct de vedere combinato-
rial, folosind dubla numarare:

a. Ck=ckl ok .
b. C}+2C%2+3C3+---+Cn=n-2""1.
¢ Yoo CRCHF = Cy, = 31 (CR)?.

Pentru pregatirea demonstrarii identitatilor combinatorii de mai sus, elevii
ar putea fi "antrenati” prin citeva Intrebari cu raspuns imediat. De exemplu:

- 1n cate moduri pot fi alese echipe de cate 4 membri dintr-un lot de 10
sportivi? (raspuns: Cfy)

- In cate moduri pot fi alese echipe de cate 5 membri dintr-un lot de 13
sportivi dacd se desemneazi si un cipitan de echipa? (rdspuns: 5 - C};)

- 1n cate moduri pot fi alese echipe de cate opt baieti si doua fete dintr-un
lot de 10 baieti si 10 fete? (raspuns: C%, - C%,)

- dintr-o multime de 17 concurenti in cate moduri pot fi desemnati 8 castigatori?
Dar 9 invingi? (raspuns: C§, = C},)



In functie de identititile ce urmeazd a fi rezolvate, profesorul ar putea si
aleaga si alte ,,mici” exercitii de tipul celor de mai sus.

Generalizand ultimul exemplu de mai sus, s observam ca pentru orice nu-
mere naturale n si k astfel incat n > k > 0 avem Ck =Cn~*. Evident, aceasta
identitate ar putea fi demonstrata algebric, utilizand formula combinarilor, dar
un argument combinatorial, folosind dubla numarare, este mult mai potrivit. A
alege k cagtigatori dintr-o multime de n concurenti este echivalent cu a alege
n — k invinsi din aceeasi multime. Exista C¥ posibilitati pentru prima alegere
i C"~* pentru cea de-a doua. Agsadar, cele doua cantititi trebuie sa fie egale.

Argumentul combinatorial va face ca elevii sa inteleaga de ce identitatea este
adevarata pe cand argumentul algebric le arata doar ca aceasta este adevarata.

Odata ce elevii au fost deja ”Incalziti” se poate trece la demonstrarea iden-
titatilor propuse. Evident, din punct de vedere metodic, aceste identitati, ar
putea fi enuntate abia acum pentru a nu ”speria” elevii prea tare.

a. Evident se poate justifica identitatea in cazul general, dar alegand valori
concrete pentru n i k ar putea fi mult mai ugor pentru elevi. Sa luam de exemplu
n = 15 g1 k = 9. Profesorul poate propune elevilor sa incerce sa numere cate
echipe de cite 9 membri se pot forma dintr-un lot de 15 sportivi. Pe de o
parte, numarul modurilor de a alege echipe cu 9 sportivi dintr-o multime de 15
oameni este C{5. Interesant este si vedem cum mai putem numira cate astfel
de echipe exista. Fixdm unul dintre sportivi (si zicem Alex) din lot. Multimea
chipelor formate din 9 sportivi se imparte in doua submultimi disjuncte: cele
care-1 contin pe Alex si cele care nu. Céate echipe care-1 includ pe Alex se pot
forma? Deoarece Alex a fost deja ales completam echipa cu inca 8 sportivi din
cei 14 ramasi, adicd sunt C§, echipe ce il contin pe Alex. Pentru a numira
restul de echipe, trebuie sa alegem 9 sportivi, dar din nou din 14 deoarece Alex
a fost exclus, adica avem C}, astfel de echipe. Numaérul total de echipe este
suma C%, + C},, care este chiar CY;.

b. Pentru interpretarea acestei identitati, sa ne imaginam urmaétorul sce-
nariu. Dintr-o multime de n sportivi vrem sa formam echipe, fiecare avand un
capitan de echipa (se accepta echipe formate dintr-un singur sportiv acesta fiind
evident chiar cdpitanul). S& calculam in doua moduri numéarul de echipe avand
un capitan ales.

Pe de o parte, din n sportivi putem alege iIn n moduri un capitan. La
fiecare dintre acegtia se adaugd ceilalti membri ai echipei (in numéar de & cu
0 <k <n—1). Adica, pentru fiecare cipitan ales, putem forma 2"~! echipe
(de ce?). Asadar putem forma n2" ! echipe cu un cépitan ales.

Pe de alta parte pentru fiecare k, 1 < k < n, putem alege o echipa formata
din k sportivi in C¥ moduri si deci exista kC¥ echipe formate din k sportivi
avand un capitan de echipa ales. Facand sumarea obtinem exact suma din
membrul stang al identitatii.

c. Presupunem ca dintr-o multime de n baieti gi n fete, vrem sa alegem o
echipa formata din n persoane. Pe de o parte, acest numar este chiar termenul
din mijloc, adica C%,. Pe de alta parte, sa facem calculul in functie de numarul
de baieti (sau fete) din fiecare echipa. Pentru orice k, 0 < k < n, putem alege k
baieti in C* moduri iar celelalte n — k locuri vor fi completate cu fete in C—*



moduri. Astfel, numarul echipelor avand k baieti si n — k fete este C*Cn—F.
Facand acum sumarea se obtine membrul stang al identitatii. Pentru termenul
din dreapta se foloseste formula combinirilor complementare Ck = Cn=%. W

Identitatile de mai Inainte pot fi evident demonstrate prin diverse metode
(algebrice sau chiar folosind instrumente de analizd matematicd), dar metoda
prezentata ar putea fi una mult mai atractivd pentru elevi. Acestia pot fi
incurajati sa descopere ce probleme de numarare se afla in spatele altor identitati
combinatorii si sa incerce sa le demonstreze.

2. Fie n puncte in plan astfel incat oricare trei sunt necoliniare. Sa se arate
ca numarul triunghiurilor de arie egala cu 1, avand varfurile in multimea data,
nu este mai mare decat 2(n? — n).

Solutie Notam cu k£ numarul triunghiurilor de arie 1 cu varfurile din cele n
puncte. Ne uitdm acum la perechile (I, A), unde [ este latura a triunghiului A
iar aria triughiului A este egald cu 1. Fie t numarul acestor perechi. Pe de o
parte este clar ca 3k =t.

Pe de alta parte, pentru fiecare latura fixatd AB (A si B puncte in multimea
datd), exista cel mult patru triunghiuri de arie 1 avand una din laturi AB si un
al treilea varf printre punctele date (deoarece aceste puncte se afla la aceeasi
distanta de dreapta suport a lui [ gi nu exista 3 puncte coliniare). Rezultd atunci
cat< 402.

Combinand cele doua relatii, se obtine 3k =t < 4%
inegalitatea din enunt. W

Dupa rezolvarea acestei probleme iegite din tipare, este momentul sa dam
elevilor cateva sfaturi privind utilizarea dublei numarari in rezolvarea unor prob-
leme:

, care reprezinta chiar

e Sa caute numararea cea mai potrivita. De exemplu, In exercitiul
precedent elementele ce se preteaza a fi numarate sunt punctele, laturile
si triunghiurile. In cazul nostru, am ales laturile deoarece este mai ugor
sa gasim o margine pentru numarul triunghiurilor ce contin o latura data.
In final am ales s& numéaram laturi gi triunghiuri.

e Sa numere (daci este mai avantajos) perechi sau chiar triplete
ordonate de obiecte specifice problemei. De exemplu, am numarat
mai sus perechi de forma (laturd, triunghi).

e Daca problema cere sa se calculeze o anumita cantitate, sa caute
metode de a numara in doua moduri o alta cantitate, astfel incat
una din numaratori contine cantitatea ceruta, iar cealalta nu.
In exemplul nostru egalitatea ce contine cantitatea k ceruta este evident
3k =t.

In exemplul de mai sus am numarat in doud moduri perechi de tipul (latura,
triunghi). Exemplul urmator ne va arata ca este util uneori s numaram anumite
triplete ordonate

Exemplul 3 Intr-o scoala sunt 2011 de baieti si 2011 de fete. Niciun elev
nu poate participa la mai mult de 100 de cluburi si oricare doi elevi de sex opus
participa Tmpreuna la cel putin un club. Sa se arate ci existd un club cu cel
putin 11 baieti si cel putin 11 fete.



Solutie Informatia despre perechile (baiat, fatd) ne sugereaza sa consideram
multimea S a tripletelor (b, f, ¢) unde b este baiat, f este fatd, iar ¢ este un club
la care participa atat b cat si f. Elementele multimii S vor fi numéarate in doua
moduri diferite.

Stim din ipoteza ca pentru orice pereche (b, f) cei doi vor participa la cel
putin un club impreuna, si cum exists 20112 perechi, rezulta card S > 20112

Presupunem acum ca nu exista cluburi avand in acelasi timp cel putin 11
baieti si cel putin 11 fete. Multimea S se partitioneaza acum in multimea X
a tripletelor in care clubul are cel mult 10 baieti si multimea Y a tripletelor
pentru care clubul are cel putin 11 baieti si deci are cel mult 10 fete (datorita
presupunerii facute). Deoarece orice elev poate participa la cel mult 100 de
cluburi si deoarece sunt 2011 fete, rezulta ca numarul perechilor (f,c) cu f in ¢
este cel mult 2011 x 100 gi deci cardinalul lui X este cel mult 2011 x 100 x 10.
Analog, cardinalul multimii Y este cel mult 2011 x 100 x 10. In final obtinem

20112 < card S = card X + card Y < 2011 x 2000,
care este evident o contradictie. W

Lectia se poate incheia cu o problema mai dificila ce se rezolva folosind prin-
cipiul dublei numarari sau prin exemplificarea unei aplicari a metodei la prob-
leme ce nu sunt neaparat de numérare. Folosind dubla numarare intr-un mod
cu totul neagteptat se poate da o demonstratie foarte frumoasa a urmatorului
rezultat de algebra.

Mica Teorema a lui Fermat Daca a este un numar natural nenul iar p
este un numar prim, atunci a? = a (mod p).

Demonstratie. Li se va sugera mai intai elevilor sa caute o forma echiva-
lenta a congruentei ce trebuie demonstrata. Evident, este suficient sa aratam ca
aP — a este un multiplu de p. Aparitia termenului a” ne sugereaza sa consideram
urmatoarea problema de numarare. Ne vom uita la multimea tuturor cuvintelor
de lungime p cu litere dintr-un alfabet avand a simboluri diferite, formate cu cel
putin doua litere. Pe de o parte, cardinalul acestei multimi este evident a? — a.

Pe de alta parte, putem Imparti multimea acestor cuvinte in clase. Doua
cuvinte sunt in aceeagi clasa daca unul este obtinut din celalalt prin permutari
circulare succesive. S& remarcam ca toate cele p permutate circulare ale unui
cuvant sunt distincte (deoarece p este numar prim, un cuvant nu poate fi compus
din subcuvinte identice de lungime mai mare ca 1). Astfel, toate clasele au exact
p cuvinte i deci cardinalul multimii cuvintelor este multiplu de p.

Pentru ca elevii sa inteleagd mai bine acest rationament, este indicat sa
se se considere cazuri concrete. De exemplu cand alfabetul este format din 2
simboluri iar cuvintele sunt de lungime 5.
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