CONCURSUL ” GAZETA MATEMATICA SI VITORIOLIMPICI.RO”
ETAPA FINALA
CAMPULUNG MUSCEL, 17-22 AUGUST 2015

Solutii si baremuri — Clasa a I'V-a

Problema 1. Cate numere naturale de cinci cifre trebuie sa scriem pentru
a fi siguri ca printre ele exista unul egal cu rasturnatul sau?
ViitoriOlimpici.ro
Solutie. Cea mai proasta situatie ar fi sa scriem pentru inceput toate
numerele care nu sunt egale cu rasturnatul sau. Urmatorul numar va fi un
numar egal cu rasturnatul sau. Pentru a afla cate astfel de numere avem, din
numarul total de numere de cinci cifre scadem numarul de numere de cinci
cifre egale cu rasturnatul lor. ... ... ... .. 4 p
Numarul de numere de cinci cifre este

9 x 10 x 10 x 10 x 10 = 90000

Numerele de cinci cifre egale cu rasturnatul lor au forma abcba i numarul
lor este
9 x 10 x 10 =900

Numarul numerelor care nu sunt egale cu rasturnatul lor este

90000 — 900 = 89100

Problema 2. Dintr-un pachet de carti de joc se scot doua carti, diferite
ca valoare. Daca suma numerelor scrise pe cartile ramase este 390, aflati ce
numere sunt scrise pe cartile scoase. (Asul se considera ca are scris pe el
numarul 11.)

Gazeta Matematica

Solutie. Suma tuturor numerelor scrise pe cartile de joc dintr-un pachet,
in conditiile in care asul inseamna 11, este egala cu

4x(24+3+4+...4+14) =416
Cum suma numerelor scrise pe cartile ramase este 390 rezulta ca suma
numerelor scrise pe cartile scoase este

416 — 390 = 26

Numerele scrise pe cele doua carti sunt 14 si 12.



Varianta 13 si 13 nu ne convine deoarece ”"se scot doua carti, diferite ca
valoare” .

Daca pe una dintre carti este scris un numar mai mic decat 12, atunci
celalalt numar trebuie sa fie mai mare decat 14, ceea ce este imposibil. ...3p

Problema 3. In 19 vase sunt 71 de litri de apa. Unele vase au capacitatea
de 5 litri, altele de 4 litri si altele de 1 litru. Cate vase sunt de fiecare fel stiind
ca vasele de 4 litri sunt de doua ori mai multe decat vasele de 1 litru?

Solutie. In dous vase de 4 litri si un vas de 1 litru, adica in trei vase, sunt
9 litri. Asta Inseamna ca putem inlocui cele 3 vase cu 3 vase de cate 3 litri
fiecare. In acest fel numérul vaselor raimane acelagi; la fel cantitatea de apa,
dar problema se formuleaza astfel: ”In 19 vase sunt 71 de litri de apa. Unele
vase au capacitatea de 5 litri, altele de 3 litri. Cate vase sunt de fiecare fel?”

Rezolvam aceasta problema prin metoda falsei ipoteze.
Daca toate vasele ar fi de 5 litri, atunci cantitatea de apa ar fi

19 x 5 = 95 (litri)

Dar sunt 71 de litri. Diferenta de 24 de litri (95— 71 = 24) provine de la faptul
ca exista gi vase de 3 litri. Pentru fiecare vas de 3 litri avem in plus 2 litri.
Numarul vaselor de 3 litri este

24 :2 =12 (vase)
iar numarul vaselor de 5 litri este

19 — 12 =7 (vase)

In problema initiala nu aveam vase de 3 litri, prin urmare cele 12 vase sunt
de 4 litri, respectiv 1 litru.

Cum numarul vaselor de 4 litri este de doua ori mai mare decat al vaselor
de 1 litru obtinem imediat ca sunt 8 vase de 4 litri gi 4 vase de 1 litru.

In concluzie avem 7 vase de 5 litri, 8 vase de 4 litri si 4 vase de 1 litru.



CONCURSUL ” GAZETA MATEMATICA SI VITORIOLIMPICI.RO”
ETAPA FINALA
CAMPULUNG MUSCEL, 17-22 AUGUST 2015

Solutii si baremuri — Clasa a V-a

Problema 1. Un numar natural se numeste perfect daca toate cifrele sale
sunt patrate perfecte gi suma oricaror doua cifre alaturate este patrat perfect.

a) Aratati cad un numar perfect de 2015 cifre contine in scrierea sa cel putin
1007 cifre egale cu 0.

b) Stabiliti cate numere perfecte de 5 cifre exista.

ViitoriOlimpici.ro

Solutie. a) Cifrele care sunt patrate perfecte sunt 0, 1, 4 i 9.

Observam ca suma oricaror doua cifre nenule, dintre cele de mai sus, nu
dau un patrat perfect.

Deducem ca suma a doua astfel de cifre este un patrat perfect daca cel
putin una dintre ele este 0. ... .. 3p

Prima cifra a oricarui numar este diferita de 0. Raman celelalte 2014 cifre,
pe care le grupam cate doua; sunt 1007 grupe. In fiecare grupa cel putin una
dintre cifre trebuie sa fie 0 (pentru a avea suma a doua cifre alaturate un patrat
perfect).

In concluzie, un numdr perfect de 2015 cifre are cel putin 1007 cifre egale
3 1p

b) Numerele perfecte de 5 cifre pot avea una dintre formele: a0b0c, a00b0,
a0b00, a000b sau a0000, unde a,b,c € {1,4,9}. ... ... ... ... 1p

Numere de forma a0b0c0O avem

3-3-3=27

Pentru fiecare dintre formele a00b0, a0b00, a000b avem
3-3 =9 (numere)

Numere de forma «0000 sunt 3.
In concluzie avem 2743 -9+ 3 =57 de numere. ..................... 2p

Problema 2. Un teren agricol are forma dreptunghiulara si aria de 7,2 ha.

O parcela din acest teren are dimensiunile jumatati din dimensiunile terenului,

iar o alta parcela are lungimea egala cu doua cincimi din lungimea terenului,

latimea fiind egala cu latimea terenului. Daca perimetrele acestor doua parcele
sunt egale, determinati perimetrul terenului initial.

Monica Sas, Gazeta Matematica

Solutie. Notam lungimea terenului initial cu 10a (pentru a se putea imparti
usor la 2 gi la 5) si latimea cu 2b (pentru a se putea imparti usor la 2).

Cu acestea, una dintre parcele are lungimea 5a si latimea b (7O parcela din
acest teren are dimensiunile jumatati din dimensiunile terenului”), iar cealalta



parcela are dimensiunile 4a si 2b (o alta parcela are lungimea egala cu doua
cincimi din lungimea terenului, latimea fiind egala cu lagimea terenului”).
In aceste conditii prima parcela are perimetrul 10a + 2b iar a doua parcela

are perimetrul 8a +4b. ... 3p
Cum cele doua parcele au perimetrele egale avem 10a + 2b = 8a + 4b de
Unde @ = b. . 1p

Cu aceasta lungimea terenului initial este 10a, iar latimea 2a. Cum aria

terenului este
7,2 ha = 72000 m

avem
10a - 2a = 72000
sau
20 - a* = 72000
de unde
a = 60
.......................................................................... 2p
Obtinem lungimea terenului initial 600 m, iar latimea 120 m.
Perimetrul terenului initial este 1440 m. ......... ... ... ... ... .. ..., 1p

Problema 3. Fie ab un numar care verifica relatia
a’ =1019 + 4* + a.

Determinati numarul ab.

Solutie. Daca b # 0, atunci 4° este numar par.

Pentru a numar par membrul stang al egalitatii este numar par, iar mem-
brul drept al egalitati este numar impar, ceea ce inseamna ca egalitatea nu are
loc.

Pentru @ numar impar membrul stang al egalitatii este numar impar, iar
membrul drept al egalitati este numar par, ceea ce inseamna ca egalitatea nu
are loc nici in acest caz.

Deducem, din cele de mai sus, ca b = 0 si egalitatea devine

a® = 1020 + a

Cum a este cifra avem
1020 < 1020 4+ a < 1029
adica
1020 < a® < 1029.

Daca a < 3, atunci a® < 243 < 1020, iar daca a > 5, atunci a® > 3125 >
1029.

Rezulta ca singura valoare posibila pentru a este 4. .................. 3p

Daca a = 4, atunci 4° = 1024 si 1020 + 4 = 1024, adica a® = 1020 + a.

Prin urmare, numarul cautat este 40. ....... .. ... . L 1p



CONCURSUL ” GAZETA MATEMATICA SI VIITORIOLIMPICI.RO”
ETAPA FINALA
CAMPULUNG MUSCEL, 17-22 AUGUST 2015

Solutii si baremuri — Clasa a VI-a

Problema 1. Se considera triunghiul echilateral ABC. Notam cu E
simetricul lui B fata de C si cu F' simetricul lui C' fata de B. Consideram
punctele L € BC, M € AF si N € AFE astfel incat ALLBC, BM 1L AF si
CN_LAFE.

a) Aratati ca AE = AF.

b) Demonstrati ca dreptele BM, CN gi AL sunt concurente.

c¢) Stiind ca BM + M N + NC = 100 cm, calculati lungimea segmentului
AB.

Constantin Nita Cristi, ViitoriOlimpici.ro

Solutie. a) Triunghiurile ABF si ACE sunt congruente (L.U.L.), prin

urmare AE = AF . 2p
b) Fiind inaltimi ale bazelor in triunghiuri isoscele, BM, C'N si AL sunt
bisectoare ale unghiurilor ZABF, ZACE respectiv ZBAC. .............. 1p

Concurenta dreptelor BM, C'N i AL revine la concurenta bisectoarelor
exterioare din B si C' gi a bisectoarei interioare din A ale triunghiului ABC.

...................................................................... 1p
c) BM este cateta care se opune unui unghi de 30° in triunghiul dreptunghic
ABM, prin urmare BM = %AB. Analog se arata ca CN = %AB. ........ 1p

M N este linie mijlocie in triunghiul AF'E, deci M N = %FE = %AB. Ap
Astfel, BM + MN + NC = gAB = 100 cm, de unde AB = 40cm. ....1p

Problema 2. Fie a,b, ¢, d, e, f cifre (in baza 10) cu a - f # 0.
a) Daca abcde = 10008 - f, aratati ci numarul abedef este divizibil cu 41.
Prelucrare, Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2015
b) Demonstrati ca numarul abedef este divizibil cu 41 daca si numai daca
numarul fabcde este divizibil cu 41.
Cristian Mangra si Mircea Fianu

Solutie. a) abedef = 10-abede+ f = 100081 - f = 41-2441- f :41. Altfel, se
determina cele noua numere care au proprietatea din enunt si se verifica faptul

ca fiecare dintre ele este divizibil cu 41. .......... ... ... . 3p
b) Deoarece abcdef = 10abede + f, avem 10 fabede — abedef = 106 - f +
10abede — 10abede — f =99999 - f =41 -2431. ... ..o 2p

Daca fabcde : 41, este clar ca abedef : 41. Reciproc, daca abedef : 41, deoa-

rece numerele 41 si 10 sunt relativ prime, rezulta ca fabede:41. ......... 2p



Problema 3. Scriem fiecare numar natural de trei cifre pe cate un cartonas
si introducem cele 900 de cartonase intr-o cutie.

a) Extragem, la intamplare, un cartonag din cutie. Care este probabilitatea
ca numarul de pe cartonasul extras sa aiba suma cifrelor 57

b) Care este numarul minim de cartonage pe care trebuie sa le extragem,
fara a ne uita la ele, pentru a fi siguri ca vom obtine cel putin sapte numere
cu aceeagi suma a cifrelor?

Sergiu Prisacariu gi Gabriel Popa

Solutie. a) Exista 15 numere de trei cifre care au suma cifrelor 5: 104, 113,
122, 131, 140, 203, 212, 221, 230, 302, 311, 320, 401, 410, 500. Probabilitatea
cerutd este P = gl = oo . 2p

b) Sumele posibile ale cifrelor numerelor de pe cartonasge sunt 1, 2, 3, ...,
27. Exista un singur cartonag cu suma cifrelor 1 (anume 100) si doar unul cu
suma cifrelor 27 (anume 999). Avem in cutie cate trei cartonage cu sumele
cifrelor 2 (101, 110 si 200) sau 26 (anume 998, 989 si 899). Exista cate sase
cartonage cu sumele cifrelor 3 (300, 210, 201, 120, 102 si 111) sau 25 (anume

988, 898, 889, 997, 979, 799). Celelalte 21 posibile sume ale cifrelor (4, 5, 6,

..., 24) apar, fiecare, pe mai mult de cate gase cartonage. ................. 2p
Daca vom extrage 2-1+4+2-3+2-6+ 21 -6 = 146 cartonage, este posibil
sa avem cel mult cate sase numere cu o aceeasi suma a cifrelor. .......... 2p

Numarul minim de cartonase pe care trebuie sa le extragem, fara a ne uita
la ele, pentru a fi siguri ca vom obtine cel putin sapte numere cu aceeagi suma
a cifrelor este 146 + 1 = 147. ... 1p



CONCURSUL GAZETA MATEMATICA §I VIITORIOLIMPICI.RO
ETAPA FINALA
CAMPULUNG MUSCEL, 17-22 AUGUST 2015

Solutii si baremuri — Clasa a VII-a

Problema 1. Aratati ca pentru orice numar real x au loc inegalitatile:

a) 28 +2°+1> a2t + 1,

Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2015

b) 2% + 2% +1 > 2" + 2,

)+’ +22+1>a2" +ua.

Solutie. a) Rescriem inegalitatea succesiv 2%+ 2° —2* — 2 +1 > 0, 2% +
t(z—1)—(x—1) > 0,28+ (2*—1)(z—1) > 0, 28+ (22 +1)(z+1)(x—1)® > 0.
Daca x > —1 membrul stang este o suma de doua numere nenegative care nu
sunt simultan 0, deci este pozitiv. ......... ... ... .. 1p

Pe de alta parte, inegalitatea din enunt se poate rescrie echivalent 14z (z7+
rt—23—1)=1+z(2*—1)(23+1). Dacd x < —1 atunci 2® < —1, iar z* > 1,
deci ' —1 >0, 2° +1 < 0, deci z(z* — 1)(2® + 1) > 0, de unde concluzia. 1p

b) Se poate proceda ca la a) sau se poate observa ca punand x = i in
inegalitatea de la a) se obtine c& y® + 3> + 1 >y + y*, Vy # 0, inegalitatea

fiind evidenta si pentruy = 0. ... .. 3p
c) Daca z > 0, atunci 2® +:E +3+1—a"—z =2+ +(z—1)(z"—1) > 0
pentru c& numerele  — 1 si 27 — 1 au acela§1 S1C)1001 0 1p

Dacd z < 0, atunci 2 +2°+ 2> +1—a2" —z =28+ 1 —2(2? = 1)(2* — 1) =
(28 +1) — z(x 2 _ 1)%(z% 4+ 1) > 0, primul termen fiind pozitiv, in timp ce al
doilea este nenegativ. ........ ... 1p

Problema 2. Care este cel mai mic numar natural nenul care se scrie atat
ca suma a 2015 numere naturale care au o aceeasi suma a cifrelor, cat si ca
suma a 2016 numere naturale care au o aceeasi suma a cifrelor 7 (Suma cifrelor
numerelor din prima suma si suma cifrelor numerelor din cea de-a doua suma
nu trebuie sa fie neaparat egale.)

ViitoriOlimpici.ro

Solutie. Pentru un numar natural N vom nota cu s(/N) suma cifrelor sale.
Se gtie ca s(N) = N (mod 9), VN € N.

Fie n numarul cautat. Atunci exista aq,as, ..., a5 cu s(ay) = s(ag) =

.= 8(@2015) =S §1 bl, bg, cey 62016 cu S(bl) = S(bg) =...= 8(62016) = s’ astfel
can:a1+a2+...—i—a2015—bl—i-bg—l— +b2016

Atunci n = s(by) + s(b2) + . .. + $(bag1g) = 20168’ = 0 (mod 9), deci 9 | n.

Dar n = s(a1) + s(az) + ... + s(az;) = 2015s (mod 9) si (2015,9) = 1
implica 9 | s. Cum s # 0, rezulta s > 9, deci a; > 9, de unde n > 2015-9 =
LR BD. 3p

Vom arata ca numarul cautat este chiar 18135. Evident el se scrie a; +aq +

..+ ago15 Cu a; = 9, Vi= 1,2015



Vom arata in continuare ca el se scrie ca by +by+. .. +bogie, cu b; € {1, 10}
(deci cu s(bj) =1, Vj).

Alegénd bl = bg = ...= bk =10 §i bk+1 = b]H_g = ...= 62016 = 1, trebuie
ca by + by + ...+ by = 2016 + 9k = 18135. Rezulta k = 1791, deci 18135 se
scrie ca suma a 2016 numere care au suma cifrelor 1. .................... 2p

Observatie: Exista si alte alegeri ale numerelor by, bs, ..., by1g, NU NumMai
cus =1.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si A’, B’, C" picioarele
inaltimilor din A, B, respectiv C. Fie t tangenta in A la cercul circumscris
triunghiului ABC.

a) Aratati ca t este paralela cu B'C".

b) Daca B” si C" sunt proiectiile lui B, respectiv C', pe t, demonstrati ca
A’'B" este paralela cu AC, iar A'C" este paralela cu AB.

c) Fie {X} =AB"NnABsi {Y} = AC"NAC, X’ mijlocul lui [BB"] si Y’
mijlocul lui [CC"]. Demonstrati ca dreptele X X’ si YY" sunt paralele.

Solutie. a) Patrulaterul BC'B'C” este inscris in cercul de diametru [BC],
deci m(LAC'B') = 180°—m(£B'C'B) = m(£ACB). Dar unghiurile ZACB si
B AB subintind acelasi arc, AB, deci sunt congruente. Rezulta ca /B"AC" =
LAC'B’, ceea ce implica paralelismul cerut. ............................. 2p

b) Patrulaterul AB”"BA’ este inscris in cercul de diametru [AB], deci
/LB"A'B = /B"AB = ZACB, de unde rezulta ca B"A’ || AC.

Analog rezulta ca C" A" || AB. ..o 2p
c¢) Din cele de mai sus rezulta ca AX A'Y este paralelogram, deci A AX A’ =

AAYA. Pe de alta parte, ABXB" ~ AAXA gt AAYA ~ ACY(C”,

X
de unde AB"XB ~ ACYC”. Rezulta ca /B"BX = ZCC"Y si ¢ =

YB//
B"B BX'
o = oy deci triunghiurile X BX' si YC"Y" sunt asemenea. Obtinem
ca ZBX'X = ZC"Y'Y i, cum BB" || CC”, rezulta concluzia. ........... 3p
B//
A
t C//
, X
X C/ Y Y/




CONCURSUL GAZETA MATEMATICA §I VIITORIOLIMPICI.RO
ETAPA FINALA
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Solutii si baremuri — Clasa a VIII-a

Problema 1. a) Este inegalitatea PA+ PB < CA+CB adevarata pentru
orice triunghi ABC' si orice punct P din interiorul acestuia?

b) Este inegalitatea PA+ PB + PC < DA+ DB + DC adevarata pentru
orice tetraedru ABC'D si orice punct P din interiorul acestuia?

ViitoriOlimpici.ro

Solutie. a) Inegalitatea este adevarata. Fie {Q} = AP N BC. Folosind
inegalitatea triunghiului, avem PA+ PB < PA+ (PQ+ @QB) = AQ+ QB <
(ACH+CQ)+ QB =ACH+ CB. . 3p

b) Inegalitatea nu este adevarata in orice tetraedru. Se pot descrie nu-
meroase exemple.

1. De exemplu, alegand ABC un triunghi dreptunghic isoscel, cu m(£A) =
90° si AB = AC = 100, iar D astfel ca DA 1 (ABC), DA = 1, atunci
DA+ DB+ DC =1+ 2410001 =~ 201. Alegand punctul P foarte aproape de
B, vom avea PA + PB4+ PC ~ BA+ BC = 100 + 100v/2 ~ 241 > 201.

2. Vom da si un exemplu riguros: consideram o piramida regulata cu baza
BCD de latura 3 si muchie laterala de lungime 100. Atunci DA + DB +
DC = 106. Fie O centrul bazei. Atunci BO = /3. inélt;imea piramidei
este AO = /9997 > 99. Alegem P € (AO) astfel incat PO = 99. Atunci
PB = PC = /3 +99%2 = /9804, deci PA + PB + PC = 2/9804 + /9997 —
99 >2-99499 —99 =198 > 106. .....ovriiriiii 4p

Problema 2. a) Aflati toate numerele prime p stiind ca ecuatia
2y + 2) + v’ (z + 2) + 2% (v + y) + 3zyz = p°

are solutii numere naturale nenule.
Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2015
b) Aflati toate numerele prime p gi numerele naturale nenule n pentru care
ecuatia
2y +2) + 97 (2 +2) + 22w +y) + 2zyz = p"

are solutii numere naturale nenule si determinati numarul acestor solutii.
Andrei Eckstein

Solutie. a) Ecuatia se scrie echivalent (z + vy + 2)(zy +yz + zx) = p>. 1p

Cimaoy > >l,yz>2y>1l,ze >z>1lrezultacal <x+y+ 2 <
xy + yz + zx, deci singura posibilitate este © +y + 2z = xy + yz + zx = p.
Ori egalitate in inegalitatea = + y + 2 < xy + yz + zx avem numai pentru
r=y=2z=1,deci p=3(x =y =2z=1 verifica intr-adevar ecuatia pentru
D B 1p

b) Ecuatia se scrie echivalent (z +y)(y + 2)(z +z) =p". ............ 1p

Dintre numerele x,y, z exista macar doua de aceeasi paritate, deci suma
lor este para, prin urmare (x+vy)(y+ 2)(z + x) este par. Rezulta ca p este par.
Fiind prim, rezulta p = 2. ... .. . 1p

Membrul stang find cel putin (14 1)(1+1)(1+ 1) = 23, pentru n € {1,2}

ecuatia nu are solutii, iar pentru n = 3 avem solutia unica x = y = z = 1.



Pentru n > 4, trebuie ca . +y = 2%, y + 2 = 2°, 2+ = 2°, cu a,b,c € N*,
a+b+c=n. Atunci 2(x+y+2) = (z+y)+ (y+2)+ (2 + 1) = 2%+ 2° + 2¢,
20 4 2b 4 9¢ ) 20 4 2¢ — 20
— deciz = (z+y+2)—(y+2) = —
20 +2b — 2¢ 20 4 2¢ — 20
=5 z = B e R LR RS R EEERERERERREREREE 1p
Pentru ca z,y, z € N* trebuie ca 2, 2°, 2¢ s4 fie lungimi de laturi de triunghi,
adica cele mai mari doua dintre numerele a, b, ¢ sa fie egale.

Daca n = 6k, k € N*, (a,b, c) poate fi (2k,2k,2k), (2k — 2,2k + 1,2k + 1),
(2k —4,2k+2,2k+2), ..., (2,3k—1,3k — 1) sau permutari ale acestora, deci
ecuatia are 1 + 3(k — 1) = 3k — 2 solutil.

Daca n = 6k + 1, k € N, atunci (a, b, c) poate fi (2k — 1,2k + 1,2k + 1),
(2k—3,2k+2,2k+2), ..., (1,3k,3k) sau permutari ale acestora, deci ecuatia
are 3k solutii.

Daca n = 6k + 2, k € N, atunci (a,b,c) poate fi (2k,2k + 1,2k + 1),
(2k—2,2k+2,2k+2), ..., (2,3k,3k) sau permutari ale acestora, deci ecuatia
are 3k solutii.

Daca n = 6k + 3, k € N, atunci (a, b, c) poate fi (2k + 1,2k + 1,2k + 1),
(2k —1,2k+2,2k+2), ..., (1,3k+ 1,3k + 1) sau permutari ale acestora, deci
ecuatia are 3k + 1 solutii.

Daca n = 6k + 4, k € N, atunci (a,b,c) poate fi (2k,2k + 2,2k + 2),
(2k —2,2k+3,2k+3), ..., (2,3k+1,3k+ 1) sau permutari ale acestora, deci
ecuatia are 3k solutii.

Daca n = 6k + 5, k € N, atunci (a, b, ¢) poate fi (2k + 1,2k + 2,2k + 2),
(2k —1,2k+3,2k+3), ..., (1,3k+ 2,3k +2) sau permutari ale acestora, deci
ecuatia are 3k + 3 solutii.

In concluzie, ecuatia are solutii naturale nenule daca si numai daca p = 2
sin € N\ {1, 2,4}, o 2p

deunde r+y+z =

Y

Problema 3. a) Dati exemplu de o multime formata din 10 numere nat-
urale care are proprietatea ca, oricum am alege sase elemente distincte ale ei,
suma acestora nu este divizibila cu 6.

b) Demonstrati ca orice multime formata din 11 numere naturale are cel
putin o submultime cu sase elemente a caror suma este divizibila cu 6.

Solutie. a) De exemplu orice multime formata cu cinci numere divizibi-
le cu 6 si cinci numere care dau restul 1 la impartirea cu 6, in particular
{0,1,6,7,12,13,18,19,24,25}. oot 3p

b) Fie M = {x1,29,...,211} C N. Din orice trei numere naturale putem
alege doua astfel ca suma lor sa fie un numar par. Alegem 3 numere din
multimea M. Vom putea forma o pereche cu suma para. Raman 9 numere.
Alegem trei. Extragem doua cu suma para. Continuam procedeul pana cand
obtinem 5 perechi disjuncte de elemente din M cu suma in fiecare pereche un
numar par.

Din orice cinci numere putem alege trei cu suma divizibila cu 3. Intr-
adevar, daca avem trei numere care dau un acelasi rest la inmpartirea la 3, le
alegem pe acelea, iar daca nu, atunci trebuie sa avem cel putin cate un numar
care da rest 0, 1 respectiv 2 la impartirea cu 3 si alegem cate unul de fiecare
fel. Procedand astfel cu cele 5 sume obtinute anterior, obtinem 3 sume a caror
suma este divizibila cu 6, adica obtinem 6 elemente cu suma divizibila cu 6.

...................................................................... 4p
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Solutii si baremuri — Clasa a IX-a

Problema 1. Sa se demonstreze ca un triunghi ABC' este isoscel daca si
numai daca

AB+BC+CA=AC+BA+C'B,

unde A’, B’ si C' sunt picioarele bisectoarelor interioare ale unghiurilor A, B,
respectiv C.
Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2015

Solutie. FEste clar ca daca triunghiul este isoscel relatia din enunt, este
satisfacuta.

Demonstram implicatia inversa. Notam cu a, b si ¢ lungimile laturilor BC|
CA si AB. Aplicand unghiului ZBAC' teorema bisectoarei, obtinem

ac . ab

btc® AC= b+c
Relatii analoage se obtin si pentru celelalte segmente.

Relatia din enunt devine:

A'B =

a(b—c) N b(c —a) N cla—b)
b+c cta a+b
Deoarece ¢ —a = (¢ — b) + (b — a), egalitatea devine:

=0.

a(b—c)+b(c—b)+b(b—a)+c(a—b)

:07
b+c c+a c+a a-+b

echivalenta cu

(a—b)(a+b+c)
(a+c)(b+c)

(c=b)(a+b+c) _

(b—¢) (@a+b)(ato)

+ (a—0)

In final se obtine:

(b—c)la—Db)(a—c)la+b+c)
(a+c)(b+c)(a+b)

de unde rezulta ca triunghiul isoscel.

=0,



Problema 2. Sa se determine functiile f : N* — N* care verifica relatia

fin+1) = f(f(n)) +1,

pentru orice numar natural nenul n.
ViitoriOlimpici.ro

Solutie. Vom arata ca singura functie care verfica relatia din enunt este
f:N* = N* f(n) =n. Pentru aceasta va fi suficient sa aratam ca f(1) = 1,
dupa care se poate demonstra prin inductie dupa n.

Notam cu B C N* imaginea functiei f, care este evident nevida. Exista
atunci un cel mai mic element (notat cu /) al lui B.

S& observiim mai intéi ci f(1) = . Intr-adevir, dacd f(1) # S, va exista
un numar natural « > 1 astfel incat f(«) = §. Din relatia din enunt, rezulta
f(fla—1)) = f(a) =1 = —1 € B, ceea ce ar contrazice minimalitatea lui
B.

Este clar ca multimea B contine si alte elemente in afara de 3, altfel ar
rezulta ca =+ 1.

Fie 7 cel mai mic element al multimii B\ {#}. Ca mai sus, exista un numar
natural § > 1 astfel incat f(0) = ~.

Din nou, din relatia din enunt, avem ca f(f(0—1)) = f(0)—1=~—1 € B.
Cum [ este singurul element din B mai mic decat v, rezulta ca v — 1 = .

Am obtinut astfel ca f(f(0—1)) = = f(1), si deci f(0—1) =1 (singurul
numar n € N* pentru care f(n) =  este n = 1). Obtinem astfel ca 1 € B si
deci cel mai mic element al lui B este § = 1, de unde rezulta ca f(1) = 1.

Problema 3. Fie ABC un triunghi scalen ascutitunghic, avand ortocen-
trul H si cercul circumscris I'. Notam cu M mijlocul segmentului [BC]. Fie
F al doilea punct de intersectie a dreptei AH cu cercul I'. Fie E punctul
de intersectie a dreptei HM cu cercul I' astfel incat punctul H se afla intre
punctele M si E. Notam cu N punctul de intersectie a dreptei EF cu dreapta
BC'. Sa se demonstreze ca unghiurile <BHN si <M HC' sunt congruente.

Mircea Fianu

Solutie. Fie O centrul cercului I' si T al doilea punct de intersectie a dreptei
HM cu cercul I'.

Se gtie ca AH = 20M = BCctgA. Cum AH || OM, MO va fi linie
mijlocie in triunghiul T'H A. Obtinem astfel ca H BT'C' este paralelogram.

Nu e greu de vazut ca avem urmatoarele doua congruente de unghiuri:

/ZCHT = /ZHTBsi /BHN = /BFE.

Cum unghiurile ZBFE si /BT H subintind arcul BE , se obtine congruenta
din enunt,.
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Solutii si baremuri — Clasa a X-a

Problema 1. Notam cu F multimea functiilor f : R — R cu proprietatea

v

FUf (@) +y) = flx) + fy),

oricare ar fi numerele reale z si y.
a) Determinati functiile injective din F.
b) Determinati functiile surjective din F.
Dorel Mihet, si Mihai Monea, ViitoriOlimpici.ro

Solutie. a) Relatia din ipoteza conduce la f(f(x)+y) = f(z)+f(y)Vz,y €
Rsi f(fy)+2) = fly)+ f(z),Vz,y € R. Obtinem imediat ca

f(f(x) +y) = f(fly) +2),Vz,y € R

Deoarece f este injectiva, rezulta ca
f@)+y=[fy) +r = fl@)—z=fly) —y,Vo,y eR.

.......................................................................... 1p
Consideram functia g : R — R, ¢g(t) = f(t) — t. Functia g verifica relatia
g(z) = g(y),Vz,y € R, asadar exista a € R pentru care g(z) = a,Vz € R. 1p

~

In concluzie, functiile cautate sunt cele de forma
flz)=xz+a,Vzx eR

si se verifica faptul ca aceste functii sunt solutii ale problemei. ........... 1p
b) Fie f o functie surjectiva din F; vom arata ca f este si injectiva. ..1p
Pentru aceasta, fie a,b € R pentru care f (a) = f(b). Din ipoteza, avem

v

f(f(x)=f(x)+ f(0),Vz eR.

Exista ¢,d € R pentru care f (¢) =asi f(d) =0. Inlocuind = = ¢, apoi © = d
in relatia anterioara, obtinem f (a) = a + f(0), respectiv f (b) = b+ f(0).
Din f(a) = f (b) rezultd ca a + f (0) = b+ f(0), deci a = b.

Prin urmare, functiile surjective sunt injective si regasim solutiile de la
punctul anterior. . ....... ... 2p



Problema 2. Consideram doua numere complexe u si v, avand acelasi
modul, pentru care exista a, b, ¢ si d numere reale strict pozitive astfel incat
max{a,b,c} <d,a+d=0>b+csi

lau + dv| < [bu + cv|.

Demonstrati ca u = v.
Prelucrare de Mihai Monea, Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2015

Solutia I. Ultima relatie din ipoteza se scrie succesiv:

lau + dv|?* < |bu + cv|?

& (au+ dv) (au + dv) < (bu + cv) (bu + cv)
& (a®+d%) lul® + ad (uT 4+ W) < (v* + ) lul? + be (WT + V) coovee... 1p
& (a+d)?|u> = 2ad |uf’ + ad (uT + W) < (b+ ¢)° Jul* — 2be |ul® + be (uT + Tw)
& ad (u@+ﬂv—2\u|2) < be (u@+ﬂv—2]u|2) ...................................... 2p
& (ad — be) (uv + v — ul” — \v|2) <0
& (be—ad) |lu—v]* <0
.......................................................... Alp
Pe de alta parte, este adevarata inegalitatea bc > ad. Intr-adevar, putem
presupune b < csi, cumd —c=0b—a s 0, avem:
ad = (c+7)(b—71)=bc—r(c—b)—7r* < b
.......................................................................... 2p
Rezults astfel ci |u — v|* = 0 si, de aici, concluzia problemei. ......... 1p
Solutia a II-a. Notam k = ﬁd si I = 35; relatia din enung se poate scrie
sub forma

1) (1=K u+k| <|1—0u+lv].

Presupunem, prin absurd, ca u # v. In planul complex de origine O (0),
consideram punctele (distincte, conform presupunerii asumate!) A (u), B (v),
M((1—Fk)u+kv)si N((1—1)u+lv). Evident, punctele M si N sunt inte-
rioare segmentului AB. ... ... .. 3p

In plus, deoarece k > [ gi k > 1 — [, punctul N este situat intre punctele
M gi M’ unde M’ este simetricul lui M fata de mijlocul segmentului AB.

Rezulta ca OM > ON , prin urmare
(2) 1=K u+kv|>|1—-1)u+lv|.

Relatiile (1) si (2) fiind contradictorii, ramane adevarata concluzia proble-
100U PO O 3p



Problema 3. Demonstrati ca singurul numar natural n > 2 cu propri-

etatea ca
\/a+1/b++ec> Vabe,

oricare ar fi numerele reale nenegative a, b si ¢, este n = 14.
Gabriel Popa si Paul Georgescu

Solutie. Pentru inceput, demonstram valabilitatea inegalitatii pentru cazul
n = 14. Formula de dezvoltare a binomului conduce la

(@+y)" = Cha"Fyf > Crlay™™" = nay™™" Va,y € [0,00),Vn > 2.
k=0

Avem:

(Varbasd) = (o) 270 (- 3)

= Ta (b + \/E)S > 21abec > abe,

\fa+/b+Ve> Vabe,Ya, b, c € [0,00).

Demonstram acum ca, oricare ar fi n > 2.n # 14, exista valori a,b,c €

[0,00) pentru care inegalitatea din enunt este falsia. Considerand a = z?

b=ax*sic= 2% unde z > 0, un numéar n care are proprietatea dorita trebuie
sa verifice inegalitatea

(%) \/1+V2 > x%,VQJ € [0,00).

Daca n < 14, relatia (x) conduce la

(m)lﬁn > z,Vz € (0,00),

ceea ce nu este posibil (valorile mari ale lui x conduc la contradictii). ....1p
Daca n > 14, relatia () conduce la

gt > \V/V2—1,Vz € (0,00),

fapt care, din nou, nu este adevarat (valorile apropiate de 0 ale lui x conduc
la contradictil). ..ot 1p

de unde obtinem
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Solutii si baremuri — Clasa a XI-a

Problema 1. Fiea € (-1,1),be R, ke N'giq e R, 0<i<k—1.
Studiati convergenta sirului (z,)neny definit prin x; = ¢;, 0 < i < k —1 i
Tpik = ax, + b pentru n € N.

Solutie. Fie x solutia ecuatiei x = ax + b. Atunci z, — z = a(x, — x),
deci z,, = al™*lc, + z,unde n =7 (mod k)........... ... ... 4p
Cum a € (—1,1), rezult@ &, — To oo 3p

Problema 2. Fien € N* gi A € M, (Z), cu det(A) = 0. Demonstrati
ca exista B,C € M, (Z) astfel incat C' # O,, si A™ = B™ — C™, oricare ar fi
m € N*.

Solutie. Cum det(A) = 0, sistemele omogene AK = 0,1, K € M, ;(R)
i LA = Oy, L € M;,(R) au solutii nebanale. Deoarece A € M, (Z),

aceste solutii pot fi luate cu elemente rationale; prin inmultire cu un factor
convenabil, ele pot fi facute sa aiba coeficienti intregi. Fie C' = KL € M,,(Z);

AVEINL C' £ Opee oo 5p
Deducem AC' = CA = O,,, de unde rezulta imediat prin inductie ca (A +
C)Y" =A™+ C™ ¥Ym € N* deci putem lua B=A+C.................... 2p

Problema 3. Pentru orice functie f : R — R definim functia gy : R — R
prin g¢(z) = f(z —sinx).

a) Demonstrati ca daca gy are limita in 0, egala cu ¢ € R, atunci f are
limita in 0, iar aceasta este tot /.

b) Demonstrati ca este posibil ca gy sa fie derivabila in 0, dar f sa nu fie
derivabila in 0.

Solutie. a) Functia v : R — R data de u(z) = x — sinz este strict
crescatoare gi surjectiva, deci are inversa v. Cum u este continua, rezulta
CA v este CONLIMUA. . ... e 2p

Din gy = f ou rezulta f = gy o v, din continuitatea lui v deducem

lim v(z) = v(0) = 0,
z—0
iar concluzia rezulta din teorema referitoare la limita unei compuneri de functii
(observand ca v(z) 0 daca @ # Q). 2p
b) Pentru f(x) = /z, f'(0) = +o0, iar
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