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INTRODUCERE

Ideea de a elabora acest material a pornit de la discugilegoe derularea
proiectului despre educatia matematica in Romangadgrnit la fiecare intalnire.
Leit-motivul a fost de fiecare data: cum facem ca o lectiendéematica sa devina
atractiva pentru o generatie crescuta cu presiuneainhagsi a diversitatii ex-
traordinare a mijloacelor de comunicare?

Am incercat, de aceea, sa propunem cateva idei, catavaractii care sa
reprezinte un inceput. Evident ca autorii acestor irefivnu au pretentia unui
material inchegat sau definitiv. El vrea sa insemne oegut.

In plus, nu avem pretentii de originalitate, dar, adesesxpmerienta de ani la
catedra te aduce la un numitor comun.

Speram ca acest material sa fie util pentru o adevar&déma in abordarea
dascalului matematician a relatiei elev—matematica.

Autorii



ABORDARI INTUITIVE ALE UNOR TEME DIN
MATERIILE CLASELOR XI-XII
de MIHAIL BALUNA

Una dintre strategiile metodice ,,invechite” ale profesa meu de matemati-
ca din liceu —doamna Lucia Tene — era cuprinsa in pr¢igozjsa facem o poza.”
Acest indemn sintetizeaza perfect ideea ca predareamnma#itii, la orice nivel,
trebuie sa aiba ca tinta formarea la elevi a unei peiicelpte la nivel intuitiv a
fenomenului studiat.

Desi matematica de la clasele mari este mai teoretizaiataeposibilitati
destule de prezentare intuitiva a unor teme sau secvengefie. Putem sa cerem
ajutorul intuitiei pentru a defini concepte, pentru a descoproprietati, pentru a
facilita retinerea unor rezultate, pentru a gasi rez@sainor probleme etc. lata
cateva exemple.

1. Rangul unei matrice.ldeea de rang se poate ilustra pornind de la intrebari
de genul:Cate ecuatii ,,conte@” n sistemul

20+ 3y +z2z=4
3r+4y+22=7 7
S+ Ty + 3z =11

Observatia ca a treia ecuatie este o consecinta a lonirdeua justifica notiunea
de dependenta liniara si definitia notiunii de rang.

2. Metoda Gauss de rezolvare a unui sistemPornind de la metoda de
rezolvare a unui sistem prin substitutie, se evideatiabtivul pentru care metoda
Gauss reprezinta o cale naturala de rezolvare a unuisi#escuatii liniare.

3. Conceptul de limita a unui sir. Pornind de la un exemplu concret (e.g.,
sirul (x,),, CUz, = 25, n € N), se poate lansa intrebare&um descriem
riguros @& termenii sirului ,,tind” la1? Chiar daca formularea riguroasa, folosind
vecinatati, este greu de imaginat de catre elevi (de fesgna acum nu am reusit,
pe cai euristice, sa le induc elevilor formularea ,,of&ig exercitiul este util din

punct de vedere formativ.

4. Definirea notiunii de asimptofa. Aceasta notiune se poate descrie intuitiv
(grafic tangent la o dreapta intr-unul dintre punctele alénfinit ale acesteia),
apoi se poate descrie riguros fenomenul, ajungandu-s#ilaitee: in cazul asim-
ptotei verticale, cand variabila se ,,apropie” de punetylfunctia tinde la plus
sau minus infinit; Tn cazul asimptotei oblice/orizontaland variabila ,.tinde” la
infinit, diferenta dintre functig si functia liniara asociata dreptei tinde la O.
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asimptota asimptota verticala asimptota oblica

5. Limitele unor functii de baza ,,la capetele” domeniului de definitie.
Folosind o imagine adecvata, se pot retine mai usor uredaeltate de tipul:
lim arctgx = Z, lim arctgez = —Z; limlog, x = —oo Si lim log, r = +0o0,
T—00 235 0 27 250 a T—00 @

pentrua > 1; 11_)1% log, x = 400 Si :(;151010 log, * = —o0, pentrua € (0, 1) etc.

log r, 0<a<1

6. Definirea tangentei la graficul unei functii, lega de definitia derivatei.
Intr-adevar, daca (la fel ca grecii antici!) percepemgemta ca o pozitie-limita
a coardelor, atunci panta tangentei este limita pantedebar, adica a raportului
diferential: panta tangentei estéim [@)=Jwo)

r—x0




7. Justificarea intuituiva a valabilitatii teoremei lui Fermat. Intr-adevar,
faptul ca un punct de extrem este n interiorul intervailgi functia este derivabila
in acel punct ,,asigurd” existenta unei tangente plaraleOx, pe cand situarea
punctului de extrem la un capat sau existenta unor derikerale diferite nu
asigura existenta acelei tangente.

8. O problema de functii convexe.Aratati ca, oricum am lua un punct A pe
graficul G al unei functii convexe si de ddwri derivabile, G se al deasupra
tangentein A la G.

Pentru rezolvare, trebuie ca, analizand o figggadescriem:

e ce inseamna c& este deasupra drepte{cum arata ordonatele punctelor
de pet si ce relatie algebrica apare ntre functia dat functiag, al carei
grafic este);

e cum folosim convexitatea (folosind derivata, aratanyca g este descres-
catoare la stanga punctului de tangenta si cresataalreapta lui).

Reg)-2z W2)=(z — 2 *(ag)+f (a)

Z

Eventual, odata rezolvata aceasta problema, puteenda sa analizam situatia
in care slabim ipoteza, cerand ca functia convexaesddar o data derivabila.

9. Probleme a @ror rezolvare necesi folosirea proprietatii lui Darboux.
Aratati ca da@ functiaf : R — R este contina si marginita, atunci graficul ei
taie prima bisectoare

Reprezentarea geometrica a situatiei poate fi folositdrp:

e aobserva ca trebuie sa dovedim existenta unui pupehtru caref(c) = ¢,

de unde ideea de a considera fungtiaR — R, g(z) = f(x) — x;



e a justifica ideea ca am putea sa dovedim ca graficul fenigie prima bi-
sectoare intr-un punct situat intre — un minorant al functiei s/ — un
majorant al functiei.
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10. Problemein care este nevoie & construim un contraexemplu. Fie
f : R — R o functie derivabi peR. Aratati ca, dac& xli_)rglo(f(l‘)-i-f,(.r)) exist si
estel € R, atunciacli_{n(;lo f(x) exist si este tot |. Este adavata reciproca?Desigur
ca justificarea afirmatiei directe nu poate fi ,,recongétuntuitiv, deoarece ideea
de a folosigcli_{go %(“’) poate fi introdusa euristic (avem nevoie de ,,ceva’ care sa
lege” f+f' def, decine putem gandila folosirea derivatei functieb e” f(z)),
dar nu bazandu-ne pe un suport,,concret”. Pentru re@gdrsa, imaginarea unui
grafic de functie care sa,,oscileze constant cu odddiatce in ce mai mici”, deci
pentru care functia are limita, dar derivata nu are bnhét=oo, este cel care ne

2

. . ¥, . ; __ sinx
poate da ideea unui exemplu care sa o invalideze — de exefifplu= ==*.

11. Introducerea notiunii de grupuri izomorfe. Pornind de la tablele legilor
de compozitie ale grupurilofZ,, +), (Uy,-) Si grupul (K, o) al lui Klein, re-
marcam ca primele doua se pot ,,suprapune”, pe candaanese ,,potriveste”
cu primele doua, oricum am permuta elementele. Aceastdigasideea de a
,,compara” grupurile, astfel incat sa putem spune é#e&unt sau nu ,,la fel”.

+/0 1 2 3 . 1 i -1 - ole a b c
00 1 2 3 111 i -1 - ele a b c
111 2 30 i i -1 - 1 ala e ¢ b
212 3 0 1 -1|-1 - 1 i b|b ¢ e a
313 0 1 2 —-i|=-i 1 i -1 cle b a e
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12. O problema de comparare a proprie@tilor de calcul a diferitelor
obiecte studiate la algeba. Aratati ca da@ A, B si C sunt trei numere com-
plexe, cud? — A = B? — B = C? — (, atunci cel putin do& dintre ele sunt
egale. Riméne afirmatia adedrata da@ A, B si C' sunt matrice de ordinul 2, cu
elemente realeDupa ce se observa c& B si C' sunt solutiile unei ecuatii de
formaz? — x = k, iar ecuatia are cel mult doua solutii — consecinta @i
ca, InC, zy = 0 implicaz = 0 sauy = 0 — se evidentiaza faptul ca, M, (R),
ecuatiaX? — X = kI, are ca solutii matricele de urma 1 si determinat deci
o infinitate de soltii.

13. O problema de grupuri. Aratati ca orice subgrupH al lui (Z, +) este de
formanZ, cun € N. Cheia rezolvarii acestei probleme este definirealulaca
H # {0}, atuncin este cel mai mic element pozitiv al I&. De obicei, elevii
nu sunt familiarizati cu o astfel de descriere; indenthén insa, pe elevi sa se
gandeasca la reprezentarea pe axa reala a elementgboiigr(am experimentat
acest lucru si functioneazal!), se poate obtine de lasgpunsul asteptat: luam
egal cu primul element de la dreapta(ui

14. Definirea integralei Riemann.Chiar daca programa actuala nu prevede
definirea integrabilitatii (conform programei, inter@ste, in esenta, ,,un numar
care se calculeaza conform formulei Leibniz-Newton”)psate ajunge la justifi-
carea acestei descrieri cu exemple de genul celui urmator.

S presupunemeaun tahograf dnregistrat parcursul unui camion da figura.

Ce distang a parcurs camiontilntr-o anumit perioad de timp?

1
1
1
:
to=a t

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| |
ti Ti tlf\ 1 tn,: b

Sa presupunem ca am Tmpartit intervatulb] = [to, t,,] Tn intervale mai mici
si cain intervalult;, t;,, 1] avem viteza aproximativ egala ey = v(7;), under;
este un moment din intervalul considerat. Atunci, in il [¢;,¢; 1] Se par-
curge distantd; = v(7;)(tix1 — t;)-

Daca presupunem ca functieeste derivata unei functii’ si ca momentut;
este aproximativ cel care corespunde punctului internedignut prin aplicarea
teoremei lui Lagrange functiéi pe intervalullt;, ¢;.1], atuncid; = V (t;41) —
V(t;), iar distanta totala este d; = V (t,,) — V (to) = V' (b) — V' (a). Cum intuitia
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ne spune ca daca luam momentele intermediare din cerfracapropiate, atunci
aproximarea este din ce in ce mai buna, suntem condusadhrate ca distanta
ceruta esté’(t,,) — V (), unde functid este o primitiva a functiei.

15. Calcularea unei integrale non-standard Sa calculam

/2 sinx
/ - dz.
0 e* +smx + cosx

Prima observatie este ca integrala nu ,,seamana” euatalaror calcul este
dat de teorie. Suntem, asadar, nevoiti sa improvizanide® rezonabila este sa
incercam sa folosim o functie a carei derivata sa ee mumitorul. Sa incercam
culn(e” + sinx + cos z):

e+ cosx —sinx

(In(e® + sinz + cosz)) = . .
e’ +sinx + cosx

Aceasta ne conduce la considerarea, pe langa integiigdééind, i a integralei

/2 e’ + cosx
J:/ . da.
0 e? +smx + cosx

Atunci

w/2 T w/2 ) ,
I+J:/ 1dx:§, J—I:/ (In(e” +sinz 4+ cosz)) dz =1In
0 0

e™/?2 41
2

si de aici obtinem valoarea lui

PROF. MIHAIL BALUNA
COLEGIUL NATIONAL ,,MIHAI VITEAZUL” DIN BUCURESTI



BUNE PRACTICIIN GEOMETRIE
(Ce cred eu ca inseamna si cum cred ca arata, inacai@mple)
de WLADIMIR -GEORGESBOSKOFF

Geometria este, fara indoiala, in matematica din mikeusitar acea materie
care influenteaza gandirea copiilor, stimuland imagiansi creand premisele n-
telegerii rafionamentelor in mai multi pantelegere care va conduce elevul spre
efectuarea de astfel de rationamente in alte problemeeaparat similare. Orice
profesor a constatat urmatorul lucru: creativitateaiteeste influentata, in mod
decisiv, de geometrie.

Evident, si rolul profesorului este important. Profesamebuie sa ajute elevul,
nu sa deseneze o figura corespunzatoare unui enuatpcveasca acea figura ca
pe o colectie de informatii care sa il ajute in rezobzproblemelor. Creativi-
tatea este stimulata in special de acele probleme careeteapa la mai multe
solutii. Daca solutiile sunt de natura sa foloseaaiggbra este interesant, daca,
insa, solutiile problemelor de geometrie conduc la #idau se rezolva folosind
cunostinte de fizica, atunci este remarcabil. Tot remtaifa imi apare posibilitatea
de a privi anumite probleme sau teoreme de geometrie ptamangermediul unor
figuri spatiale deformate sau nedeformate. Daca geoaietfera elevului sansa
sa ,,alerge” prin Univers incepand cu sistemul nosttarsdeterminand distante
panala Luna, pana la Soare, diametrul Lunii, diami&narelui si obligandu-l sa
gandeasca asta prin intermediul corelatiei cu fenorastrenomice, atunci elevul
isi da seama ,,la ce este buna matematica”. Demoumlsgiderorema lui Pitagora
prin intermediul analizei matematice se ajunge la acel asteptimp: limbajul
matematic evolueaza natural, unele lucruri elementaverded ,,mici perle” ale
utilizarii limbajului evoluat.

Am structurat materialul Tn mai multe teme. Fiecare telwa invata pe copil
ceva. Fiecare tema are o pedala de acceleratie pentresprpdar si posibile
frane. In fiecare tema, cu exceptia temei 6, voi evidentia caIMSCULE zona
care trebuie povestita cu atentie pentru a obtine cedarom: copilul sainteleaga,
copilul sa se bucure ca intelege, copilul sa fie capsbévidentieze generalitatea
unei afirmatii sau chiar a unei tehnici. Copilul trebuiessdbucure ca intelege!

Nu consider ca Matematica poate fi facuta usoara prdegtara unei carti
beletristice a unui autor de succes. Cinstit vorbindngiiteratura sunt autori
ermetici, deci si acolo gasim carti ,,greu de citit”. vieaind la Matematica, ea
nu este usoara, ea este complicata. Doar un Profescradqmiate schimba, cu
0 tema bine aleasa, cu explicatii bine conduse, pecelgspre matematica si
interesul cuiva pentru matematica. Pentru acel, sau aaeg, nu cred asta am

9



selectionat cateva randuri din ,,lecturel9” a lui Rich&eynman, un geniu in
opinia multora.

When | was in high school, my physics teacher - whose name wa3ader
- called me down one day after physics class and said, ,,Yaubored; | want
to tell you something interesting.” Then he told me somethvhich | found ab-
solutely fascinating, and have, since then, always fousdifiating. Every time
the subject comes up, | work on it. In fact, when | began to gmephis lecture
| found myself making more analysis on the thing. Insteadaofying about the
lecture, | got involved in a new problem. The subject is thise-principle of least
action.

Am incercat sa structurez materialul sub forma unorlggesi Feynman” fara
Tnsa sa am pretentia ca pot depasi un maestru.

1. Lectie la dispozitia profesorului: TRIUNGHIUL ORTIC

Se numestériunghi ortic triunghiul determinat de picioarele inaltimilor unui
triunghi dat.

Problema. Fie ABC un triunghi si punctelel’ = prp A, B’ = proy B, C' =
pr 45 C. Atunci:

i) triunghiurile AB'C’, BA'C" si CB’A’ sunt triunghiuri asemenea cu tri-
unghiul ABC;

i) semidrepteld A’ A, [B’' B si [C'C sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului
ortic;

iii) ortocentrul triunghiului ABC' este centrul cerculuinscrisin triunghiul
ortic A’ B'C’, iar varfurile triunghiului ABC' sunt centrele cercurilor érscrise
triunghiului ortic A’ B'C’;

iv) tangentdn punctulA la cercul circumscris triunghiulud BC' este paraleh
cu dreaptaB’C’;

V) dintre toate triunghiurileinscrisein triunghiul ABC, triunghiul ortic are
perimetrul minim{teorema lui Feuerbach.

Solutie. SE INCEPE CU REALIZAREA FIGURI, EXPLICAND ELEVULUI FIE-
CARE LINIE TRASATA SI PROPRIETATILE EI CUNOSCUTE PRIN IPOTEA. APOI,
SEINCEP EXPLICATIILE, CA MAI JOS.

i) Se demonstreaza ca triunghidlB’C” este asemenea cu triunghidBC.
PatrulaterulBC' B’C" este inscriptibil, deoarece ABB' = <AC(C’. Rezulta ca
dreaptaB’C’ este antiparalela I&BC, deci, <AB'C' = <ABC si <AC'B' =
<JACB.
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Fig. 1

i) Conform punctului i), rezulta catC’'A'B = <B'A'C(= <BAC). Atunci
[A’A este bisectoarea unghiukaiB’ A'C".

iii) Din punctul ii) se deduce ca ortocentrdl, al triunghiuluiABC, este cen-
trul cercului inscris Tn triunghiul ortiel’ B'C’. Fie B” punctul in care semidreapta
[A’ B’ intersecteaza cercul circumscris triunghiului. Esteent ca<C’'B’'A =
B"B'A, deci[B’'A este bisectoarea unghiuldii B’ B”. Rezulta ca punctull este
centrul cercului exinscris triunghiulul’ B’C’, tangent laturij B'C").

iv) Folosind congruentele de unghiuri marcate pe figugalgine ca tangenta
in A la cercul circumscris triunghiulul BC' este paralela cu dreapiC’.

V) ATENTIE LA PRINCIPIUL LUI FERMAT (FizICA)! Se observa ca dach/
parcurge dreapt®C', atunciB’M + MC este minima dacaB'MC = C'MB
(Fig. 2).

Intr-adevar, fieB; simetricul lui B’ fata de BC. Se unest&’ cu B;. Fie
{M;} = BC NC'B;. Oricare ar fi punctuM € BC, cuM # M1, avem:

MlC/ + .Z\le)7 == M1”C/ + MlBl == C/Bl < C/M + MBl == C/M -+ MB/

Am obtinut, astfel, ca punctul/,, construit anterior, este punctul de pe dreapta
BC cu proprietatea ca/C’ + M B’ este minima. Dar unghiuriletC’ M, B si
B’ M, C sunt congruente, deoarece fiecare este congruene/, C.

ATENTIE! Fie, acum, un triunghi’ B'C’ inscris in triunghiuABC, cu A’ €
(BC), B’ € (AC),C" € (AB). Fixand, doua cate doua, varfurile acestui triunghi,
se obtine ca minimul perimetrului se atinge cand lagurilunghiuluiA’ B’C”’ sunt
egal inclinate pe laturile triunghiului BC', deci, cand unghiurile marcate pe Fig.
3 sunt congruente. Folosind acelasi rationament cafimodstratia punctului ii)
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se obtine ca puncteld, B si C' sunt centrele cercurilor exinscrise triunghiului
A'B'C’. Rezulta c§ A’ A este bisectoarea unghiulkiB’A’'C’, deci<C'A'C' =
<B'A’A. Rezulta c@AA’ L BC. Analog, se obtinnBB’ 1. AC' siCC’ 1L AB.
Prin urmare A’ B’C" este triunghiul ortic.

A’
Fig. 2 B Fig. 3

PROFESORUL VA EXPLICA ELEVILOR LEGATURA DINTRE PRINCIPIUL LUI FER-
MAT S| LEGEA REFLEXIEI LUMINII. CE LEGATURA ARE PROBLEMA CU JOCUL DE
BILIARD ?

PROFESORUL POATE FACE COMENTARII ASUPRA NATURII PRINCIPIWLI LUI FER-
MAT SI, CHIAR, POATE ATINGE CATEVA PROBLEME LEGATE DE NATURA LUMINII Sl
A PROPAGARII RAZELOR DE LUMINA. POATE ELEVUL SIMPLIFICA DEMONSTRATIA?
Cum?

2. Lectie la dispozitia profesorului: TEOREMA LUI DE-
SARGUES

COMENTARII: Sigur ca teorema lui Desargues poate fi prezentata cals pro
lema. Nu ar fi rau daca profesorul ar explica elevilor céasta problema este
mai mult decat o problema. Ca natura ei speciala o purtata in geometria
elementara, intr-o portiune care se numé&stedamentele Geometriei

SE POATE FACE O TRIMITERE SPRE ISTORIA MATEMATICH Aici, profe-
sorul ar putea sa aminteascaldiavid Hilbert si despre atmosfera anilor 1900 la
Gottingen, atunci cand Hilbert publica prima carte dedamentele Geometriei.
Ca are si o reciproca si ca ieometria proiecti& aceasta reciproca este chiar du-
ala ei. Reciproca ar trebui sa poata fi enuntata de ef¢whiar demonstrata usor,
folosind ideile din aceasta afirmatie directa de mai jos.

PROFESORUL VA AMINTI TEOREMA LUI MENELAUS § RECIPROCA EL
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Teorema (Desargues)Fie ABC' si A, B;C; doua triunghiuri cu proprietatea
ca exish punctelex, 5, ~, astfelincat {o«} = BC N B;Cy, {8} = CAN C1A;
si{v} = ABN A, B;. Dac drepteleAA;, BB, si CC, sunt concurente, atunci
punctelen, 5 si~ sunt coliniare.(Dreapta se numeséa de omologigiar punctul
O se numesteentrul de omologial triunghiurilor ABC' si A’B'C".)

Fig. 4

Demonstratie. SE INCEPE CU DESENAREA FIGURII PERSONAL, LA ORICE
PROBLEMA DE GEOMETRIE FAC ASTAIN ACELASI TIMP IN CARE SPUN ENUN
TUL. AM OBSERVAT CA, IN ACEST FEL, PROBLEMA ESTE MAI BINEINTELEASA.

Se noteaza c® punctul de intersectie a drepteldrA,, BB, si CC,, deci
{0}y =AA, NBB, NCC;.

Se scrie teorema lui Menelaus pentru triunglid#C' si punctele coliniare,
C1, By. Atunci 22 . gig . gig = 1.

Permutand circulad, B, C' si «, 3, 7, se obtin alte doua relatii analoage:

gc . AA GO i 7A | BB | A0 _ n : . . o
5i a0 cc =185 35 491 =1 Inmultind ultimele trei egalitati,

se obtine2Z - 55 - 15 = 1. Punctelex, 3 si v se afla pe prelungirile laturilor

triunghiului ABC. Aplicand reciproca teoremei lui Menelaus, rezulta cagiele
«, 3 siy sunt coliniare.

COMENTARIU! SA PRIVIM FIGURA DE MAI SUS NU CA PE O FIGUR PLANA, CI
CA PE UNA SPATIALA. APARE TETRAEDRULOA; B1C1, ,, TAIAT” DE PLANUL (ABC).
NU-I ASA CA PROBLEMA DEVINE EVIDENTA? CUM? PRIN DEFORMARE PE UN PLAN
SAU PRIN PROIECTIE. EXPLICATI DECI CUM.
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3. Lectie la dispozitia profesorului; PROBLEMA LUI
LHUILIER

Fie ABC un triunghi. Se numessimedianesimetricele medianelor fata de
bisectoare.

SA DEMONSTRAM URMATOAREA PROPRIETATE A SIMEDIANEL PROFESORUL
AMINTESTE CA LOCUL GEOMETRIC ESTE IN GENERAL, O MULTIME DE PUNCTE
CARE SUNT CARACTERIZATE DE O ANUMITA PROPRIETATE APOI, AMINTESTE DE
MEDIANE Sl DESPRE CUM POT FI PRIVITE MEDIANELE CA LOC GEOMETRICELEVUL
MAI ARE DOAR DE TRECUT PRINTRO SIMETRIE § PROBLEMA-I GATA. AM ALES A-
CEASTA PROBLEMA CA SA ARAT CA EXPOSEUL PROFESORULUI POATE FI DECISIV
iN A-L ORIENTA PE ELEV SPRE SOLUYTE. IAR, IN ESENTA, SOLUTIA ARATA CA MAI
Jos

Problema (L'Huilier). Simediana unuidf este locul geometric al mijloacelor
antiparalelelor la latura opua.

Fig. 5

Demonstratie Se considera triunghil BC' cu antiparalela3’C’. Efectuand
o simetrie n raport cu bisectoarea unghitdupunctul B’ se transforma i, , iar
punctulC’in C;. Din congruenta triunghiuriloA B'C’ si AB;C1 (L.U.L.), rezulta
ca unghiulAB;C; este congruent cu unghidBC, deci B;C este paralela cu
BC. Cum mijlocul segmentuluiB’C") se transforma n mijlocul segmentului
(B1C4), teorema revine la urmatoarea problema de loc geométdtal geometric
al mijloacelor segmentelor paralele cu o lafua unui triunghi si cu capetele pe
celelalte do@a laturi este mediana triunghiului, coresputaare laturii paralele
cu segmentele.

Rezulta ca locul geometric cautat este transformata gimetrie fata de bi-
sectoarea unghiulus AC' a medianei corespunzatoare varfulyideci simediana
din A.

14



4. Lectie la dispozitia profesorului: PUNCTUL LUI TORRI-
CELLI - FERMAT

DACA AR FI SA ALEG DINTRE LECTIILE PE CARE LE PREZINT ACUM UNA DE
SUFLET, ACEASTA AR FI. DE CE? PROBABIL ESTE CEA MAI PLINA DE CONTINUT.
SOLUTIA GEOMETRICA POATE FI TN'[ELEASA USOR. EA TRECE PRIN PATRULATERE
INSCRIPTIBILE 3§ TEOREMELE LUI PTOLOMEU. TNS:‘@I ACESTE TEOREME SUNT MICI
PERLE IN GEOMETRIA ELEMENTARA. PRIMA DIN ELE, CEA PENTRU PATRULATERE
INSCRIPTIBILE ESTE FOARTE IMPORTANA SIPENTRU CA PRODUCE O DEMONSTRATE
A TEOREMEI LUI PITAGORA IN CAZUL IN CARE PATRULATERUL ESTE DREPTUNGH
CELELALTE DOUA SUNT BIJUTERII. PRIMA APELEAZA LA PROPRIETATEA OPTIGA
A ELIPSEL. AJUNGEM IARASI LA PRINCIPIUL LUI FERMAT DINTR-UN ALT PUNCT
DE VEDERE DECI FIzICA! ULTIMA DEMONSTRATIE ESTE O BIJUTERIE FIRE gl
GREUTA'[I, ENERGIE POTENTALA S POZITIE DE ECHILIBRU PENTRU UN SISTEM CU
LEGATURI. GENERALIZAREA iMI APARTINE. AM LASAT-O IN TEXT DOAR PENTRU A
SUGERA PROFESORULUINTREBAREA: CUM ARATA ACEASTA IN 3-D?

Teorema 1 (Torricelli). Se considex triunghiul ABC', cu toate unghiurile
strict mai mici deét 120°, si pe laturile triunghiului se construieso exterior
triunghiuri echilaterale. Cercurile circumscrise acestoiunghiuri au un punct
comun.

Ay
Fig. 6

Demonstratie. Fie T punctul de intersectie a cercurilor circumscrise triun-

ghiurilor ABC; si ACB,. Se demonstreaza ca patrulateRilI'C A, este in-
scriptibil. Pentru aceasta, se observa ca patrulatérel&l’ A si T'C' B, A, fiind
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inscriptibile, implicam(<BT A) = m(<ATC) = 120°, de unde rezulta ca patru-
laterul BT'C' A, este inscriptibil.

Observatie. In felul acesta s-a demonstrat si ca exista un unic piihdtn
plan, cu proprietatea ca unghiurdeAT B, <ATC,<BTC au120°, deoarecd’
trebuie sa apartina simultan celor trei cercuri consitee Punctull’ se numeste
punctul lui Torricellipentru triunghiulABC.

Teorema 2 (Torricelli). Se considex triunghiul ABC, cu toate unghiurile
strict mai mici deét 120°, si triunghiurile echilateraleAB,C, AC\B, BC1 A,
construitein exterior, cain teorema precedeat Atunci:

a) drepteled A, BB,, C'C; sunt concurente;

Demonstratie.Fie T punctul de concurenta a cercurilor din problema prece-
denta. Se demonstreaza ca punctel&’ si A; sunt coliniare, de unde va rezulta
ca drepteled A, BB;, C'C; sunt concurente T’

Unind T cu A; se obtin:m (<A, TC) = m(<CBA;) = 60° sim(<ATC) =
120°, deci unghiubn(<AT A;) = 180°.

Pentru punctul b) se procedeaza in felul urmatért, = AT + T A,. Din
teorema lui Ptolomeu aplicata pentru patrulaterul imgidyil BT'C'A; (in care
triunghiul BC A, este echilateral) rezult&7 +7'C' = T A, (relatia lui Schooten).

Teorema 3 (Fermat). Punctul T, considerat anterior, are proprietateaac
realizeaz minimul sumeM A+ M B + M C, cu M punct din planul triunghiului
ABC.

Demonstratia 1. Fie M n planul triunghiuluiABC. Cel putin unul din-
tre patrulaterelel/ AB,C, M BA,C, M AC,B este convex. Fie acestd BAC.
Aplicand inegalitatea lui Ptolomeu, rezult# A; < M B + MC, deci se obtine
ca:AA < MA+ MA, < MA+ MB+ MC.

Folosind teorema 2 rezultd:A+TB+TC < MA+ M B+ MC, cu egalitate
daca si numaidack = T.

Demonstratia 2 (folosind proprietatea opdi@ elipsei). Fie M acel punct
din plan pentru care sumd A + M B + MC' este minima. Se demonstreaza ca
unghiurile AM B, AMC, BMC au masura dé20° de unde va rezulta, folosind
observatia teoremei 1, dd = 7.

Fie elipsa de focarés si C, care trece prinV/, si cercul de centrd si raza
AM.

Cele doua curbe sunt tangente in pundtlil deoarece, in caz contrar, con-
siderand un punct de pe arcul de elipsa din interioruldarae razaAM, suma
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distantelor sale |&B si C' este egala ca valoare tot B + MC' (din definitia
elipsei), iar distanta de la puncttaeste mai mica decat/ A (punctul fiind situat
ininteriorul cercului), contradictie cu faptul caid sumaM A+ M B+ MC este
minima. Fie tangenta i/ la cele doua curbe]. Rezulta c@éAM L d, deciAM
normala la elipsa in\/. Conform proprietatii optice a elipsed M este bisec-
toare pentru unghiuBMC, deci<AMB = <AMC. Analog se demonstreaza
ca<AMB = <«BMC, de unde rezulta ca unghiuriléM B, BMC,CMA au
masura de 20°, deciM = T.

Demonstratie (dpliz). Se considera puncteld, B, C ca fiind gauri intr-o
masa, si un sistem de trei fire Tnnodate intr-un pungsituat deasupra masei),
trecute prin gauriled, B, C'.

Se pun trei mase egale la capetele firelor si se lasa siks@njunga in echili-
bru stabil. Se va demonstra ca pundtin echilibru are proprietateBA + PB +
PC minim gi este tocmai punctdr al lui Toricelli. Pentru aceasta este suficient
sa se demonstreze ca unghiul® B, APC' si BPC sunt congruente. Energia
potentiala a sistemului de fire si greutati (consichet pragul de potential deasupra
masei) este-mg(AA; + BB, + CC) si deoarece sistemul este Tn echilibru, e-
nergia sa potentiala este minima, deci sutngy, + BB; + CC, este maxima.

Cum lungimea totala a firelor este constanta, rezultduwrdaAP + BP +
C'P este minima. Pe de alta parte, rezultanta celor trei viecéoactioneaza in
directiile firelor fiind nula (sistemul este Tn echiliruezulta ca unghiurilel P B,
APC si BPC sunt congruente.

Generalizare. Se considex un tetraedry ABC D] si P acel punct din inte-
riorul tetraedrului pentru care sum& A + PB + PC + P D este minira. Atunci
<APB = <CPD si bisectoarele unghiurilod PB si C' P D suntin prelungire.

DemonstratieRefacand rationamentul anterior, pentru un sistem tie! fise
la capete, cu greutati egale (unul din fire fiind trecut @est scripete), pozitia
de echilibru a sistemului se realizeaza pentru acel piéhgbentru care suma
PA+ PB+ PC+ PD este minima. Considerand patru vectori egali pe ditecti
firelor si grupandu-i doi cate doi, rezultantele lor segéle si de sens contrar, deci
bisectoarele unghiurilor sunt in prelungire, iar din fdgia sunt egale, unghiurile
APB siCPD sunt egale.
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5. Lectie la dispozitia profesorului: PROBLEMA LUI TI-
TEICA

Problema (Gheorghe Titeica). Trei cercuri¢’ (01, R), ¢ (O, R), € (O3, R)
au un punct comun. landu-le doa cate dow, se obtininca trei puncte de
intersectie,A, B, C. Cercul determinat de punctelé, B si C' are raza ega
CUR.

Demonstratia 1Fie H punctul comun celor trei cercuri (Fig. 7). Patrulaterul
03 A0, H este romb, deoarecéO; = O, H = R = AO, = O3H. De asemenea,
patrulaterulO, BOsH este romb. Rezulta cAO, || OsH || BO, si, deoarece
AO, = BO; = R, se obtine ca patrulatertdl BO,0, este paralelogram. Deci
AB = 07,0,. Analog, se obtin:BC' = 05,05 si LA = 0O30,. Prin urmare,
triunghiurile ABC' si 010,05 sunt congruente. Centrul cercului circumscris tri-
unghiuluiO,0,05 are centrul in punctul si razaHO, = HO, = HO3 = R.
Prin urmare, cercul determinat de punctéleB, C' are razaR.

Demonstratia 2. Paralela dusa prin punctd! la dreaptaAB intersecteaza
cercul% (02, R) In punctulD. Decim(<ADC) = m(<ADH)+ m(<HDC) =
m(<ABH) + m(<HBC) = m(<ABC). Rezulta ca patrulatertdlBC'D este
paralelogram. TriunghiurileABC' si ADC fiind congruente, rezulta ca cercul
circumscris triunghiulul BC' este congruent cu cercdl(O,, R) circumscris tri-
unghiuluiADC.

Demonstratia 3Se considera un reper cartezian, avand ca origine pufGtul
comun celor trei cercuri date si fig,, Z,, Z3 afixele puncteloO, O,, O3. Mij-
loacele segmenteld©;0,], [0105] si [0,05] au, respectiv, afixeléi 2z, 2152
si 2214 Rezultd c& puncteld, B si C au, respectiv, afixel&; + Z,, Z; + Z3 §i
Ly + Zs. Deci

AB - ‘Zl —+ Zg - Z2 - Zg‘ - |Zl - ZQ| - 0102.

Analog se obtin:BC' = 0,05 si AC = 0105. Prin urmare, triunghiuriledA BC
si 010,03 sunt congruente. Deci, cercul circumscris triunghiddC' are raza
egala cuR.

NUMAI IMAGINAT, IA ESTE CEA CARE POATE % FACA SA APARA O ASTFEL DE
SOLUTIE CA SOLUTIA 4.

DE FAPT, IN SPATELE ACESTEI PROBLEME ESTE MAI MULT DE®T ATAT. PROB-
LEMA ESTE O MOSTRA DE GEOMETRIE ABSOLUTA SI, PRACTIC, CERCURILE NU AU
DE CE SA APARA IN ENUNT. ENUNTUL POATE FI SCRISIN EGALITATI DE SEGMENTE
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SOLUTIA SPATIALA FACE SA SE INTELEAGA FOARTE BINE ACEASTA ABORDARE.
ESTE DE PREFERAT CA PROFESORULASINTRODUCA O MICA PORTIUNE IN LECTIE,
PORTIUNE IN CARE ABORDEAZA ISTORIA APOCRIFA A PROBLEMEI, CATEVA DETALII
DESPREGHEORGHETITEICA, FAMILIA TITEICA S| DESPREGEORGEPOLYA.

0, 0

Fig. 7

Demonstratia 4 (George Glya). Fie trei cercuri congruente care trec prin
punctul H si care se mai intersecteaza doua cate doua in pendtét, C. Se
considera, separat, hexagomiD; BO,CO,, format din romburileAO;HO,,
BO1HO3siCO,HO,. Acesta reprezinta desenul spatial al unui cub Tn caenu
vede varful din spatel’, ce are proprietateRA = PB = PC = R. Deci, prin
puncteleA, B, C trece un cerc de raza.

6. Lectie la dispozitia profesorului: MASURAND LUMEA

Eratostenes-a nascut la Cirene, in Libia de astazi, in anul 276ri. Mintea
lui stralucita ,,locuia” intr-un trup de sportiv carerpaipa cu mult succes la pro-
bele de pentatlon, fiind chiar poredientathlogpentru performantele sale. Era-
tostene a fost unul dintre bibliotecarii sefi ai Bibliotiedin Alexandria. Aceasta
nu era o functie administrativa, ci o onoare care era gaafanui om de stiinta,
un rang academic, de fapt cel mai Tnalt rang academic pepcdea sa il obtina o
persoana la acea vreme. Eratostene a fost printre acaiffigpeci care au inteles
prin observatie ca Pamantul are curbura, deci trebaiéie rotund. Trebuia sa
semene cu Luna si cu Soarele. Deci, corpul geometric cuseammana Pamantul
era o sfera. Dar cum am putea sa calculam raza?

Eratostene a folosit umbra unui bat la Alexandria pentraleula circumferinta
Pamantului. Umbra facuta de bat la amiaza determmainghi de aproxima-
tiv 7,2 grade in varful batului. Asta ihseamna cacemtrul Pamantului, batul
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intersecteaza imaginar raza de Soare corespunzatomieiplin Syene tot intr-
un unghi de 7,2 grade, unghiurile fiind alterne interne. Queccercul imaginar
care trece prin Alexandria, Syene, Polul Nord si Polul Suraghiul la centrul
Pamantului intre Alexandria si Syene este de 7,2 grdei@tostene a masurat
distanta dintre Alexandria si Syene si a constatat ¢& és 800 km. Dar asta
inseamna ca pentrg% din circumferinta Pamantului corespund 800 km. Circum-
ferinta Pamantului este de aproximativ 40 000 km. Evidgrar aproximatii in
astfel de calcule. Syene nu este pe acelasi meridian claAdia si distanta nu
este 800 de km, fix. Dar, pentru prima data in istoria omegineva putea spune
cu o0 aproximatie buna cat este circumferinta PanmantAsta insemna ca dia-
metrul sau este de aproximativ 12 800 km, deci raza sa estprdgimativ 6 400
km.

Cum sa gasim diametrul Lunii? Eratostene a observat caiul eclipselor de
Luna, din momentul in care Luna atinge conul de umbrap@md intra complet
in conul de umbra trec exact 50 de minute. Asta insearamiaenetrul Lunii co-
respunde la 50 de minute de acoperire. Eclipsa durand 200mige, inseamna ca
diametrul Pamantului de 12 800 km este acoperit de 4 diandet Luna. Or asta
nseamna ca diametrul Lunii este de 4 ori mai mic decameirul Pamantului,
adica este de aproximativ 3 200 km.
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Dar distanta de la Pamant la Luna? Eratostene a obsgrvatinzand bratul,
unghia degetului mare corespunzator bratului intirgpaca Luna. Cum raportul
dintre marimea unghiei si marimea bratului este de iprativ 1/100, rezulta ca
distanta Pamant - Luna este de aproximativ 320 000 km.

Aristarh este cel care a perseverat in calcul distantei PamaoareS El a
observat ca exista zile in care Luna apare pe cerul Hiea observat ca in unele
dintre aceste zile Luna are umbra exact jumatate din safaraf. Deci, sistemul
Soare - Luna - Pamant face un unghi de 90 de grade cu arehtrul Lunii.Intr-

o astfel de zi a calculat unghiul dintre Soare - Pamant aLudbservatia sa este
ca acel unghi ar fi fost de 87 de grade realitate, el este de 89,85 grade. Pentru
acel unghi de 87 de grade a calculat cosinusul masurandgumghi dreptunghic
facut din sfori cu unghiul de 87 de grade. Si a ajuns la amialca Soarele este de
20 de ori mai departe decat Luna, adica la aproximativ 608km.In realitate,
Soarele este, conform unghiului de 89,95 grade, de 400 aeaddepartat de noi
decat Luna. Deci, distanta corecta este de aproximaivaD0 000 km.insa,
ceea ce conta era faptul ca se stabilise un mod stiingifia de calcula distanta
pana la Soare. Precizia masuratorilor depinde de tgdarde masura. Si cel mai
important lucru este ca acel mod stiintific avea, ca limim@atematica.

L -

Anaxagoraseste cel care a calculat diametrul aproximativ al Soaréfigea
de a folosi o observatie astronomica nu era noua. Amivamm eclipsa totala de
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Luna ne-a permis sa calculam diametrul Lunii. Anaxag@#&olosit triunghiurile
asemenea ce apar intr-o eclipsa totala de Soare perdtoudecdiametrul Soarelui
prin intermediul diametrului Lunii, distantei Pamarituna si distantei Pamant -
Soare. Rezultatul este de aproximativ 1,40 milioane de km.

P

Ceea ce este important este ca savantii greci au reusigddaga ca diametrul
Soarelui depindea de determinarea distantei PamarareSGare distanta, depin-
dea de determinarea distantei Pamant - Luna si de diiahheinii. Care diametru
depinde de diametrul Pamantului.

Toate aceste idei pot fi regasite in cuvintele matematidia francez Henri
Poincaré, cel care a publicat ideile teoriei restranselativitatii intr-un articol,
Thaintea articolului asupra aceluiasi subiect, publitsaAlbert Einstein:

Omul de stiind nu studiaa natura pentru folosul pe care-l poate obtine de la
ea; el o studiaa fiinda& astail Tncanta, siil incanta fiinda natura este frumoas
... Si nu este vorba de acea frumusete dérstarneste simturile. Eu vorbesc aici
de frumusetea care provine din ordinea si armonétipor Si pe care numai o
inteligeng pura o poate sesiza.
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7. Lectie la dispozitia profesorului: TEOREMA LUI PITA-
GORA, PRIN ANALIZ A MATEMATIC A

ACEASTA SCURTA LECTIE ESTE O PERIA. AM TESTAT-O, CA Sl PE CELELALTE
LECTII, PE MAI MULTE PERSOANE LA SFARSIT EXISTA O SINGURA REACTIE: WOW!

Triunghiul ABC' este un triunghi dreptunghic cu unghiul dreptAn Lun-
gimile laturilor triunghiului sunt: ipotenuz®C = y, catetaAC = x Si cateta
AB = a.

D
E dy
" dx
L 4
v X
B A -

Dacaxr creste cu o valoare micadprin extinderea laturidC catreD, atunci
y creste cu ¢. Acestea formeaza doua laturi ale unui triunghi) £, care (Cuk
ales astfel incat dreap@F sa fie perpendiculara pe ipotenuza) este un triunghi
dreptunghic asemenea cu triunghilBC'. De aceea, rapoartele dintre laturile lor
respecta teorema fundamentala a asemanarii, adica:

dy =«

dr  y
Rezultay dy — x dz, adica / ydy = / rdz. Se obfine = £ + ¢, unde

c este o constanta. Constanta poate fi dedusa din observatt 0 conduce la
y = a. Se obtine, astfel, teorema lui Pitagogd,= 22 + a?>. WOW!
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8. Anexa
UNEORI, ALGEBRA NU ESTE CEEA CE PARE A FI

Stiu ca titlul ales poate induce ideea ca algebra esta apust si plictisitor,
dar prin exemplul pe care il vom vedea ea ne va apareaisitigdre si inedita.
Algebra este intotdeauna stralucitoare iar in leciardhi jos vom afla ca alge-
bra, interpretata convenabil, poate deveni geometrie.sAranunt o teorema de
geometrie cunoscuta inca din anul 18%8orema lui Morley.

Enuntul este simplu si elegant:

Pentru orice triunghi, punctele de intersectie a trisestdor adiacente for-
meaa un triunghi echilateral.

Consideram triunghiul BC', in care trisectoarele adiacente ale celor trei un-
ghiuri se intersecteaza n punctéte( si, respectivR.

X A

o
Y

Trisectoarele unui unghi XOY B ¢

Sa aratam ca triunghidtQ R este echilateral.

Se cunosc mai multe demonstratii geometrice, trigondo®etprin constructii
auxiliare etc. Vom povesti cea mai frumoasa solutie, flgasita de matemati-
cianul francez Alain Connes pe cand era invitat intr-agist de cercetare la IHES
si publicata apoi, in 1988. Trebuie sa mentionez c@rAConnes este medaliat
Fields si, de fapt, asta spune totul.

Anecdota povestita de Alain Connes pe seama acestei teGre&x@pe cu re-
constituirea unei atmosfere de pranz la restaurantuitumstui. Pranz in care
savuroasele si distinsele produse culinare frantyzesit mai probabil, stropite
cu un Bordeaux, 1i fac pe comeseni sa discute, evidentmaiea. Cineva de la
masa mentioneaza teorema anterioara si i-o atritouiedd eronat lui Napoleon.
Ca problema, lui Alain Connes i se pare interesanta gigalele la masa pornit sa
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o rezolve. Mai ales ca, gandea Connes, daca a putut fieaade Napoleon, nu
se poate ca el sa nu o rezolve. Dar problema rezista.

Dupa mai mult timp, Alain Cannes produce solutia care tqoearice prob-
lemist, ar putea fi solutia vietiin cele ce urmeaza vom vedea varianta accesibila
a acestei solutii.

Teorema (Alain Connes). Daca f;, : C — C, fi(z) = arz + by, k € 1,3,
ar ¢ {0,1}, ar - ay # 1, Vk # 1, k,1 € {1,2,3}, iar t = ajasaz # 1, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) fio fiof3 =ide;

2)t* = 1sia+Bt+~t% = 0, undea, 3,y sunt punctele fixe ale It o f5, fy0
f3, 30 fi.

Demonstratie Cateva observatii¢ f1 o f2)(z) = fi(f2(2)) = a1 fa(2) + by =
a1 (asz+be)+by implica( fiof2)(z) = ajasz+a bo+b;. Caurmare, concluzionam
ca:

i) (fiof2)(2) = arasz+a1ba+by, (f20f3)(2) = asazz+azbs+by, (f30f1)(2) =
asa, z + azb; + by au punctele fixe

o a1b2a3 + blag . CLngCLl + b2a1 o a3b1a2 + bgCLg

Y

Clg—t ’ N Cll—t CLQ—t

i) f2(2) = (fio fio f1)(2), deciff(z) = a3z + by(a? + a; + 1) si, analog,
[3(2) = a3z + ba(a3 + az + 1), f3(2) = a3z + bz(a3 + az + 1).
Ca urmaref} o f3 o f3 = idc este echivalenta ada3a3z + ala3bs (a2 + az +
1)+ adbi(a3 +ay +1) + bi(a? + a1 + 1) = 2.
Deci,t? = ajajal siajasbs(a3+as+1)+ajb (a3+as+1)+bi(af+a14+1) = 0.
Ori, prin calcul, se arata ca egalitatea cu 0, de deasaptade fapt + St +
t? = 0, dupa ce Tnlocuint*> = —t — 1 si a, 3,y cu formulele din i).

Acum vom arata ca teorema anterioara scrisa pentte fusctii f1, f2, f3,
particulare, esteeorema lui Morley.

Desenam triunghiut BC' si orientam unghiuriled, B, C' ca in desenul de mai
jos.

Consideram functiilg, = Ry (22), f» = Rc (20) f3 = Ra (%), unde, prin
Rp (%) se intelege rotatia de centfusi de unghi22 -, In directia considerata de
sensul unghiului orientat.

: 2B 2B
Deci f este de formgf,(z) = cos —~ +2’sin? z + by, undeb; se

ai
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exprima in functie de originea aleasa in plan. Ca uemar

33Ty

2A 2B 2C .. (2A 2B 2C
a1G2a3 = COS ?—l—?—l—? + 28In =g,

cue® = 1.

deci

B,

Ne uitam la desenul anterior. Se observd & f2)(P) = fi(P') =
P este punct fix pentri o f>. Sa-I notam cuv. Analog,(f2o f3)(Q) = @,
$i(fso fi)(R) =R R=1.

Ramane de aratat ¢& o f3 o f2 = idc.

[ este o functie liniara cu coeficientii determinati, deesmportamentul ei
poate fi descris prin modul ei de actiune asupra unui singaci

RezultafP(F) = f(c/) = fi(fi(e')) = fi(a) = ", decif} = sap o spc,
undespc este simetria fata d&C iar s,p este simetria fata dd B. Analog,
f3 = spcosac i f3 = sac o sap.

Caurmaref; o fJ o f§ = sap 0 spc 0 spc © Sac © Sac © sap = idc.

Decia, 3, v verifica relatian 4 £ 3 + 2y = 0 ceea ce Inseamna ca sunt afixele
varfurilor unui triunghi echilateral.

Sa ne mai uitam odata la enuntul lui Alain Connes:

Daca f, : C — C, fk(z) = arz+ by, k € 1,—3, ag ¢ {0,1}, ag - a 7& 1,
Vi # 1, k1l € {1,2,3}, iar t = ajasas # 1, atunci urnétoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) fiofiofi=idc

P,
Q
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2)t* = 1sia+Bt+~t? = 0, undex, 3,y sunt punctele fixe ale Iy, o f5, fy0
f37f3 Ofl-

Pentru cazul particular al rotafiilde s (%), Rs (2£), Rc (%), aceasta teo-
rema devindgeorema lui Morley, adicatrisectoarele adiacente ale laturilor unui
triunghi se intersectean trei puncte, @rfuri ale unui triunghi echilateral

Algebra nu este ceea ce pare afi ...
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,,TOATE-S VECHI S NOUA TOATE.”

TEHNICI INOVATIVI% Tlv\l PREDAREA MATEMATICII?
de CATALIN GHERGHE

Probleme de tip Fermi

Ritmul societatii actuale impune deseori luarea unoiaiigapide Tn probleme
importante (de zi cu zi) in care datele sunt putine si,@le mai multe ori, nu la
indemana. Informatiile furnizate de media sau de idihi sunt de multe ori
prezentate in functie de numere mari sau de procente afgaa, interpretarea
fiind deseori confuza. lata (cel putin) doua problemea&te oamenii se confrunta
in viata reala si la rezolvarea carora poate contigbumatematica, prin studiul ei
in scoala. O metoda ,,inovativa” ar fi inserarea Tnede predare, in manuale sau
chiar in programa a problemelor de tip Fermi si ,,antreaacopiilor in rezolvarea
lor.

Enrico Fermi, fizician italian, laureat al premiului Nobedrdru studii ale
proceselor nucleare, membru al Proiectului Manhattare eadezvoltat bomba
atomica, avea o capacitate uimitoare de a rezolva probjengte nu foarte usoare)
n minte, pe marginea unui ziar sau pe spatele unui pliagkinf-the-envelope
guestions”), folosind informatii care, initial, nu gEu sa conduca la rezultate
cantitative, dar care, prin estimari si aproximarijigéind operatii si concepte de
cele mai multe ori elementare, conduceau la un raspunsiaftat niste limite
identificate pe parcurs.

De la cele mai nastrusnice pana la cele mai serioase|gmele Fermi sunt
exact de acest tip. Cate pungi de popcorn ne trebuie ca gieomo sala de clasa?
Cati oameni vorbesc la telefon in lume la un moment dat?e @ate diferenta,
privind riscul de a avea un accident (mortal), dintre at@ie cu avionul si una
cu masina? Cu cat se scurteaza speranta de viatah faanatorilor ,,inraiti"?
lata cateva exemple de probleme de tip Fermi.

Prezentam in continuare o propunere de strategie denangérén rezolvarea
acestui tip de probleme dupa care vom da cateva exemple.

Strategie de rezolvare
1. Clarificarea cerintei problemei si a interpretarilor

2. (optional; se testeaza intuitia ) ,,Ghicirea” raspuiui, fara rationamente
sau calcule.
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3. ,,Spargerea” problemei in probleme mai mici, cu rdreba care se poate
raspunde mai usor. Acest lucru se poate face printriudesrationamente
si calcule bazate pe experienta de zi cu zi.

4. Efectuarea de presupuneri si aproximari. Uneori estiémmai usor sa gasim
cea mai mica si cea mai mare valoare posibila a cainfitafliscutie. in
general, se ia media lor geometrica pentru a estima ctgital un numar
care are ordinul de marime egal departat de cele ale mimmgguperioara
siinferioara.

5. Aproximarile se vor face folosind reprezentarea nuinersub formaa -
10°, undea € [0,10) si b € Z. Aici trebuie sa se inteleaga ca exponentul
b este cel mai important (el da ordinul de marime a cajitdtpa care,
importanta este prima cifra a reprezentariiducelelalte fiind mici ajustari.
Este binecunoscuta gluma cu dinozaurul de 75 000 003 ani.

6. Dupa ce se da raspunsul, care este, evident, 0 aprexghau unul exact,
daca este posibil, este bine sa se compare cu rezultééiise existente
sau sa se verifice practic corectitudinea rezultatiiuéazul unor diferente
mari, ar trebui sa se incerce identificarea surselor derero

Exemplul 1. Cate bu@ti de popcorn sunt necesare pentru a se umple spatiul
unei fli de clas? (Problend usoag.)

Rezolvare.Ne gandim ca o bucata de popcorn incape intr-un cub tdedla
1,5 cm. Deci, intr-un cub de latufgcm vor intra apoximati27 de floricele.intr-
un cub de laturd m vor intra8 - 10® cuburi de latur& cm si, deci, intr-un spatiu
del m3 vorintra27 - 8- 103 = 216 - 103, adica aproximati - 10° floricele.

Placile (in forma de patrat) de pe tavanul clasei aur¢éatle0,5 m. Sala de
clasa are5 de placi in lungime 20 in latime si, deci, are (aproximativ) 13 metri
in lungime si10 metri in l&time, adicd30 m?. inaltimea salii de clasa este cam
de douad ori si jumatate Tnaltimea unui elev, deci apmativ4 m asa ca volumul
salii de clasa este de aproximaiiv10? m?.

In final, aproximativ(2 - 10%) - (5 - 102) = 10® de floricele vor umple sala de
clasa.

Exemplul 2. Cate celule contine corpuiu? (Problera mai grea.)

Rezolvare.Prima intrebare pe care ar fi normal sa ne-o punem estem,,Cu
putem estima volumul corpului nostru?”.

Cel putin doua variante pot fi folosite. Prima ar fi sa falo$ormulal” = =,
undeV este volumulyn masa iarp este densitatea, densitatea urmand afi apro-
ximata cu cea a apei. A doua este mai geometrica. Apraxin@umul corpului
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cu cel al unui paralelipiped dreptunghic. Presupunem ag@timmea stie formula
volumului,V = h - [ - a, undeh este naltimed, latimea iara adancimea (dimen-
siunea fata-spate). La inaltime este simply; 1, 7m. Pentru latime, folosind o
medie geometrica a dimensiunilor capului, talpilotdgwilor si umerilor, obtinem
aproximativi = 0, 3 miar pentru adancime = 0, 2 m. Obtinem astfel ca volumul
corpului este aproximativV’. = 1,7 (3-107!) - (2-107%) = 102 - 1073, adica
aproximativo, 1 m?.

A doua ntrebare normala este: ,,Care este marimea ehde®”. incepem
prin a ne uita la obiecte foarte mici din preajma. De exemplitem vedea cat de
mic este un milimetru privind o rigla gradata si reatiz&a putem vedea ,,ceva”
de 10 ori mai mic, adicd0—*m. Inventatorul primului microscop a putut vedea
obiecte marite cu magnitudinea cuprinsa intre 10 si ID€ci, putem considera
ca marimea unei celule este cuprinsa irte® si 10~°, adica intre 1 si 10 mi-
crometri. O vom aproxima cli0—° m. Exista si o procedura de aproximare cand
se considera media geometrica iar suma exponentileri@gtara. Se micsoreaza
aceasta suma cu 1 si se inmulteste rezultatul cu 3.

Volumul celulei va fi aproximativ = d3 = 107> m3.

In sfarsit, numarul de celule din corpul uman este- % = 11(?%115 = 10,
adica aproximativ 100 de trilioane!

Comentarii. Cele doua probleme sunt cunoscute, cea de-a doua estetem ca
Guesstimationscrisa de Lawrence Weinstein si John A. Adam si puldidat
2008 la Princeton University Press.

Trebuie remarcat ca la interviul de angajare n toate lmaompanii ameri-
cane este imposibil ca viitorul angajat sa nu primeasa@blema de tip Fermi.

Majoritatea problemelor de tip Fermi din literatura sdntprincipal, legate de
informatii generale din SUAIntr-un (posibil) viitor proiect al S.S.M.R. am putea
Tncerca sa compunem sau sa adaptam probleme de tip leespecificul societatii
romanesti.

Demonstratii fara cuvinte (vizuale)

,,Un desen face mai mult decat o mie de cuvinte.

Multi profesori de matematica sunt familiarizati cu frgude mai jos. Ea
provine din (poate) cea mai veche carte de matematicatiipzhou Bi Suan Jing
(cca. 200 1. Hr.), si reprezinta o demonstratie ,,vialila teoremei lui Pitagora.
Este, pe langa (poate) cea mai veche demonstratie a enultat (important)
matematic, primul exemplu de demonstratie fara cuvirite ciuda radacinilor
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antice, demonstratiile fara cuvinte isi primesc mexasterea oficiala abia in 1970
cand Mathematics Association of America a propus ca agestdie publicate in
Mathematics Magazingi The College Mathematics JournaDin acel an, con-
stant au fost publicate mici articole continand desengoiau sa transmita idei
matematice Tntr-o maniera pur vizuala. 1994, Roger B. Nelsen publi¢&oofs
Without Words: Exercises in Visual Thinking

CQ=a2+b2

Dupa parerea mea, exista cel putin trei motive ce ,imeswla” demonstratiile
fara cuvinte ca instrument ajutator in lectiile de emaatica:

1. Ofera posibilitatea de a justifica unele fapte matereagitunci cand de-
monstratia nu este ceruta de programa si cand se puneatizaccent pe
aspectele intuitiveln plus, ele pot fi folosite atunci cand nu este timp (fizic)
pentru demonstratii riguroase, dar se doreste o jusific&Exemplul din
figura de mai sus este de aceasta natura, explicatiile fiiracest caz de
prisos.

2. Tn;elegerea demonstratiilor vizuale permite, apoiyelei sa-si incerce pu-
terile in redactarea unei demonstratii riguroase, mar@asii logici sugerati
de desenul in cauza.

AD.BC AB.CD

AB.AD

AC.BD
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Desenul de mai sus sugereaza o demonstratie a teorerR¢vlameu:

Produsul lungimilor diagonalelor unui patrulater insctipil este egal cu
suma produselor lungimilor laturilor opuse.
Ideea este sa se formeze un paralelogram cu trei triurigis&menea cu trei
triunghiuri din patrulaterul initial. Mai exact, sunt caiderate triunghiurile:
ABD cu factorul de proportionalitatdC', ABC' cu factorul de proportio-
nalitateAD si AC'D cu factorul de proportionalitaté B. Aceste triunghiuri
dau nastere unui paralelogram, urmarind egalitaiiterel unghiurile colora-
te. Relatia din teorema rezulta acum usor din egahtatdoua laturi opuse
din paralelogram.

3. Nu in ultimul rand, demonstratiile vizuale ar conduaeexemplificarea
frumusetii matematicii, care se pierde deseori in,ishétformalismului,
folosit nejustificat in multe lectii.

Desenul de mai sus ne arata ca suma unghiurilor unei pamageste
mereul80°.

Nu pot sa nu remarc faptul ca aceste demonstratii vizauafest puse in ,,drep-
turile” lor de catre ,,omologul” american al S.S.M.R. @ivd seama de cele expuse
mai sus, cred ca acest subiect ar putea fi inclus intr-uarygiosibil proiect al
S.S.M.R.

Matematica prin povesti sau prin probleme practice

In multe dintre dialogurile cu colegii din Tnvatamahpreuniversitar a aparut
intrebarea ,,Cum incepem o lectie?”. Mai exact, cumrfasé ne atragem ,,pub-
licul”, care deseori priveste ora de matematica blazatiYsau cu frica (altii).
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Parerea mea este ca multe dintre lectii ar putea Thoep@ ¢,puzzle matematic”,
Cu iz de poveste sau de problema practica (reala de dedat@gd, a carui rezolvare
sa se poata face doar dupa ,,parcurgerea” lectieicégpeApare un fenomen psi-
hologic prin care elevul uitd pe moment ca este la ora dematica, incercand sa
inteleaga ce se petrece la tabla din dorinta de a dasgiuzzle-ul” de la inceput.
O colectie de astfel de povesti sau de probleme practice, a fie atasate la cat
mai multe notiuni predate in clasa, ar fi foarte utildasiputea constitui un alt
punct al unui viitor program al S.S.M.R.
Vom da acum cateva exemple.

Exemplul 1. latd o ,,poveste” clasica pe care o gasim in celebra e,
Two, Three ... Infinitypublicata de, nu mai putin celebrul, George Gamow in
1947 in Viking Press.

Un tanar aventurier descope@rca a primit prin testament de la stbunicul
lui o cutiein care se afla o ha#t si o scrisoare cu explicatiiln oceanul. .. la
latitudinea. .. si longitudinea... se af o insub parasita. in partea de nord
a insulei vei vedea un stejar si un pin, dar si casguiatoare. Pleaa de la
spanzurtoare @tre stejar, nurara pasii si, @nd ajungi la el,intoarce-te atre
dreapta cu un unghi drept si mergapa vei parcurge acelasi nuan de pasi ét
ai facut pana la stejar. infinge aici un &rus, intoarce-te la spnzu@toare si pro-
cedeaa la fel cu pinul, cu diferentaa&acum te veintoarce la shnga. Bate si aici
un farus. Parcurge acum distanta dintre cei dargisi si la junatatea distantei vei
gasiingropat o comoaa.

Tanarul porneste n expeditie, ajunge pe insulg,dlampacate, spanzuratoarea
nu mai exista. Nemaiavand cum sa localizeze comoaratsarte trist pentru ca
nu putea profita de ,,mostenirea” strabunicului lui.
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Daca, insa, tanarul ar fi stiut numere complexe saiaycheometrie sintetica
elementara, ar fi putut descoperi comoara. Asa, ea vamanot acolo, asteptand
alti temerari.

lata un exemplu care are (in mod normal) darul de a ,,c@pthasa. Acum,
profesorul nu trebuie sa le spuna decat ca doar dact atamti si vor intelege ce
se va preda vor putea descifra ,,misterul”.

Problema admite cel putin trei metode de rezolvare si, deputea fi folosita
la diferite niveluri de predare. O solutie este elememtéoiosind doar asemanari
de triunghiuri (cl. a Vll-a), o alta folosind numere compdexunde s-ar putea
intelege mai bine adevarata natura a unui numar compka de rotatie (cl. a
X-a), si alta folosind geometria analitica (cl. a X-a sauacXl-a).

Exemplul 2. Urmatoarea poveste este din carfeansformation Groups for
Beginnersscrisa de S. Duzhin si B. Chebotarevsky, aparuta la AM3004. Ei
propun urmatoarea poveste, prelucrata din folclorul rus

Un tanar print este anit iar corbul, singurul lui prieten, trebuiedsi adu@
cat mai repede apa mortii Si apa vietii, pe care le poate tia cele doa rauri
(veziimaginea). Cum o poate face?
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Povestea este potrivita pentru clasa a Vll-a, cand sgardespre mediatoare,
sau pentru clasa a Xl-a, cand ar trebui sa se invete elsgpetrii axiale (poate
cand vom avea o0 noua programa!).

Exemplul 3. Acesta este un exemplu la limita dintre practica si ,,r@ggi
adicatot ... poveste. Profesorul ar putea sa le propopida@r la inceputul orei un
numar de ,,magie”. Cineva din clasa sa-i spuna CNRu@d prima cifra, al unuia
dintre elevi, fara a zice al cui este. Profesorul ar trefuj,ghiceasca” daca elevul
este baiat sau fata.

De exemplu: Posesorul acestui CNP: X 891113341181 eshtdru
fata?

STRUCTURA CODULUI NUMERIC PERSONAL

S IAMIANININEFEZEFIEE N N N 3

VL +

Ziua
nagterii
luna
nasterii

Intentionat nu am dat solutiile aici tocmai pentru a vesfdaca cititorul (care
nu cunoaste problemele) a fost atras si curios sa levezol

Sa(-i) invatam din greseli

,»Singura eroare reala este aceea din care nu invefc'hirdin profesor bun
este (si) acela care foloseste erorile ,,posibile” sauike ,,intamplate” pentru a-i
face pe elevi sa inteleaga mai bine un concept, o demagiessau un algoritm de
calcul. Dupa parerea mea, un profesor trebuie, pe de e,[&#itaccepte ,,dreptul”
elevului de a gresi (mai ales cand apar situatii noi Beseele clasice nu mai pot
fi aplicate) si, pe de alta parte, sa observe erorile kelegi sa le inteleaga (elevii
nu fac erori matematice ,,premeditate”, ei cred, de celermdie ori, ca ceea ce
fac este corect!).

Un fapt constatat ,,pe viu” este ca profesorilor (uneergdte frica de greselile
elevilor si, de aceea, de multe ori lectia se transformtiain monolog, in loc sa
fie un dialog. De ce le este frica? Pentru ca ar trebui saedphcatii si (unii
dintre ei) si-ar putea arata limitele in predare.
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Un profesor bun, daca observa o greseala de calcul sagideament, care nu
este ,,recunoscuta” (de exemplu, nu a fost facuta ditenga), are la indemana
mai multe mijloace:

e sa dea un contraexemplu;

e sa sugereze elevului sa verifice, daca este posibiljtetaliobtinut pe un

caz concret sau particular;

e sa se foloseasca si de ceilalti elevi pentru corectare.

Dar toate acestea pot fi puse in practica doar daca prolese in ,,colectia”
lui un arsenal de greseli frecvente (sau chiar mai putiaiite), fiecare (greseala)
cu explicatia ei.

De aceea, consider ca este foarte util (intr-un viitorigobal S.S.M.R.) sa
punem la dispozitie profesorilor 0 baza de date care s#ir@ cat mai multe
greseli, cu explicatiile lor.

Am sa dau acum cateva exemple, facand o paralela cueternrmedicali.
Atunci cand se constata o greseala matematica, dadeittin elev, ar trebui sa
se treaca prin cele trei etapgnamnezadiagnosticulsi tratamentul Vom exem-
plifica acum pe doua cazuri concrete.

Exemplul 1. Se considera urmatorul subiect, dat la o testare:

1. Daa@ aria unui patrat este 9, & se @iseasa latura sa.
2. S se rezolve ecuatia® = 16.

La primul punct majoritatea elevilor a dat raspunsul cbfee 3, dar la al
doilea punct foarte multi au scris= 4.

Anamneza

e sunt copii de clasa a Vll-a (sau a VI-a);

e stiu sa lucreze cu numere negative;

e nu stiu formula pentru solutiile ecuatiei de gradul alda.
Diagnosticul (ipoteze)

e au fost influentati de contextul geometric al punctulegedent (un patrat
de arie 16 ...);

e actioneaza in analogie cu ecuatia de gradul [;

¢ isi pune amprenta rutina calculelor cu numere pozitipsé de experienta);
e sunt bucurosi ca au gasit (totusi) ceva;

e nu stiu cate solutii ,,ar putea avea” o astfel de ecuatie
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Tratamentul

e sa foloseasca, din nou, instrumentul geometric, dar, ata dceasta, in
legatura cu cel algebric (avem un patrat de arie 16 siatigdx; atunci
x? = 16, care are solutiilex; = 4 si z, = —4, darz trebuie sa fie strict
pozitiv);

e salisereaminteasca ce este o ecuatie, ce sunt sodgiiatiei si ce Inseamna
a rezolva ecuatia;

e sa constientizeze cdz? = |z|;

e in ultima instanta, sa reformuleze problema sub foumei ghicitori: ,,Ma
gandesc la un numar, pozitiv sau negatividic la patrat si obtin 16. La ce
numar m-am gandit?”.

Exemplul 2. Acest exemplu se refera la greseli tipice, care apanfatamea
transformarilor geometrice, in cazul de fata, siniletexiale.

Cate axe de simetrie are urgprat? Multi dintre copii vor raspunde: doua
(axele verticala si orizontala). Folosind metodaepii, nu va fi greu sa realizeze
ca mai exista inca doua axe (diagonalele).

Ar urma, apoi, safiintrebe pe elevi daca este la fe gireptunghi. Multi vor
spune (cred) ca este ca la patrat, adica tot 4. Folosindhali, metoda sugerata
mai sus va realiza ca nu este asa, diagonalele nu sunt ammdeie.
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Dupa ce i-a intrebat daca au inteles, urmeaza Tapeadinala.

Cate axe de simetrie are un paralelogram oarecarBaralelogramul, fiind
mai aproape de dreptunghi, probabil ca ar spune ca ddiEg eele doua drepte
ce unesc mijloacele laturilor opuse.

Metoda de mai sus este inca utila. Ca ,,bonus”, eleviideg sa fie pusi
sa construiasca simetricul unui paralelogram fata rke dintre laturi. Daca vor
obtine figura corecta, inseamna ca au inteles.

Daca e sa ne intrebam de ce au gresit, raspunsul céariraiemana este ca,
Tn general, ei sunt obisnuiti cu axele orizontale satic@e. Atunci cand acestea
sunt oblice si nu intersecteaza figura, apar problemele.
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MATEMATICA SI CALCULATORUL:
EXEMPLE, IDEI $I BUNE PRACTICI
de RADU GOLOGAN Si ALEXANDRU NEGRESCU

Mijloacele de calcul (masini mecanice, electronice,aide calcul) au fost,
de-a lungul istoriei educatiei matematice, prezente peent ca modalitati de
exemplificare, modelare sau rezolvare a unor probleme.

Ultimele decenii au adus aceste tehnologii la o perfeetigho raspandire
neasteptata, revolutionand in fapt orice aspectdlivEvident, aceste tehnologii
au patruns masiv si in educatie, cu precadere intiegfiga.

De la simple mijloace de calcul numeric, computerele au st faca ra-
tionamente analogice complexe, revolutionand, astfemenii importante ale
cunoasterii umane. Cine isi imagina in anii '60 ai sabtwltrecut, la aparitia
primelor calculatoare electronice de buzunar, ca, tewveddecenii, acestea vor
putea face operatii complexe, de la grafice de functii lscdmpuneri in factori
pentru polinoame sau la calcule complexe cu coeficientis@iifel ?

Ca fapt istoric, primele idei de a crea sisteme algebriceprderizate ¢om-
puter algebra systemau aparut in anii '60 n grupurile de cercetare ale aligeb
tilor din Europa si SUA. Probabil ca cel mai cunoscut a fredtde la Universitatea
Waterloo din Canada, care a culminat cu lansarea celelsotuanalogic Maple
n 1982.In paralel, s-au dezvoltat Mathematica, Mathlab, iar fimil ani varian-
te ,,open acces” ca Maxima, SageMath, Axiom etc.

Toate acestea au si variante educationale, pentru toateimie. in plus, ele
au dus la dezvoltarea unor softuri simplificate si usoraledit pe echipamente
accesibile oricui. Astfel, compania Wolfram, cea care avdkat pachetul Ma-
thematica, ofera online softul Wolfram Alpha, accesibdlusiv de pe telefoanele
inteligente si extrem de complet in ceea ce priveste &ismul matematic.

In sistemul educational romanesc exista incercam diezvolta softuri edu-
cative pentru matematica de catre companii important8afewin. Din pacate,
acestea nu au reusit sa se impuna in sistemul eduebtioefiind suficient de
atractive si prietenoase pentru elevi.

Punctul nostru de vedere este ca elevul trebuie sangdata n sistemul de
predare aceeasi tehnologie cu care este obisnuit dinangle informatice pe care
le utilizeaza zi de ziin orice moment al Tnvatarii matematicii si la oricarsta,
calculatorul trebuie sa fie prezent. De la ecranul ce podtddsit Tmpreuna cu
videoproiectorul, ca tabla, pana la calcule, graficeesqaerimente.

Vom prezenta, in cele ce urmeaza, cateva exemple deilgopifactici la
lectiile de matematica pentru diferite niveluri de arsau de domenii. Prezentarea
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se va referi la mijloace informatice necostisitoare, Wmprocurat. Evident ca e-
xista multe astfel de variante pe care o simpla cautareplke poate aduce. Exista,
de asemenea, o sumedenie de softuri ce pot fi folosite laareaelevilor. Nu ne
vom referi la acestea, ramanand la latitudinea profdaosa le utilizeze.

1. Microsoft Office Excel folosit |a lectia de matematia

Programul tabelar cel mai cunoscut este Microsoft OfficeglE¢sau variantele
sale, Open Access etc). Acesta contine subrutine utieddarea matematicii la
diverse niveluri. lata cateva:

e generarea pe coloane a sirului de numere naturale, wiiliaditerior, n

formule;

e generarea formulelor dependente de numere naturale gsigggiruri re-

curente etc);

e reprezentarea grafica discreta.

Exemplul 1. Numere prime. Se genereaza pe prima coloana numerele natu-
rale Tn ordine, pornind cu 1, apoi, formufel + 1 si trasa pana, sa zicem, la 200.
Apoi se impart pe rand coloanele la 2, 3, 5 etc, pastrarat dumerele care nu
dau Tmpartiri exacte etc.

Exemplul 2. Studiul sirului lui Fibonacci (clasele primare). Pe coloana
in linia 1 se scrie 1, apoi pe linia 2 se scrie formeladl + 1, care se trage pana
la linia 100, de exemplu. Pe coloana B se scriu, pe rand, releé, 1 si, apoi,
in casuta de pe linia trei formuka B1 + B2, care se trage pana la linia 100,
generand, astfel, sirul lui Fibonacci. Pentru claselemrexi, se poate verifica, pe
coloanaC, ordinul de crestere: de exemplu, pe rand2eL8", (2/3)" si, in final,
cu formula pentru termenul general.

Exemplul 3. Pentru clasele de liceu. Compararea sirulticu sirul lui
stirling, /n (2)", si, apoi, cu deducerea aproximativa a constanfer. Se
genereaza, ca mai sus, ambele siruri care se pot repaegeiic pe aceeasi pa-
gina.

Exemplul 4. Studiul convergentei unor siruri sau a ordindui de marime.
De exemplu, sirul definit recurent ca; = 1 Sia,1 = a, + % si deducerea

faptului caa,, ~ v/2n2.
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2. Utilizarea softurilor ce permit scrierea pe tableta sau pe

telefon inteligent
Exista 0 gama bogata de programe gratuite sau extremftilgeiee pot fi

folosite pe post de tabla inteligenta cu posibilitagi @cces la import online de
imagini sau cu inregistrare de sunet (pot inlocui cu ssitat@la inteligenta). Marele

avantaj al acestora este ca cele scrise pot fi salvateggj,apine, fiecare elev are
acces la acestea.

lata cateva astfel de softuri:
e MathPad, transforma scrisul de mana in formule de €KL

e GoodNotes, posibilitatea de a scrie lectii intregi, imtmbn net, editor de

text.
. / Aad 99
,,:.‘_ x, Xb A f; U J ,_I\' -
S \\ R ) \
\_/ ]‘ 2.
T ke N, & rL (400‘!_0(400_‘/):

= 40000 - 1

:
(=)=

@ﬁ(;a;g_\j_@a)@-t,)

Exemplele de mai sus sunt create cu GoodNotes, iar primdineoa figura
importata si completata pe parcursul expunerii.

3. Softuri cu posibilitati grafice

Internetul contine foarte multe oferte de astfel de sqftyren access. Evident,
cele comerciale sunt complete dar, indeobste, scumpelgsea, cu pretentii de
programare. Ma voi referi la doua: Wolfram Alpha si QuiGkaph, ce pot fi

utilizate inclusiv prin importarea in programe de scraal
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4. Anexa: Microsoft Office Excel folosit la studiul limitei unui
Sir

SIR. LIMITA UNUI SIR

Notiunea ddimita este una dintre ideile fundamentale, nu doar in in{etaye
analizei matematice, ci si in dezvoltarea gandirii matce, dincolo de aceasta,
si Tn urmarirea rigorii matematice ([4]). Limita pretandificultati majore elevilor,
indiferent daca ea este studiata in contextul sirgrilmctiilor sau seriilor ([8]).In
plus, multe dintre obstacolele intalnite de elevi ifelegerea altor concepte (con-
tinuitate, diferentiabilitate, integrabilitate) pot Bdate de dificultatile cu limite

([2)).

Aspecte istorice.Trecerea la limita este cunoscuta inca din vremea fildab
grec Zenon din Elea, ce o utiliza in paradoxurile sale. {6tasucippus, Demo-
critus, Antiphon, Eudoxus si Archimedes au dezvoltat matepuizarii (netho-
dus exaustionibys care utiliza trecerea la limita pentru a gasi cu apratim
ariile sau volumele unor figuri sau corpuri complicate.lucrareaTractatus de
Quadratura Curvarun{1704), Isaac Newton liniarizeaza dezvoltarea binomului
(x + o)™, trecand la limita4 — 0). Toti marii matematicieni care au contribuit
la dezvoltarea analizei matematice (Leibniz, Euler, DiAbkert, Cauchy, Bolzano
etc) au intuit conceptul de limita, dar cel care a oferit firdge riguroasa a fost
Karl Weierstrass (1860).

Notiunea matematica dgr nu este cu mult diferita de cea din viata de zi cu
zi. De exemplu, pentru a descrie ce vom face n ziua de maineste suficient sa
enumeram activitatile, ci trebuie sa o facem si Tnied corectain matematica,
notiunea de sir este utilizata pentru a descrie o suggedifinita de numere, a
caror ordine este bine determinata de o regula.

Putem reprezenta un sir astfel:

ay, G2, a3, A4, ..., Ap, ...

sau, mai simpluga,, ), >1-

Numarula,, se numestal n-lea termenal sirului (sautermenul generahl
sirului) iar numarul, se numestendicelelui a,,.

Exemplu. Sirul care are termenul general de for?ian € N*, este urmatorul:
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ay, G2, a3, A4, ..., Qn, ...

P44l \J
2, 4, 8, 16,..., 2", ...
Putem gandi sirul ca o regula, care asociaza numarulriumarul 2, numarul

2 cu numarul 4, numarul 3 cu numarul 8 si, in general, @awin cu numarub”.
Astfel, daca termenul general egtéen) = 2", sirul poate fi rescris:

F), £(2), £(3), f(4), -, f(n), ...

care este , lista” valorilor functigi : N* — R, f(n) = 2". Aceasta ne sugereaza
urmatoarea definitie:

Definitia sirului.  Un sir este o functie al &ei domeniu de definitie este
multimea numerelor naturale (nenule).

Un sir poate fi dat:
1. prin enumerarea primilor termeni, pentru a putea staliigatura intre ei

si a deduce urmatorii:
1,4,7,10,13, ...

2. printr-o formula explicita a termenului general:
a, = 3n — 2, oricare ar fin € N*;
3. printr-o formula de recurenta si precizarea prinilor) termen(-i):

a, = 1sia, = a,_1+ 3, oricare ar fin € N,n > 2.

In exemplele date, oricare dintre cele trei modalitagiatie acelasi sir. Functia
care face asocierea egte N* — R, f(n) = 3n — 2.

Exercitiul 1. Scrieti primii patru termeni ai sirulub,, ),,>1, undeb, = — Z T
- n
Solutie.Primii patru termeni ai sirului sunt:
2-1 2-3 3
P12 T 34+1 5
oo 212 4 o 24 _ 8
T2yl B ey ar
O
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Exercitiul 2. Scrieti primii sase termeni ai sirulqy,,),>1, definit recurent:
fi=fo=1s8if, = fao_1+ fn_o, oricare ar fin € N,n > 3.

Solutie. In baza relatiei de recurentd, particularizata penmtre= 3, gasim
termenul al treilea al sirului:

fa=fo+fi=1+1=2.

Cunoscand termenii al doilea si al treilea, determinarmenul al patrulea:
fi= fa+fo=2+1= 3. Analog, gasim:fs = f4 + f3 = 3+ 2 = 5 i
foe=fs+fs=5+3=28. O

Pauza de Fortificare Intelectuala. Acest sir este cunoscut sub numele de
sirul lui Fibonaccisi rezolva problema cresterii unei populatii de iepugonardo
Pisano Bigollo (1170-1250), cunoscut ca Fibonacci, a foshatematician italian

si este considerat drept unul dintre cei mai talentatemmatticieni vestici ai Evului
Mediu.

Exercitiul 3. Gasiti expresia celui de-atlea termen al sirului:
11 1
Ty T
Solutie. Alternanta semnelo# si — ne aminteste cd—1)" are valoarea 1,

daca numaruh este par, si are valoareal, daca numaruh este impar. Astfel,
putem scrie:

(=1)? L (=1)° 1 (=1
= 1 _= = —— = = — =
ai 1 , Qa2 9 9 , as 3 3 3
) . . ) (_1)n+1
Concluzionam ca forma termenului general este- ————. O
n

Sirurile pot avea diverse proprietati:

1. sirul (a,),>1 estemarginit inferior de m, Si spunem can estemargine
inferioara pentru sir, daca,, > m, pentru orilcm e N¥;

Exemplu. Sirul cu termenul general, = P este marginit inferior de
n
m = 0.

2. sirul (a,),>1 estemarginit superiorde M, si spunem cd/ estemargine
superioa@ pentru sir, daca,, < M, pentru oricen € N*;

: 2 . .
Exemplu. Sirul cu termenul general, = —;, este marginit superior de
n
M = 2.
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3. sirul(a,),>1 estemarginit, daca el este marginit inferior si superior;
Exemplu. Sirul cu termenul general, = <—§> este marginit, deoarece

1 1 .
—3 <a, < 1 pentru oricen € N*.

4. sirul(a,),> estepozitiy, dacda, > 0, pentru oricen € N*;

Exemplu. Sirul cu termenul general, = Z 1 este pozitiv.
n

5. sirul (a,),>1 estenegatiy dacaa,, < 0, pentru oricen € N*;
2

+1

6. sirul (a,),>1 estecresa@tor, dacaa, 1 > a,, pentru oricen € N* (daca
inegalitatea este stricta, sirul se va nigtmict cres@tor);

Exemplu. Sirul cu termenul general, = este negativ.

. 1 . o
Exemplu. Sirul cu termenul general, = 1 — — este strict crescator.
n

7. sirul (a,,),>1 estedescresator, dacda, 1 < a,, pentru oricen € N* (daca
inegalitatea este stricta, sirul se va nugtrict descresator);

este strict descrescator.

Exemplu. Sirul cu termenul general, = —
n®+1

8. sirul(a,),>1 estealternant dacda,, - a,+1 < 0, pentru oricen € N*, adica
oricare doi termeni consecutivi au semnele opuse.

Exemplu. Sirul cu termenul general, = (—1)" - n este alternant.

Dupa cum am afirmat mai sus, orice sir este o functie. aca considera
sirul (a,,),>1, cu termenul general

n
ap = s
n+1
acestuia ii vom asocia functia
[N SR, f(n) = —
: n)= .
’ n+1

Ne propunem sa ilustram utilitatea unui program infoiméin cazul nostru,
de calcul tabelar) in intelegerea conceptului de Bnatunui sir. Lectia se va
desfasura in cabinetul de informatica astfel ineatél putin doi elevi sa existe
un calculator cu unul dintre programele tabelare instdiatpreferinta Microsoft
Office Excel.

a7



Asadar, cum folosim un program tabelar pentru a desenacgraifinui sir (e-
vident, pentru un numar finit de valor)?

Pentru aceasta, amintim ca, fiind dat sii)),,, multimea punctelor de forma
(n; a,), din planul cartezian al axelor de coordonate, se va ryraficul sirului,

Solutie, folosind Microsoft Office Excel.

e pe coloana A sunt generatenumere naturale (este suficient sa generam 3-
4 valori, apoi, selectand valorile respective, pot fi nbte prin ,,tragere”
oricat de multe valori care vor respecta regula folosiatpu generarea
primelor valori);

e pe coloana B se aplica definitia sirului (in celula B1 slw$este, pentru,
valoarea din Al, in B2 valoarea din A2; folosind tehnicaaeuinctul A se
pot obtine toate valorile pentru fiecatedin coloana A);

e se folosesc optiunile de grafic din Excel pentru a pune cadape axadzx
si B corespunzatoare pe a&kg (sunt o serie de optiuni care pot fi folosite:
tipul graficului, etichetarea coloanelor, legenda, cudaagraficului etc).

Folosind aceasta tehnica, pentru sirul nostru, seelgaficul urmator:

YN

121 Incepand cu acest indice,
toti termenii sirului sunt

i i in interiorul benzii.
f ' N
T T T P

O imagine vizuala nu numai ca ajuta elevul sa intedeegnceptul de limita,
insa ofera noii notiuni mai multa rigoare.

Informal, rolul limitei unui sir (daca ea exista) esterse arate comportamentul
termenului general,,, atunci cand. — oo. Mai concret, sa vedem fata de ,,cine”
se apropie termenii sirului, atunci cand indicele dewirece in ce mai mare.

Observand graficul functigi(n) = % deducem ca termenii sirul(i,, ),,>1
o >

. A . . 1
se apropie de 1, cand valoareaducreste. Astfel, diferenta — =
n+1 n+1

poate fi facuta cat de mica dorim, pentru un numa&uficient de mare.
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In apropierea lui 1, pe ax@y, sa reprezentam punctele- = sil + e.

Pauzi de Fortificare Intelectuald. Cine este=? In matematica, litera greceasca
e (epsilon denota o cantitate pozitiva, arbitrara si foarte api@Sa cum Augustin
Louis Cauchy o numea in cursul saun nombre tés petit La origine,s cores-
punde primei litere a cuvantului frantuzeseur (eroare). intr-adevar, Cauchy
desemna, prim, erori din teoria probabilitatilor. Matematicianul R&trdos uti-
liza frecvent termenupsilonipentru a se referi la copii.

Geometric, ce observam? Ca exista un termen al sirtiiéXemplul nostru
grafic, as), pentru care el si toti termenii care urmeaza dupa glasesc n inte-
riorul benzii delimitate de dreptele= 1 — ¢ siy = 1 + ¢ (numita banda). lar,

n exteriorul acestei bengamanintotdeauna un nuar finit de termeni ai sirului
Vizualizarea ce utilizeaza bandaste similara unei priviri microscopice, de tipul
zooming-in

Numindveciratatea lui 1 orice banda (sau, mai riguros, orice interval des-
chis ce 1l contine pe 1), reformulam constatarea de msi $u afara oricarei
vecinatati a luil se afla cel mult un numar finit de termeni ai sirului.

Acum suntem apti sa dam urmatoarea definitie:

Definitia limitei unui sir (cu vecin atati). Numarul real L estelimita sirului
(an)n>1 da@, In afara oricarei veciratati a lui L, se afd cel mult un nurar finit
de termeni ai sirulu{ay, ),>1.

Orice sir care are limita se numegie convergent Spunem ca sirula,, ),,>1
este convergenttre limita L si scriem

lim a, = L.
n—oo

Exemplu. Cel mai simplu model de sir convergent este sirul congtantc, ...),
care are termenul geneka) = ¢ € R. Evident, limita sa este tot numaral

. n o ..
Exemplu. Sirul (a,,),>1, CUa, = T converge catre limita 1. Asadar,
- n

lim a, = lim

Un sir care nu converge se numegieergent

Exemplu. Sirul alternanta,,),>1, CUa, = (—1)", este divergenﬁntr-adevér,
considerand orice numar de pe axa reala, exista vigtirde acestuia, In afara
carora se afla o infinitate de termeni ai sirului (ori teniee 1, ori termenii de
—1, ori ambii). Un alt exemplu este sirul numerelor naturale.
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Daca termenii sirulufa,,),,>1 Se apropie dé, rezulta cga,, — L| devine, cand
n creste, din ce in ce mai mica si poate fi pusa in refatie-ul pomenit mai sus.
Obtinem urmatoarea:

Teorema de convergerd (¢ — V). Nurmarul real L este limita sirului(a,,),>1,
dac si numai dag, pentru orice= > 0, exisa N € N*, astfelincat, pentru orice
n > N, avem

la, — L] < e.

Ce insusire are fiecare ,,personaj” al acestei inegj@lita este valoarea pro-
pusa a limitei, deci este constand. a,, reprezinta un termen oarecare al sirului,
care se apropie dg, candn creste, deci este natural sa il considexémiabil. In
cele din urmag este un ,,dispozitiv’ pentru a masura apropierea terroegitului
de L si va avea caracter gerametru

Cuantificatorii logici, prezenti in teorema, sunt speintru multi dintre elevi
impedimente in calea intelegerii conceptului de lar{[8]).

Exercitiul 4. Aratati, folosind teorema de convergenta N, ca
n+1 1

lim .
. . . n—+1 .
Solutie. Consideram sirula,),>1, CUa, = ——. Pe baza rezultatului de

- . ~ ~ ~ . - ~ n ~ ~
mai sus, ar trebui sa aratam: pentru orgexistaN € N*, astfel incat pentru
oricen > N, avem

‘n+1 1 -
— = £.
2n 2

. ) ) ) 11 L 1 . .
Ultima inegalitate este echivalenta B&' < ¢, adican > R ce ne inspira
n e

. 1 s R o o
sa alegemV = {2—} + 1 € N* (unde[a] reprezinta partea intreaga a numarului
g

reala; amintim cala| < a < [a] + 1).

: . 1 A :
Asadar, pentru orice > 0, existaN = {2—} + 1, astfel incat, pentru orice

3
o s n+1 1 ..o on+1 1
n > N, este adevarata relafla—— — —| < ¢. Deci lim —— = . ldeea
n n—oo n
demonstratiei a fost: cunoscandu-lesa aflam ranguN, dependent de, ceea
ce implica existenta lui. O

Pentru o si mai buna ,,imprietenire” cu limitele, propom spre rezolvare
exercitiile de mai jos.

Exercitiul 5. Scrieti primii cinci termeni ai siruluib,,),,>1, unde:
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n®+1 _1+2+...+n_ﬁ
3n! -1
bbn: ; n — )
) (n—1)! e)b n2( )
4n — 3 n cos(nm
g f f—
0) by = —; )by =———

Exercitiul 6. Gasiti expresia termenului general al fiecaruia dinimerie:

a)2,6,10,14, .. d)s, 1o, -1 L
b)—1,3,7,11, . 592t
gl234 PR
37475767'“’ 737577797~-..

Exercitiul 7 (Biologie). Sa studiem o specie de bacterie care, la fiecare jumatate
de ora, se divide pentru a forma doua noi bacterii. Poroind singura bacterie,
la sfarsitul primei jumatati de ora vom avea douatbsr; la sfarsitul primei ore
vom avea patru bacterii, si asa mai departe. Daca aqestoes 1i asociem sirul
(an)n>1, Undea, reprezinta numarul de bacterii existente dupa ce awtssc n
minute:

a) gasiti expresia termenului general al sirului;

b) cate bacterii vom avea dupa 10 ore? Dar dupa 20 de ore?

Exercitiul 8 (Dobanda compus). Consideram siru(A,,),>1, cu termenul
general
A, =P(l+nr)",

unde P este valoarea sumei initiale depuse la inceputul primarnyuA,, este va-
loarea dobanzii compuse dupani sir este dobanda anuala. Scrieti primii cinci
termeni ai sirului, pentr® = 2000 lei sir = 0, 05.

Exercitiul 9 (Dublarea sumei depuse).O banca platesté’; dobanda pe an.
Considerand dobanda calculata lunar, dupa cat timpr@siepusa se dubleaza?

: R . 1% . o T : o
Solutie.Dobanda pe luna estleZ—O, lar daca suma initiala este atunci dupa o

Ta 7
luna sumadin bancavadi+ —— =a |1+ — ).
una suma din banca va +1200 a( +1200)

Dupainca o luna vom avea

A ST W Y U D U
1200 1200 1200/ 1200/ °
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Folosind acelasi rationament gasim ca, dugani, suma depozitata in banca
: 7 \"

vafia|l1+4+ ——) .
a( * 1200) _ _
Pentru a avea o suma dubla, adizg deducem ca va trebui sa gastm

o . 7 \"
- > 2.
numarul de luni, astfel cél + 1200) > 2

~ H 1 i 7 '
Reprezentam graficul siruldi, ),>1, cUa, = (1 i TOO) '

25
2

1,5

# Seriesl
1

0,5

9]
0 20 40 60 80 100 120 140

Din grafic se poate observa ga= 120 (a,, = 2, 009).
Exercitiul 10. Folosind teorema de convergenta N, aratati ca:

m L o o ED" m
) Jim, 75 =0 b) lim 52 =00 Ol =

3.

Exercitiul 11. Folositi teorema de convergenta- N pentru a demonstra ca
sirul (a,),>1, definit prina,, = v/n + 1 — /n, converge la zero.

0,45
0,4

0,38 <
0,3

0,25
0,2 * Seriesl

0,15

0,1

0,05
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Exercitiul 12 (Fizica). O minge este aruncata spre podea de la inaltfimea de
16 m. La fiecare contact cu podeaua, ea ricoseaza si sa fab inaltime egala

3 T o . ~ : :
cu din Tnaltimea sariturii precedente. Daca acestuieexpent ii asociem sirul

(an)n>1, Undea,, reprezinta tnaltfimea la care mingea s-a ridicat imediga al
n-lea contact cu podeaua:

a) aflati primii cinci termeni ai sirului;

b) intuiti limita acestui sir si justificati-o, folosthteorema de convergenta
e — N.

" o < 1
Exercitiul 13 (Numarul de aur). Numaruly = 5(1 + v/5)~1, 618034 este

numit de grecinumarrul de aur Acestia sustineau ca un dreptunghi care are di-
mensiunile Tn acest raport este ,,perfect”. Matematidifiancez Abraham de
Moivre (1667-1754) a demonstrat ca termenul generalralwilui Fibonacci
(vezi exercitiul 2) se poate scrie sub forma:

1 (—1)”}

f":ﬁ{wn_ "

(1)

a) Aratati cap? — o — 1 = 0.

b) Verificati relatia (1) pentree = 1 Sin = 2.

c) Demonstrati prin inductie ca relatia (1) este adata pentru orice € N*.
Exercitiul 14. a) Desenati in caiet primele 10 puncte ale graficuluilgiru
2n +1

n+1"

b) Aceeasi cerinta pentru sir(,, ),,>1, definit prina,, = \/n.

Solutie.Pentru sirul de la punctul a):

(an)nZL definit prinan =

an=[(2n+1){n+1)

289

Valearea lui an

1 2 @4 &8 B ¥ 8 8 101742 13 14 1216 1F 18 18 20

Valearea luin
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Folosind graficul, se poate trage concluzia ca acestarar@lp.

Exercitiul 15. Indicati legatura dintre graficele de mai sus si cele aleru
functii definite pe axa numerelor reale pozitive.

Exercitiul 16. Studiati monotonia sirului definit prin formula recurant, =

sinap,_1,n > 2,cua; = 1. (In lectiile viitoare, cu teorema de convergenta a

sirurilor monotone si marginite, se poate arata c&tceonverge la 0.)

Graficul sirului an

12
.
08 N
S 0§ .
- _q"""_-._
0.4 M
0.2 il
D T T T T T T T T T T T T T

T 1
o 2 4 6 8 10 12 14 168 18 20 22 24 28 28 30

|—Graficu| sirului an |

Exercitiul 17. Observati ca sirul definit prin,, = cosa,,_1,n > 2, Cua; = 1,
nu este monoton, dar este convergent.

89 -
0,8
0,7 +
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

¢ Seriesl

Observatie Graficele acestor siruri sugereaza si valoarea aprdikign@neori
exacta) a limitei.
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MATEMATICA EXPLICA FENOMENE DIN COTIDIAN!
prezentare de BFEXANDRU NEGRESCU

Intrebarea ,,De ce invata copiii matematica?” este ceigmea intrebare pe
care o poti adresa unui profesor de matematica. Pos#sjeunsuri:
e de dragul acesteia, pentru ca este frumoasa si uimjtoare

e pentru ca matematica te pregateste pentru nivelul tmnaie Tnvatamant si
pentru o viitoare cariera in stiina, tehnologie,imgyie si matematica;

e pentru ca matematica te Tnvata ce este si sa apretivezsitatea in gandirea
umana si realizarile istorice din intreaga lume;

e pentru a vedea rolul matematicii in viata de zi cu zi;

e pentru ca matematica te ajuta sa intelegi, sa armliza critici i sa iei
masuri vizavi de aspectele sociale si politice din lumespecial vizavi de
problemele de nedreptate.

Exista, desigur, si alte raspunsuri. De ce este acéastbare grea? Pentru
ca nu stim cat de motivante sunt raspunsurile pentriilcbysa, cu toate acestea,
profesorii trebuie sa faca tot ce le sta in putin{é g&termine pe copii sa iubeasca
matematica. Principalele ingrediente sunt: respect@d ¢kt elevi, stapanirea
disciplinei si responsabilitatea actului de predare. @aceste trei conditii sunt
indeplinite, profesorul se poate alia cu: aplicatiiletemaaticii in viata de zi cu zi,
istoria matematicii, utilizarea calculatorului Tn afarea conceptelor matematice
etc. Nu trebuie insa abuzat de acesti aliafi.

In materialul de fatd ne vom opri la rolul matematicii fapa de zi cu zi.
Elevii trebuie sa vada cum intervine matematica in gatid facand conexiuni
intre conceptele matematice si reprezentarile acesliorviata de zi cu zi.

Prezentam cateva aplicatii ale matematicii in cotidig pot fi abordate la
clasa ca probleme, ajutand copiii sa inteleaga nre bibile concepte.

Aritmetic a si algebia

Codurile de bare

Sa consideram un cod de bare de 13 cifre. De exemplu,
9 7 8 9 7 3 4 7T 1 3 6 5 3

Ultima cifra, in cazul nostru 3, se numegifra de verificare O inlaturam din
secventa si ramanem cu:

9 78 9 7 3 4 7 1 3 6 5.
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Daca adunam triplul sumei cifrelor de pe pozitiile pare,
S1=7T+94+3+7+3+5=34,
cu suma cifrelor de pe pozitiile impare,
So=94+84+T7T+4+1+6 =35,

obtinem rezultatul
3-34+ 35 =137,

iar diferenta pana la urmatorul multiplu de 10 este
140 — 137 = 3,

adica insasi cifra de verificare.
Regula generala pe care am ilustrat-o eBli¢erenta de la nurarul 3.5; + S
pana la urmatorul multiplu de 10 este egalku cifra de verificare

i) Verificati daca urmatoarele coduri de bare au fostutedn mod corect in
baza de date.
a) Agrafe: 327-019-26969-9-4;
b) Multivitamine: 590-620-40094-0-2;
c) Rezerve stilou: 401-270-03011-7-8;
d) Ceai: 460-524-60052-2-1.

i) Care sunt cifrele de verificare a urmatoarelor codurbdee?
a) 978-606-93227-2-?;
b) 360-923-09798-4-?;
c) 978-973-50-2948-7;
d) 401-270-03291-3-2.

Lungimea pasului

Figura de mai jos prezinta urmele pasilor facuti de arblaf. Lungimea unui
pas (in metri), pe care o notam €y este distanta dintre urmele lasate de calcaie
pentru doi pasi diferiti.
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Se stie ca pentru barbati are loc, cu aproximatietieela

n
— =140,
P
unden este numarul de pasi pe minutRBieste lungimea unui pas, exprimata in
metri.
Daca pasul lui Cristian masoavars m, calculati viteza de mers a lui Cristian,
in kilometri pe ora.

Rezolvare.Conform relatiei de mai sus, numarul de pasi facuti dist@n
ntr-un minut este egal cu

n=140- P =140-0,75 = 105.

Deoarece Cristian fadd5 pasi intr-un minut si un pas masod&ras m, atunci
el face Intr-un minut05 - 0,75 = 78,75 m.
Asadar, viteza lui Cristian este @8, 75 m pe minut, adicd, 725 km pe ora.

Numarul de aur si estetica fetei

Folosind matematica, estetica (sau simetria) unei feggaomasurata. Grecii
considerau ca frumusetea este reprezentata de anuayiterpi egale cu numarul
de aur.

Acest numatr, notat prip (in 1909, la propunerea matematicianului american
Mark Barr , dupa prima litera a numelui sculptorului gre@ias), este a doua
mare comoara a matematicii (in viziunea matematiciaggdrmanJohannes Ke-
pler, dupa Teorema lui Pitagora) si este mentionat de EuslElémentelesale,

n propozitia 30 din cartea a VI-&a seimpar@é un segmerin medie si extredn
ratie (n.a., Tn numarul de aur)n careintregul este &t de mare fai de partea
mai mare pe &t este partea mai mare &ge partea mai mi.

A fost numitproportia divina la inceputul secolului al XVI-lea de cattezo-
nardo Da Vinci si are numeroase aplicatii in stiintele naturii, noeof, inginerie
1++5

2

etc. Prin calcul, gasim ca = , CU aproximatiel, 618.
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Determinati, prin masurare, urmatoarele valori:

a = distanta de la varful capului la barbie (de la 1 la 2);
b = distanta de la varful capului la ochi (de la 1 la 3);
¢ = distanta de la ochi la nas (de la 3 la 4);

d = distanta de la ochi la buze (de la 3 la 5);

e = latimea nasului (de la 6 la 7);

f = distanta exterioara dintre ochi (de la 8 1a 9);

g = latimea capului (de la 10 la 11);

h = distanta de la baza parului la ochi (de la 12 la 3);
1 = distanta de la nas la barbie (de la 4 la 2);

j = distanta de la buze la barbie (de la 5 la 2);

k = lungimea buzelor (de la 13 la 14);

[ = distanta de la nas la buze (de la 4 la 5).

. . o a b 1 1 . .
Calculati valorile urmatoarelor rapoarte;, —, -, -, -, =, —, si studiati-le
_ g d j c |l h e
apropierea de numarul de aur.
Tibia barbatilor caucazieni

Pentru a estima Tnaltiméaa unui barbat caucazian, pornind de la lungimea
t a tibiei sale, medicii legisti utilizeaza ecuafia= 2,42 - t + 81,93, conform
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[William Bass, Human Osteology: A Laboratory and Field Manudlissouri
Archaeological Society, 1995]. Presupunand ca ec@aéiao marja de eroare de
+3 cm si lungimea tibiei este de 43,5 cm, aflati in ce intemaiaza inalfimea
barbatului.

Tibia

Solutie. Conform ecuatiei utilizate de medici, daca lungimeadiileiste egala
cu 43,5 cm, atunci inalfimea barbatului poate fi estimata doaeah = 2,42 -
43,5 + 81,93 = 187,2 cm. Tinand seama de marja de eroare, deducem ca
inaltfimea reala a barbatului], verifica inecuatial — 187, 2| < 3, adical84, 2 <
H <190, 2. Intervalul cautat estg 84, 2; 190, 2].

Populatia de delfini
O populatie de delfini creste eu6% pe an.in cati ani populatia se va dubla?

RezolvareDaca populatia initiala este egala £y, atunci peste un an ea va fi
egalacu
4,6
100

P, = Py+4,6%P) = Py+ —— Py = Py + 0,046 P = 1,046 .

Peste doi ani ea va fi

Py =P, +4,6%P, =1,046P, = 1,046°P,
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si asa mai departe. Pestani ea va fi
P, = 1,046"F,.

Ca, pester ani, populatia sa fie cel putin egala cu dublul celejiahé trebuie
caP, > 2P, adical, 046" P, > 2F,, de undel, 046™ > 2. Aceasta implica

In2

> 9= 22
= 1081016 < = 1 046

Folosindu-ne de un tabel logaritmic sau de un computeinghs2 ~ 0,693 Si
In 1,046 ~ 0,044. Asadar,

_ 0,693
"=, 044

= 15,41,

deci peste 16 ani vom avea siguranta ca populatia s-atubl

Sherlock Holmesin actiune

Legea lui Newton deacire afirma ca temperatura de racire
a unei substante la momentulore) poate fi modelata prin ecuatia

T = (TO - TR)e_” + TR,

undeT; este temperatura initiala a substanjej,este temperatura
camerei iarr este 0 constanta, ce reprezinta viteza de racire a
substantei.

Celebrul detectisherlock Holmesare de anchetat o crima si,
pentru aceasta, merge la fata locului impreuna cu biupseten,
doctorul John Watson. Totul a ramas nemiscat, specidrypen Temperatura
persoanei recent decedate a fost masurata si s-a @insiagra egala cr8, 8°F
la ora 12:30 si c75, 2°F la ora 13:30In camer, temperatura a ramas constant,
68°F. Daca temperatura corpului Tn momentul decesului ade$8, 6°F, ajutati-
| pe Sherlock Holmes sa afle la ce ora a murit persoana gécafn legatura
cu problema S:L14.100 din Suplimentul cu exercitii al Gaz&atematice nr.
3/2014.)

Remar@. Subiectul ales este foarte important in Criminalistit,tema
Investigarii scenei unei crime. (Se poate consulfaime Scene Investigation
ConnectEd, 2010.)
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Rezolvare. In cazul nostruT, = 98,6°F, Tr, = 68°F. Viteza de racire a
corpului omenesc nu se da, insa o vom afla singuri. Asdeigea lui Newton
devine:

T = (98,6 — 68)e™"" + 68,

adica
T = 30,6e™"" + 68.

La ora 12:30, ecuatia se poate scrie
78,8 = 30, 6e"" + 68,

de unde gasim
e =0, 35,

iar la ora 13:30, ecuatia se poate scrie
75,2 = 30,6e " 468,

de unde obtinem
e 7D — 0, 23.
Din raportul ultimelor doua rezultate obtinute, deduasim

e 0,35
e-rt+1) 0,23’

adicae” = 1,52 si viteza de racire a corpului omenesc este
r=1In1,52=0,41.

Revenind la prima ecuatie gasita;” = 0, 35, scriem

(e77) = 0,35,
de unde n0.35 n0.35 In0, 35
n n n
tzl -7 = : = : - ;
08, 07 39 In e—0-41 —07 411ne 07 41

si gasim valoarea~ 2, 5.
Asadar, panala ora 12:30 trecusera doua ore si piimde la momentul crimei
si concluzionam ca respectiva crima a avut loc in jongi 10:00.
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GPS-ul si algebra liniara

GPS-ul este un sistem de pozifionare prin satelit. Cei mdjirintre noi i-au con-
statat utilitatea atunci cand, desi au mers pe drumuriape icu le cunosteau, au ajuns cu
bine la destinatie. Asa cum vom vedea in cele ce urmesggtg@mul are la baza notiuni si
rezultate din algebra liniara.

Sistemul de pozitionare globala (in engle@obal Positioning Systeneste
un sistem global de navigatie prin satelit si unde radiode&enit foarte popu-
lar dupa ce a inceput sa fie folosit de, din ce in ce maiipednducatori auto.
De cativa ani a fost inglobat si pe unele telefoane neolmrecum si pe tablete.
Principiul de functionare a GPS-ului consta in foloaioé&torva sateliti din spatiu
ca puncte de referinta pentru localizarea la sol. SistNAYSTAR, principalul
sistem militar de pozitionare prin satelit, de tip GPSpdisea in 2010 de 24
de sateliti, care se afla la o inaltime de aproximatit@Dkm fata de suprafata
Pamantului.

Prin masurarea exacta a distantelor dintre receptoekputin, patru sateliti se
poate determina pozitia oricarui punct de la suprafafa@htului. Pentru a calcula
distanta dintre satelit si receptor se cronometreawpul de care are nevoie sem-
nalul radio sa ajunga de la satelit la receptor. Stimerarsalul radio se deplaseaza
cu 300000 km/s (viteza luminii). Fiecare satelit are senpnapriu (Pseudo Ran-
dom Code), astfel incat receptorul stie exact desprateditseste vorba.

Bulevardul Aviatorilor

Traseu

Cu timpul, GPS-ul a inceput sa foloseasca mai mult de dlisai metoda
celor mai mici patrate pentru a determina cea mai bunéesti a locatiei si orei
receptorului. Alte Tmbunatatiri ale metodei GPS-ulgitual iau Tn considerare
impedimentele pe care undele radio le intampina la teecprin atmosfera.

Algebra liniara ofera, in multe aplicatii, posibilitsa construirii de modele
matematice elegante si accesibile; o vom utiliza in celeuomeaza pentru a
prezenta un model matematic al GPS-ului. Mai concret, vonitasenaniera n
care pozitia geografica a receptorului este determidat&PS, utilizand solutia
generala parametrizata a unui sistem compatibil, neaétat, de ecuatii liniare.
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Modelul. Consideram un autoturism al carui sofer detine un GP&ska
obtine, simultan, semnale de la patru sateliti, fiecanerse specificand momentul
transmisiei si pozitia satelitului in acel moment.

Sa ne imaginam un sistem de coordon@teyz cu originea in centrul Pa-
mantului. Considerand raza Pamantului ca unitate dgilne, Pamantul va core-
spunde sferei unitate (este vorba, desigur, de o repreeeidi@alizata). Pentru
a lucra cu valori numerice usor de manevrat, vom considananitate de timp
milisecunda, iar ca unitate de viteza, raza Pamantullisecunda. Cu aceste
conventii, valoarea numerica a vitezei semnalului ragite de 0,047.

Pozitia masinii poate fi exprimata prin punctul de cooraie(x, y, z), care,
apoi, pot fi transformate in coordonatele geografice uzualiudine si longitu-
dine. Evidenty?+ 4%+ 2% = 1. Fiet momentul in care primim semnalele. Scopul
nostru este sa determinam valotilgy, z, t.

De exemplu, consideram urmatorul sistem de date:

Satelitul | Pozitia| Momentul emisiei semnalului
1 (1;2;2) 25,96
2 (2;1;2) 19,14
3 (1;1;2) 43,49
4 (2;1;1) 25,16

De exemplu, semnalul de la primul satelit a fost transmis denentul 25,96
si a sosit la momentul Calatorind cu viteza, 047, el a parcurs distanta

d=0,047(t — 25,96).

Aceeasi distanta poate fi exprimata si in functierde, = si de pozitia sateli-
tului de coordonate (1;2;1), astfel:= \/(z — 1)2+ (y — 2)2 + (= — 1)2. Com-
binand aceste doua rezultate, obtinem ecuatia

(=12 +(y—2)2+(2—1)*=0,047%(t — 25,96)?, (1)
care se rescrie
21 + 4y + 22 — 0,114t = 5,512 — 0, 047%%.
In aceeasi maniera, scriem ecuatiile pentru ceiledfi $ateliti. Acestea vor
forma un sistem de 4 ecuatii cu 4 necunoscute, ce va putemfved inz, y, z, t:
20 + 4y + 22 — 0,114t = 5,512 — 0, 047°¢>
4 + 2y + 4z — 0,084t = 9,191 — 0,047%¢2
2 + 2y + 22 — 0,192t = —0, 178 — 0, 047°%¢?
4z + 2y + 22 — 0,111t = 5,601 — 0, 04722
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Vom exprima necunoscutele y si z in functie det. Prin scaderea primei
ecuatii din celelalte trei, obtinem sistemul

2 — 2y + 22 = 3,679 — 0,03t
0z —2y+0z=—5,69+ 0,078t
2z — 2y + 0z = 0,089 — 0,003t

Acesta are matricea extinsa:

2 =2 2 3,679—-0,03t

0 —2 0 —5,69+0,078t |,
2 =2 0 0,089 —0,003¢t

care se reduce, prin esalonare (metoda Gauss-Jordan), la

1 0 0 28805—0,0405¢
01 0 2,845—0,039¢
0 0 1 1,795—0,0135¢

Asadar, am obtinut solutia generala:

z = 2,8895 — 0, 0405t
y = 2,845 — 0,039¢
2 =1,795—0,0135¢

Inlocuind aceste valori in ecuatia (1), obtinem

(1,8895 — 0,0405t)% + (0,845 — 0,039¢)*+
+ (0,795 — 0,0135¢)? = 0, 047%(t — 25, 96)?,

care se reduce la
0,0011t* — 0, 125t + 3,428 = 0,

ecuatie ce are solutiile; = 67,398 sity = 46,238. Valoareat, ne plaseaza in
afara Pamantului iar valoareane da:x = 0,159, y = 0,216 Siz = 0, 885.

Am considerat pentru exemplul nostru valori pentru carewtale sunt usor de
urmarit. Pentru circulatia intr-un oras aglomeragyabil ca precizia multumitoare
ar fi de 7 zecimale exacte.

Cu ajutorul acestor coordonate, autoturismul nostru exstgipnat de dispozi-
tivul GPS pe harta siii este apoi oferita cea mai avaatsg ruta pana la destinatie
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(conform unor criterii pentru care cele mai multe aparate&S@Rera si optiuni:
drumul cel mai scurt sau cel mai rapid, consumul minim dewant etc). Pentru
ca acest pas sa se desfasoare in bune conditii estgudescomandabil ca re-
ceptorul GPS al autoturismului sa aiba instalate hexicte si la zi ale regiunii in
care are loc deplasarea.

Geometrie

Cum putem masurainaltimea unui copac?

Idee. Asezam un vas cu apa la oarece distanta de copac sizigopam pe
dreapta care uneste baza trunchiului copacului cu vasalfirecat sa putem vedea
n apa reflexia varfului copacului.

Conform celei de a doua legi a reflexiei, unghiul de inciddrti) va fi con-
gruent cu unghiul de reflexies). Atunci, cu notatiile din figura de mai sus, vom
avea CAEF = <CEF, de unde<AEB = <CED. Triunghiurile AABE si

ACDE, fiind dreptunghice, vor fi asemenea, i rezultéélg% = % de unde

n e . CD-BE . .
inaltimea copacului estdB = —D5F Evident, lungimileC'D (a observa-

torului), BE si DE se pot determina cu usurinta.
Aplicatie practica. Daca observatorul arg 65 m si asezam vasul lam de
) . N g5 .

el si25 m de copac, atunci copacul va avea inaltime 5 = 13,75 m.

Satelitul

Satelitul S este situat pe orbita Pamantulin.figura de mai jos este prezentat
planul ecuator al Pamantului. Unghiul format de celealtangente din punct
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la suprafata Pamantului are masura egald(®®u Raza ecuatoriala a Pamantului
este aproximativ egala @878 km.

a) Care este lungimea tangentelor din punétid suprafata Pamantului?

b) Care este distanta de la satelit la Pamant?

Ecuator

Solutie.a) Deoarece triunghiurile dreptunghi€elO si .S BO sunt congruente
(I. C.), triunghiulSAO arem (< ASO) = 30°SiOA = 6378, deci tgdSO = oA

SA’
de undeSB = SA = OAV/3 = 11047 km.

b) Distanta cautata este lungimea segmen{$lGi]. Deoarecen(xASO) =
30°, deducem can (<X AOS) = 60°, deci triunghiulAOC este echilateral. Asadar,
OA =0C =CAsim(sSAC) = 90° — 60° = 30°. Deci, triunghiulSAC' este
isoscel cuC'S = CA = CO = 6378 km.

Roata hidraulica

Rotile hidraulice (sau rotile de apa) sunt niste mesian@ ce utilizeaza energia
raurilor. Acestea sunt folosite pentru a iriga culturinppa a macina, pentru a
turna fier n topitorii etc. Roata hidraulica din figura daifjos este folosita de-a
lungul unui rau din provincia chineza Guangxi.
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In figura din dreapta este prezentata schema unei roghiide, pozitionata
cu centrul in originea unui sistem de axe de coordonaterddiametrul de 20 m
siintra Tn apa cu 2 m sub nivelul acesteia. Cand meoaulise roteste este nevoie
de 12 secunde ca punctdlde pe circumferinta sa revina in pozitia initiala.

a) Care sunt coordonatele punctelorB, C, D, E?

b) Care este distanta de la punctula suprafata apei?

c) Daca mecanismul se roteste in sens invers acelor d®mea ce unghi
determina punctull pana ajunge in punctu)?

d) Suprafata apei determina coad&. Care este lungimea acesteia?

e) Care este masura unghiului nseyi® AE?

Solutiea) Raza rotii este egala @ : 2 = 10 m. Asadar,0OA = 10 si
A(10;0). Apoi, B(0; —15). CumOC = 10 — 2 = 8, atunciC(0; —8). Evident,
ordonatele punctelab si E sunt egale cu-8. Sa consideram punctel@(d; —8)
si E(e,; —8), unded < 0 < e. TriunghiurileODC si OEC, fiind dreptunghice,
satisfac relatileD D? = CO?+CD?siOE? = CO*+ CE?, adicad? + (—8)% =
10% sie? + (—8)% = 10%. Aceste doua ecuatii ne conducda= —6 sie = 6, deci,
D(—6;—8) si E(6, ; —8).

b) Deoarece A | DE, d(A, DE) = d(O, DE) = OC =8 m.

c¢) Trebuie sa aflam masura unghiului ,,mageAOD. Observam ca aceasta
este egala c70° — m(<xx DOC). Din triunghiul dreptunghidOC, sin DOC' =
Ll = 0, 6, si folosindu-ne de un tabel trigonometric, gasimeggr DOC') ~ 37°.

10
Asadar, masura dorita este egal&¢0° — 37° = 233°.

d) PuncteleD si £ fiind simetrice fata de punctdl, gasim caDE = 2DC =
12 m.
e) Masura unghiuluD AFE este egala cu jumatatea masurii arcult, adica

m(4 DAE) = %m(ﬁ) _ %m(<IDOE) — m(4DOC) = 37°.

Analiza matematica

O problema de economie

Intr-un stat se intentioneaza modificarea legii privintpozitul pe venit. O
propunere este ca impozitul ce se retine din suma impazaleil: euro sa se
calculeze prin functia:

(z) 0,18z, dacal < x < 10000
x) = .
1200 4 0,22z, dacal0000 < z
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a) Calcula;ili\rré I(x). Care este interpretarea practica a rezultatului?

b) Calculati lim I(z)si lim I(x). Cesemnificatie practica are rezultatul
x /10000 2\,10000
Si care este calea de urmat?

‘e :

e

N Dt |

--.'0"9 w.f\\’\:""\
. > N

£

\

Solutie. a) Obtinem céli\rré I(z) = 11\1%0,18x = (; acesta este un aspect

pozitiv: Tnseamna ca nu pot aparea anomalii de tipul smee care sa trebuiasca
platita ca impozit chiar si de catre persoanele cu weimbai mici decat respectiva
suma.

b) Deoarece

lim I(x)= lim 0,18z = 1800 euro
x 110000 x 110000
iar
lim I(x)= lim (1200 + 0,22x) = 3400 eurq
2 \,10000 2\,10000

deducem ca functia noastra este discontinua in 10806-(10000 este punct de
discontinuitate de prima speta). Problema practicatavine consta in faptul ca
saltul de la impozitul pentru un salariu imediat sub 1000@ éaimpozitul pentru
un salariu imediat peste 10000 euro este foarte mare, deiam@tv 1600 euro.
Va trebui probabil avuta in vedere revizuirea formulg &scat sa evite salturile
mari intre impozitele veniturilor apropiate. O idee detluacalcul ar fi ajustarea
celei de-a doua ramuri a functiei propuse-d00 + 0, 22x, pentru care functia
devine continua si, prin urmare, mai apropiata de deaidéformulat.

Presiunea @ngelui din aorta

Presiuneal, a sangelui din aorta in timpul fazei diastolice poate ddelata

de ecuatia diferentiala
: c _
P'(t) + WP(t) =0,
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undeC si W sunt constante pozitive iagreste numarul de secunde contorizate
de la Inceputul fazei diastolice. Conditia initialdee®(0) = Py, cu P, presiune
cunoscuta.
a) Verificati ca functiaP(t) = Py~ este solutie a ecuatiei diferentiale de
mai sus. P
. - L0
b) Pentru solutia prezentata la punctul a), calcwia%.

Rezolvarea) Pentru Tnceput, calculam derivatgt) = —%Poe‘% si atunci
C C ¢ C ¢
Pl(t) + Wp(t) = —WPOQ_CW + WPOQ_CW =0.

b) Deoarece”(2) = Pye~ i, deducem ca

Py Py 1 20
P(2) Poe_% 6_%
Atunci
In Do =1In e% = g
P(2) e
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MATEMATICIENI CELEBRI (CU O MICA CRONOLOGIE)
de DORU STEFANESCU

Istoria Matematicii Th Scoah

Prezentarea la clasa a unor episoade din istoria maténpatimite o mai buna
intelegere a cunostintelor predate si situareaiteogi rezultatelor aride in con-
text cultural si social.

Am alcatuit cateva medalioane ale unor matematicierd aaravut contributii
remarcabile la dezvoltarea stiintei noastre. Urmamadinar cronologica care do-
reste schitarea principalelor etape ale dezvoltartiematicii.

Expunerea ideilor din spatele acestei cronologii si a f@bdpr matematice
ajuta la umanizarea lectiei de matematica. Elevii vavipnatematica altfel, vor
respira usurati intre o mica teorema si un exercifiar exemplul unor oameni
celebri fi va conduce la gasirea unor modele pe care sémeze. in acest fel,
lectia de matematica va contribui si la formarea perbtagifiecaruia.

Despre opera si viata matematicienilor ale caror medak le schitam aici,
recomandam cartile lui Florian Cajori [3], Carl Boyen [@ Moritz Cantor [4].
Cartea lui Boyer este accesibila publicului larg, coatid, nu doar analiza is-
torica a evolutiei ideilor matematice, ci multe amareubtografice si chiar mici
istorioare. Lucrarea lui Cajori este, poate, cea mai cotagdatorie a matematicii,
reusind sa sintetizeze evolutia acesteia din Antithiga pana cand a fost scrisa,
pe la 1920.1n sfarsit, cartea lui Moritz Cantor este o opera monutaknsi nu
a fost egalata de vreo alta scriere, de acest gen, pama. a8e opreste, insa, la
momentul 1800.

Antichitatea
e Thales

e Pitagora
e Euclid
Diofant

Apollonius
Arhimede
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Evul Mediu
o Al Kharizmi

e Omar Khayyam
e Fibonacci

Renasterea
e Cardano

Leonardo

Galilei

Tartaglia

Kepler

inceputurile Lumii Moderne
e Fermat

e Descartes

o Viete

e Barrow

e Leibniz

e Newton

o familia Bernoulli
e Euler

e Lagrange

Fundamentele Matematicii Moderne
e Galois

e Cauchy
e Gaul3
Bolyai

Cantor

Weierstrald
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Matematica Noua
e Kronecker

e Hilbert

e van der Waerden
e Klein

e Minkowski

e Poincaré

e Cartan

e Grupul Bourbaki
e Grothendieck

Primii Matematicieni Rom ani
e Pompeiu
e Titeica
e Lalescu

Thales (cca. 624-546 Hr.)

Thales din Milet este considerat primul ganditor grec carfelosit metode
stiintifice pentru a explica Universul si pentru a iegee fenomenele naturale. A
fost inginer, matematician, astronom si filosof. Este uaotre cei sapte intelepti
ai Greciei Antice:

1. Cleobulus din Lindos,
2. Solon din Atena,
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Chilon din Sparta,
Bias din Priene,
Thales din Milet,
Pittacus din Mytilene,

N o o bk w

Periander din Corint.

In tinerete, Thales a fost in Egipt, unde s-a initiat Bometrie. Intors n
Grecia, a initiat un studiu sistematic al geometriei pectdagice. Este, probabil,
primul care a dat demonstratii geometrice riguroase.rBitgoremele pe care le-a
descoperit mentionam urmatoarele:

e Un cerc este impartit in doua parti egale de oricendiau.
e Unghiurile de la baza unui triunghi isoscel sunt egale.
e Unghiurile dintre doua drepte secante sunt egale.

e Doua triunghiuri care au doua unghiuri egale si o lakgala sunt congru-
ente.

e Un unghiinscris intr—un semicerc este drept.

Pitagora (cca. 570—49%. Hr.)

Pitagora este unul dintre primii matematicieni importacnoscuti, din isto-
ria stiinfei. A avut contributii remarcabile Tn matetita, teoria muzicii, filosofie,
religie. A condus un grup care se ocupa de stiinfa sgieligrup inchis care nu
facea publice descoperirile membrilor sai.

In matematica este cunoscut, mai ales, prin teorema cpoaita numele Si
prin descoperirea numerelor irationale.
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Teorema lui Pitagora

Suma patratelor catetelor unui triunghi dreptunghic egéda cu patratul ipotenuzei.

Numere pitagoreice

Numerele intregt, y, z Se numespitagoreicedaca verifica egalitatea din teorema
lui Pitagora, adica
o+ y2 =22,

Astfel de triplete de numere suf®, 4, 5) si (5,12,13) . Exemple de triplete
pitagoreice au fost cunoscute chiar inaintea lui Pitagte@xemplu, Th constructiile
megalitice din Europa Centrala sau Anglia. Aceste congtiide exemplu, Stone-
henge) dateaza de peste 4500 de ani.

Numere irationale

Pitagora (sau unul dintre membrii grupului sau) a ar&atemaruh/2 nu poate
fi reprezentat ca o fractie a doua numere intregi. Un ladfeiumar este numit
irational.

Aceasta descoperire a fost pastrata secreta demiddgoreicideoarece exis-
tenta numerelor irationale contrazicea conceptiilgi@ase ale ganditorilor din
Grecia Antica.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)

Gottfried Leibniz a fost o personalitate enciclopedi@acdeschis cai noi in
filosofie, matematica, fizica, geologie, fiind Tn acel@sip specialist in stiintele
juridice si un activ factor politic.
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In acelasi timp cu Newton, a inventat calculul diferehgiantegral. A introdus
notatiile folosite astazi pentru derivata si integrahai precis a notat derivata unei

b
functii prin 220 jar integrala prin/  f(z)dx .
Dar contributiile sale n matem;ticé cuprind si alterdmii.
e Ainventat, in acelasi timp cu Newton, calculul diferi@hgi integral.
e A conceput 0 masina mecanica de calcul.
A scris lucrari de mecanica.
A considerat logaritmi ale numerelor negative.

Cercetari de logica.

A propus folosirea sistemului de numeratie binar, uttlestazi la construc-
tia calculatoarelor.

e Ainventat o metoda de factorizare a polinoamelor.

Leibniz a fost preocupat de rezolvarea completa a prodtanseudiate, pro-
punand mai multe procedee algoritmice. Contextul istricare Leibniz a creat
algoritmi este amanuntit descris in istoria algorimitoordonata de Jean-Luc
Chabert [5].

Isaac Newton (1643-1727)

Isaac Newton este unul dintre titanii care au schimbat ¢gtgntei. Cunos-
cut, mai ales, pentru cercetarile si tratatele sale deadiea si Analiza Matema-
tica, a fost un savant cu preocupari enciclopedice, dedteMatica la Filosofie,
de la Fizica la Teologie, de la Astronomie la Alchimie.

In matematica, Newton a inventat teorii si metode noigcam marcat dez-
voltarea unor domenii, multe dintre rezultatele si idsiéée fiind si astazi in cen-
trul cercetarilor avansate. lata cateva dintre contiille sale:
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Ainventat, in acelasi timp cu Leibniz, calculul diferesi integral Metho-
dus Fluxionum

A dat o modelare matematica a mecaniciPirncipia Mathematica

A scris un tratat de algebra, nunmfirithmetica Universaliscare contine
numeroase procedee eficiente legate de studierea politaragneombina-
torica.

A descoperit formula binomului.

A inventat metode eficiente de rezolvare a ecuatiilor mmien Cea mai
cunoscuta estenetoda tangenteinumita si metoda Newton—Raphson.
(Raphson a fost un elev si colaborator al lui Newton.)

e A descris 0 metoda de rezolvare a ecuatiilor algebricddna variabile,
inventandpoligonul lui Newtorsi seriile formale cu exponenti fractionari.

e Ainventat calculul cu diferente finite si |-a aplicat laenpolarea functiilor.

Procedeele lui Newton au permis inventarea unor algorifivieati. Despre
acestia putem afla mai multe in cartea lui Jean—Luc Ch§bertNewton a fost
pionierul inventarii unor metode despre care, mai targia crezut ca au aparut
in secolul al XIX-lea. De exemplu, seriile Puiseux saudaggarea polinoamelor.
Pana recent, prima factorizare a polinoamelor era atétui Kronecker. In re-
alitate, primul algoritm de descompunere a polinoameiqerbdus de puteri de
polinoame ireductibile a fost descris de Newtoifithmetica Universalig1671).

O descriere a contributiei lui Newton la factorizarea poimelor se gaseste in ar-
ticolul [6], al lui M. Mignotte si D. Stefanescu.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813)

Joseph Louis Lagrange a contribuit la progresul multor donadée matema-
ticii Tn Epoca Luminilor si in timpul Revolutiei Franze. Este considerat, alaturi
de Euler, o figura dominanta a matematicii Secolului Lutom(al XVII-lea).
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A avut un rol important la Academia de Stiinte din Berlie, gare a condus-o
dupa ce Euler s-aintors la St. Petersburg. Dupa Raadtuanceza a fost implicat
in organizarea invatamantului superior de elitaleianta.

Principalele sale realizari matematice:

Calculul variatiilor.

Mecanica. Principiul minimei actiuni.

Bazele teoriei substitutiilor, fundamente pentru tegrapurilor.
Rezolvarea numerica a ecuatiilor algebrice.

Probleme de maxim si de minim.

Calculul probabilitatilor.

Ecuatii diferentiale.

Teoria determinantilor.

Lagrange a inventat numeroase procedee algoritmice. Kahter istoric
este discutat in cartile lui Cajori [3], Boyer [2], Can{d] si Chabert [5].

Traian Lalescu (1882-1929)

Traian Lalescu este unul dintre primii matematicieni roméare s-au facut
cunoscuti pe plan international prin cercetari mateceade varf. Cunoscut, mai
ales, prin faptul ca a fost unul dintre pionierii ecuatiiintegrale, a avut contributii
remarcabile si in alte domenii. A fost un colaboratoalsicit al Gazetei Matema-
tice. A fost profund legat de invatamantul romanesc sdaursi superior, prin
manuale, carti si organizar&olii Politehnice din Timisoara

Principalele sale realizari matematice:

¢ Articole de teoria ecuatiilor integrale. Autorul uneiantte primele mono-

grafii de ecuatii integrale.
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Primele articole de algeba ale unui autor roman. Luataspre teoria lui
Galois.

Cercetari de analiza matematica.

Serii trigonometrice.

CarteaGeometria tringhiului aparuta intai in limba franceza si care este
retiparita si astazi de edituri internationale.

Mai multe despre Traian Lalescu se gasesc in documestatéeia matema-
ticii de la noi, publicata n anii '60 de George Stefan Andk [1].
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