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CLASA a IX-a — solutii

Punctaj din oficiu. ... ..o 10 p

Problema 1. Consideram numerele reale a, b, ¢ si ecuatiile 22 4 4az + (b +¢)? = 0,
2?2 4+ 4bx + (¢ + a)? = 0, respectiv 2 + 4cx + (a + b)? = 0.

a) Aratati ca cel putin una dintre cele trei ecuatii are solutii reale.

b) Demonstrati ca daca ecuatiile admit o solutie reala comuna atunci a = b = c..

Solutie. a) Presupunem prin absurd ca toate cele trei ecuatii nu au solutii reale. Atunci toti
cei trei discriminanti sunt negativi,

16a* — 4(b+¢)* < 0, 166> — 4(c+a)* < 0, 16¢* — 4(a +b)? < 0.

...................................................................................... 1,5p
Prin simplificare cu 4 si adunarea celor trei inegalitati deducem
4a? + 40 + 42 — (b+¢)? —(c+a)? —(a+b)? <0
........................................................................................ 3p
Astfel
4a® + 40 + 4c* — (b? + 2be + ¢2) — (4 2ca + a?) — (a* + 2ab+b?) < 0
deci

2a% + 2b% + 2¢2 — 2bc — 2ca — 2ab < 0.

........................................................................................ 3p

In concluzie
(a® — 2ab + b*) + (b* — 2bc + ) + (c* — 2ca + a®) < 0 deci (@ — b)* + (b — ¢)? + (c — a)* < 0,

ceea ce constituie o contradictie.
Asadar cel putin o ecuatie are solutii reale........ ... . ... i 6p
b) Fie x solutia reala comuna a celor trei ecuatii. Prin adunarea celor trei egalitati obtinem

323 + 4(a + b+ c)zo + 2(a* + b* + ¢ + ab + be + ca) = 0.

Prin urmare ecuatia de gradul doi corespunzatoare are discriminantul nenegativ, adica

16(a + b+ c)? — 24(a® + b* + % + ab+ be + ca) > 0.



Problema 2. Fie patrulaterul convex ABC D, punctul O de intersectie a diagonalelor sale si
G1, Gs, Gg centrele de greutate ale triunghiurilor ABD, ABC), respectiv ODC. Demonstrati ca
O este centrul de greutate al triunghiului G;G2G35 daca si numai daca ABC D este paralelogram.
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Solutie.

Daca O este centrul de greutate al triunghiului G1G2G3 atunci OG1 + OGs + OG3 = O

Cum G1,Go,G3 sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABD, ABC, respectiv ODC,
folosind relatia lui Leibniz, egalitatea de mai sus devine:

%((ﬁw(ﬁ OD) + 0A+(E5+0? (513+(%):

prin urmare

OA+OB+0C+0D=10.

— —
Vectorii OA,(% sunt coliniari deci existd a € R astfel incat O? = aOA. Analog exista
8 € R astfel incat 013 = BO?, deci obtinem:

(1+)OA+(1+8)0B=T1.

—
Deoarece OA si O? sunt necoliniari, ultima egalitate este echivalentd cu 1+a =1+ =0,
adica o = 8 = —1, ceea ce Inseamna ca O este mijlocul segmentelor AC' si BD, deci ABCD
este paralelogram.

1
g(O?jto?) si atunci OG1 + 0G5+ 0G3 = OA+O?+O?+O?)
de greutate al triunghiului G1G2G3.

Problema 3. Determinati numerele naturale nenule n pentru care numarul
4" 2 411

este patrat perfect.

Solutie.
Din ipoteza rezulta ca existd k € N astfel incat k2 = 4"~ +n? 4 11 > 4771,



Prin urmare, k > 2™ b 3p

Atunci k> 2771 4+ 1, deci 47! +n? 4+ 11 > (21 4+ 1)2, de unde rezulta ca n? + 10 > 2",

Pe de alti parte, prin inductie matematica se demonstreaza imediat ci 2" > n? +10,Vn > 6.
Intr-adevar, 26 > 62 + 10 si presupunand ci 2" > n? 4 10 pentru un numir natural oarecare
n > 6, avem 2" = 2.2 > 2(n% +10) > (n + 1)% + 10.

........................................................................................ 6p
Prin urmare, din n? + 10 > 2" rezultd cad n € {1,2,3,4,5}. «..ooiiiiiiiiiiii . 3p
In final, observim c& singurul numar care verifica ipoteza este n =3. ........... . ..., 3p

Problema 4. Determinati sirurile (ay)n>1 de numere naturale nenule care verifica simultan
urmatoarele doua conditii:
(1) i+ j divide a; + ay;
(2) a; + a; divide (i + j)?,
pentru orice ¢, 5 numere naturale nenule.

Solutie. Vom arata ca a; = 1 pentru orice ¢ > 1. Evident, acest sir satisface ipoteza.

Pentru i = j in relatiile din enunt obtinem 4 | a; | 2i2 (*) pentru orice i > 1. Pentru i = 1
deducem a1 € {1, 2}, oo 3p

Pentru i = 2 avem ag € {2,4,8}. Pentru i = 1, j = 2 obtinem 3|a; + a2|9. Singurele posi-
bilitati sunt a; =1, ag =2 sau a; =1, ao = 8. In ambele cazuri,a; =1. .................. 3p

Din (*) obtinem 3|a3|18 deci a3 € {3,6,9, 18} iar din enunt, pentru i = 2 si j = 3 deducem
5|ag + a3|25. Daca ay = 8 atunci 5 nu divide ag + a3, deciag =2. ...l 3p

Fie acum 7 > 3. Din (*) deducem ca exista un sir (b,),>1 de numere naturale nenule cu
a; = ib; si b;|2i pentru orice i > 3. Pentru j = 1 in relatiile din enunt, avem 4 + 1[ib; + 1|(i + 1)2.
Dar i + 1]ib; + b; si prin scadere, i 4+ 1]b; — 1. oo 6p

Daca prin absurd b; > 1, din relatia de mai sus obtinem b; —1 > i+ 1 <= b; > i+ 2, dar cum
b;|2i, deducem b; = 2i. De aici avem 14242|(1+4)2, deci 142i+42 > 1+42i? <= 2i > 2 <= 2>
ceea ce constituie o contradictie pentru i > 3.

In concluzie b; = 1 deci a; = i pentruorice 7 > 1. ... 6p

Observatie. Conditia (1) din ipoteza nu este necesara. Se poate ardta prin inductie ca
a; = i pentru orice ¢ > 1 folosind doar conditia (2) si Postulatul lui Bertrand.



