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CLASA a XII-a — solutii

Punctaj din oficiu. ... ... 10 p

Problema 1. Fie f: R — R o functie de doud ori derivabila, cu derivata a doua continud
1 1 1
pe R, cu proprietatea ca / flz)de =0 i / z- f(z)de = / 22 f(z)dx.
0 0 0
a) Demonstrati ca daca g : R — R este o functie polinomiala de gradul al doilea, avind graficul
1

1
simetric in raport cu dreapta de ecualie v = 3 atunci / f(z)-g(z)dx=0.
0

b) Demonstrati ca exista ¢ € (0,1), astfel incat f”(c) = 0.
Gazeta Matematica

Solutie. a) Axa de simetrie a graficului unei functii de gradul al doilea este dreapta verticala
care trece prin varful parabolei asociate. ....... ... ... . 1,5p
Prin urmare, functiile de gradul al doilea g : R — R, care au graficul simetric in raport cu

dreapta de ecuatie x = 3 sunt de forma:

1\2
(x)=a- (x2> +d=a-(m27x)+b,cua,b,d€]R,a;é(),b:d+%. ............... 3p

1 1 1
2. p— . . . =
/f dm—a/ox f(z)dx a/ox f(x)dz+0b / flx)de=0. ............ 3p

b) f” fiind o functie continua, functia h : R — R, h(z) = f"(z) - (2% — )? este continua, deci
este Integrabila. ..o e 3p

/ f(x) - (2 — ) de = f'(z) - (2 — x)? / fl(x)-22® —z)- (20 —1)de =
1 1
:O—Qf(ax)-(:nQ—:L")-(2m—1))0+2-/ (@) (22 — 1) +2(a? — 2)) de =
—0+2/f 6(z2 — z) + 1) dz.

Conform punctului a), pentru a = 6 si b = 1, se obtine / f"(z) - (z* —2)?de=0......... 6p
0
Rezulti ca exista ¢ € (0,1) astfel incat f(c) - (2 —¢)2 =0 .vviiiiiiiiiiiiii . 3p



Cum (¢ — ¢)? =% (¢ — 1)% # 0, pentru orice ¢ € (0,1), rezultd ca f(c) =0............... 3p

Observatie: In situatia in care un concurent observa ca una dintre functiile fi, fo : R — R,
fi(x) =0, fa(xr) = a(2z — 1) (a € R*) are proprietatea din enunt, fara sa rezolve problema,
primesgte cate 1,5 puncte pentru fiecare dintre aceste doua exemple. Punctele astfel obtinute nu
se cumuleaza cu cele alocate rezolvarilor partiale sau complete ale problemei.

Problema 2. a) Fie (G,) un grup, iar f : G — G un endomorfism al sau. Ardtati ca
multimea Fy = {x € G| f(x) = x} a punctelor fizxe ale endomorfismului f este un subgrup al
grupului G.

n
b) Fien € N, cun > 2, iar p cel mai mic divizor prim al lui n. Ardtati ca numarul m = —+1
p
este cel mai mic numar natural cu proprietatea ca in orice grup finit (G,-) de ordin n, daca pen-

tru un endomorfism f : G — G exista un automorfism g : G — G cu proprietatea ca mulfimea
A ={a € G| f(a) =g(a)} are cel putin m elemente, atunci f este un automorfism al grupului G.

Solutie.
a) Fie e elementul neutru al grupului G. Deoarece (f(e))? = f(e?) = f(e), rezulta ca f(e) = e,
decie € Fpsl Fr# (. oo 1,5p

Pentru orice z,y € Fy avem

fl@y ™) =f@) - (fy) " =z-y ',

asadar -yl € F 'r. Prin urmare, Fy este un subgrup al grupului G........................ 6p
b) Vom aréta ca orice endomorfism al unui grup finit de ordin n care coincide cu un automorfism
al grupului in cel putin m puncte este egal cu acel automorfism (deci este un automorfism).
Fie (G,-) un grup de ordin n si End(G), respectiv Aut(G), multimea tuturor endomorfismelor,
respectiv multimea tuturor automorfismelor sale. Fie f € End(G) un endomorfism cu propri-
etatea cd existd un automorfism g € Aut(G) astfel incat multimea A = {a € G| f(a) = g(a)}
contine cel putin m elemente.

¢ fiind un automorfism, este un endomorfism bijectiv, iar functia sa inversa g~
un automorfism al grupulul G....... ... e 3p
Fiind compunere de endomorfisme, functia h = g~! o f este un endomorfism al grupului G, iar
multimea punctelor sale fixe este

F ={a € G|h(a) = a} = {a € Glg7"(f(a)) = a} = {a € G| f(a) = g(a)} = A,

I este de asemenea

Din a), Fj, este un subgrup al grupului G si are cel putin m elemente. Conform teoremei lui

Lagrange, ordinul oricarui subgrup al unui grup finit este un divizor al ordinului grupului. Cum

n n n

— este cel mai mare divizor al lui n, mai mic strict decat n, deoarece |Fp| > m = —+1> — si
p p

p

|Fp,| divide |G| = n, rezultd ca |Fy| =n = |G|, asadar Fj, =G. ... 3p
Prin urmare, f(a) = g(a) pentru orice element a € G, deci f = g € Aut(G). Asadar f este un
automorfism al grupulul G. ......... i 3p

Fie G = Zy x Zy, unde q = " Pentru grupul (G, +), alegem f : G — G, f(z,y) = (x,0),
p



oricare ar fi (x,y) € Zq X Zj,. Functia f este un endomorfism al unui grup de ordin n, cu pro-
n

prietatea ca multimea A = {(z,y) € G| f(z,y) = idg(z,y)} are ¢ = — = m — 1 elemente (prin
p

id am notat automorfismul identic al grupului G), dar f nu este un automorfism al grupului
G. Prin urmare, m este cel mai mic numar cu proprietatea din enunt....................... 3p

Problema 3. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e, iar H un subgrup al sau cu H # {e}
si H # G. Dacd (zy)? = yx pentru orice x,y € G\ H, demonstrati cd:
a) 22 =93, pentru orice x € G\ H si oricey € H;
b) Z(G) = {e}:
c) H este comutativ.
(Z(G) =4{z€ G|lz-g=g-2z Vg € G} este centrul grupului G, format din toate elementele
grupului G care comutd cu orice element al grupului G.)

Solutie.
a) Pentru x =y € G\ H, relatia din ipoteza devine 2* = 22 de unde obtinem ca 2% = e, pentru
orice £ € G\ H. (1) oot 3p
Fiex € G\ H si y € H. Deoarece H este subgrup al lui G, avem xy € G\ H. ........... 1,5p
Rezultd atunci ca: g2 @ (22y)? = (2(2y))? = (XY)T = ZYT, - oo 3p
deci y3 = zyxy = (zy)? @ e @ B 3p
b) Pentru orice x € G\ H siy € H \ {e}, din a) rezultd ca vy = (vy) ' =v’v #yx. ....... 3p
Prin urmare, niciun element € G \ H si niciun element y € H \ {e} nu se afla in Z(G) si, in
consecingd, Z(G) = {€} ..ot 3p
¢) Oricare ar i x € G\ H si h € H, din (zh)? = e rezultid c& xhx = h~! deci h =zh~tz (%)
............................................................................................ 3p
Pentru orice hy,hy € H si z € G\ H avem atunci:
hihy © @ (hihg) ™ & = ohy'hy'e = whya?h e = (chy'e) (while) 2 hohy,

asadar H este COmMULAtIV. ... ... i e et 3p

Observatie: Subgrupul H este, in conditiile problemei, un subgrup normal al grupului G, iar
aplicatia de inversare fiind un automorfism al grupului H, ca restrictie la H a oricarui automor-
fism interior al lui G indus de un element oarecare x € G \ H, grupul H este comutativ. Orice
solutie care arata acest lucru va primi complet punctajul de 6p aferent subpunctului c).

Problema 4. Fie f:[0,1] — [0,1] o functie continud si bijectiva, cu proprietatea ca
f(z) <z, pentru orice x € (0,1).
1
Pentrun € N*, notim f,=fofo...of si I :/ fn(x) de.
—_—
n functii 0

a) Demonstrati ca pentru orice x € (0, 1), li_>m fn(x) =0.
n—oo

b) Determinati lim I,,.
n—oo



Solutie.
a) Deoarece f este continua, trecand la limita, cand z — 0, din inegalitatea din enunt obtinem

0< f(0) = lir% F(2) <O, dect f(O) =0, oot 1,5p
r—r

Functia f este continua si injectiva, deci este strict monotona. Deoarece f(0) = 0, rezulta ca f

este StriCt CresCatoare. ... .. ... i i 3p

Fie z € (0,1). Din f(z) < z rezultd inductiv ca 0 < fr+1(z) = f(fu(z)) < fu(x), Vn € N*.
Deoarece sirul (f,(z)),; este strict descrescator i marginit, exista a(z) = lim f,(x) € [0,1).
= n—oo

Folosind continuitatea functiei f rezulta ca
a@) = Tim_ fusr(@) = lim f(fa(@) = f (lim fu(@)) = fla(@)),
asadar a(x) = 0, adica le fa(x) =0, oricare ar i z € (0,1). ..., 3p

b) Fie ¢ € (0,1). Pentru orice n € N*, fiind compunere de functii bijective strict crescatoare,
functia f,, este bijectiva si strict crescatoare, cu fr, (1) =1. ... 3p
Obtinem ca

l1—e 1

0<I,= fn(x)d$+ fn(x)d‘rg(1_5)'fn(1_€)+5'fn(1):(1_5)'fn(1_€)+€'
0 1—e
............................................................................................ 6p
Cum 1 —¢ € (0,1), conform a) obtinem ca li_}m fn(1 —¢) =0, astfel ca
n—oo
0 <liminf I, <limsupl, <e¢.
............................................................................................ 3p
Cum ¢ € (0,1) a fost oarecare, rezultd ca lim [,, = 0. ....... ... ..., 3p

n—oo

Observatie: In limbaj de integrabilitate Lebesgue (teorie neelementard), enuntul este o consecinta
a teoremei convergentei dominate (care nu are o demonstratie elementara). Concurentilor care
invoca teoreme de teoria masurii, pentru a rezolva punctul b) al problemei, li se va acorda punc-
tajul doar in cazul in care enunta corect aceste teoreme si verifica daca sunt indeplinite toate
conditiile pentru aplicarea lor.



