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CLASA a XI-a — solutii

Punctaj din oficiu. ........ .. 10p

Problema 1. Fie A € M3(R) o matrice inversabild, cu proprietatea
det(A+ A7Y) +det(A—- A1) =4.

Aratati ca det(A + A7) = (Tr(A))?, unde Tr(A) este suma elementelor diagonalei principale a
matricei A.

Solutie. Fie A = < ch Z o matrice cu proprietatile din enunt. Notam D = det(A).
Cum matricea A € M3(R) este inversabila, D € R*. ... .. . o 1,5p
1 d —b
.. . -1 _ L
Inversa matricei A este: A~ = i) ( e a ) ............................................ 3p
1
Determinantul inversei matricei A este: det(A™!) = 1 AR R AL e R LR ERERRERRERRERRERLE 3p

Prin calcul direct, sau utilizand identitatea

det(X +Y) +det(X —Y) = 2(det(X) + det(Y)), VX, Y € Ma(R),

1
obtinem det(A + A™') 4 det(A — A7) =2 (D + D) ...................................... 9p
1
Conform ipotezei, 2 <D + D) =4, deunde D = 1..... . 3p
. —1\ __ | @ +d 0 o 2 2
Atunci det(A+ A7) = 0 a+d ‘—(a—i—d) =Tro(A) 3p

Problema 2. Fie (z,)n>1 un gir de numere reale cu xy, z2 € (0, 1), pentru care
Tn42 = To - Tni1 — To + 1,
pentru orice n € N*.
a) Aratati ca lim zjxo...x, =0.
n—oo

b) Determinati lim /n-z12s...2,.

n—oo L

Gazeta Matematica

Solutie.
a) Demonstram prin inductie proprietatea

€ (0,1), Vn € N*. (1)



x1,x2 € (0,1), conform definitiei girului. Presupunem c&, pentru un numar natural nenul n, avem
zp € (0,1), Vk € {1,2,...,n + 1}. Conform relatiei de recurenti, x,1o = 1 — 22(1 — 7,41).
Cum z,,, Tpy1 € (0,1), avem 22(1 — 2,41) € (0,1), de unde obtinem z,,42 € (0,1).

Astfel, proprietatea (1) este probata pe baza principiului al II-lea al inductiei matematice.

............................................................................................ 3p
Atunci 1 — 240 = 22(1 — p41) < 1 — 2pyq. Prin urmare, 2,11 < Tny2, VR € N*. ..., 3p
Rezulta ca sirul (xy,)n>2, strict crescator si marginit superior de 1, este convergent........ 1,5p

Atunci sirul (z,,)n>1 este de asemenea convergent. Notam ¢ = lim z, € (0,1]. Trecand la
- n—oo

limit# in relagia de recurenti, obtinem ¢ = ¢3 — (2 + 1. Rezultd (¢ — 1)2(¢/ + 1) = 0, de unde

¢=1.In concluzie, M T, = L. oo 3p
n—oo

. . 9 1—xz .
Din relatia de recurenta deducem x% = ﬂ, Vk € N*. Atunci

1 -2k
l—2z3 1—-2 1—-=z 1—x
ol a2 = 2. o nt? _ "2 Ve N (2)
1—.7,‘2 1—$3 1_33'n+1 1—1’2
. R .
Avem lim z%z3...22 = lim — T2 0. Rezultd lim T1x2. .. Ty =0 i 3p
n—00 n—oo 1 — x9 n—00

1—
b) Conform (2), avem na?x3...z2 = W, Vn € N*. Pentru calculul limitei sirului

Yn =n(l — xp12), n > 1, vom aplica Teorema Stolz-Cesaro...............ooviiiiiiiiia.. 3p

Astfel, utilizand relatia de recurenta, obtinem
1) — 1— 1—
lim y, = lim (1n+ ) ? — lim ( wn+2)( Tn43) _

n—o00 n—o0 — n—o0 €T —
1_17n+3 1_$n+2 ’Vl+3 TL+2

n=00 (1 = pi2)(1+ Znt1)(1 = Tpy1)  nooo l4zpp 2

Rezultd Lim /1 - B1Z9 ... T = e o e et 6p
n—o0

Problema 3. Fie n > 2 un numar natural. Determinati toate matricele M € M, (C) cu
proprietatea ca, daca A, B € M,,(C) astfel incat AB = M, atunci BA = M.

Solutie. Fie A € C*. Daca matricele A, B € M,,(C) au proprietatea AB = A\I,, atunci A si

1
XB ....................................................... 1,5p

1
Rezulta ()\B A = 1I,, deci BA = A\I,. Prim urmare, matricele AI,, cu A € C*, satisfac pro-

B sunt inversabile, cu A7! =

prietatea din enunt. ... ..o 6p
Presupunem c& matricea M = (my;)i j=1,2,..n € Mpu(C) are proprietatea din enunt.
Fie A € M, (C) o matrice inversabild. Definim B = A~'M. Atunci AB = M, deci BA = M.
Obtinem A™'MA = M, de unde MA = AM. Prin urmare, M comuti cu orice matrice in-
VETSADILA. . . 3p
Fie E; € M,(C) matricea avand elementul situat pe pozitia (1,7) egal cu 1 si iar restul ele-
. 9, j=1
mentelor egale cu 0, pentru fiecare j € {1,2,...,n}. Avem det(I,+E;) = { 1 jefa. . n)

2



Rezulta ca matricea I, 4+ E; este inversabila. Atunci (I,+E;)M = M(I,,+Ej), de unde obtinem

E;M = ME;, j =1,2,---,n. Matricea E;M are prima linie egald cu (mj; mjo -+ mjy) si
mii
. .o . . . v m21 .
restul liniilor nule, iar matricea M E; are coloana j egala cu . si restul coloanelor nule.
mMn1
Rezulta mj, =0, Vj € {1,2,...,n}, YEe{1,2,....,n}\{j} simj; =mn, Vje{1,2,...,n}.
Prin urmare, M este o matrice diagonala de forma M = Al,,, cu A€ C. ................... 9p

Matricea nula (cazul A = 0) nu satisface proprietatea din enunt. Astfel, ExEy = O,. dar
E\Ey = Ey # On.
In concluzie, matricele M cu proprietatea din enunt sunt de forma Al,, cu A € C*. ..... 3p

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie continua si neconstanta. Consideram functia
g : Im(f) — R definita prin

g(y) = inf{z € [0,1]| f(z) =y}, pentru orice y € Im(f),

unde Im(f) = {f(z)| x € [0,1]}. Demonstrati ca functia g este continua daca si numai daca
existd a € (0,1] astfel incat f este strict monotona pe intervalul [0, a] si Im(f) = f([0, a]).

Solutie. Pentru y € Im(f), multimea {x € [0,1]| f(z) = y} este nevida si marginita, deci
admite margine inferioara (infimum). In plus, existd un sir (Zn)n>1, cu termenii in [0, 1], astfel
ca lim z, = g(y) si f(zn) =y, Vn € N*. Cum f este continua, f(g(y)) = lim f(x,) = y.

n—oo n—oo
Astfel, f(g(y)) =y, Yy eIm(f). (1) .eninini e 3p

1) Presupunem ca exista a € (0, 1] astfel incat functia f este strict monotona pe intervalul
0,a] i Tm(f) = ([0,a]).

Pe baza ipotezei si proprietatii lui Darboux a functiei continue f, obtinem f([0,a]) = [f(0), f(a)],
daca f este strict crescatoare pe [0,a], sau f([0,a]) = [f(a), f(0)], daca f este strict
descrescatoare pe [0, a]. . .....oi i 1.5p
Definim functiile f, : [0,a] — f([0,a]), cu fo(z) = f(z), pentru oricare x € [0,al, si
ga : f([0,a]) — [0,a], ga(y) = g(y) € [0,a], pentru oricare y € f([0,a]) = Im(f). Conform
(1), (fao9a)(y) = f(9(y)) = y, pentru oricare y € f([0,a]). Functia fq : [0,a] — f([0,q]) este
bijectiva si fq 0 go = idy(0,a)) Rezultd g, = fol. Atunci g, este continui, ca inversa functiei
continue f,. Deducem ca g este CONtINUA. ...... ..ottt 6p
2) Reciproc, presupunem ca functia g este continua.
Intrucat f este continui si neconstantd pe [0, 1], exista «, B € [0,1], cu f(a) < f(5) astfel incat
Im(f) = [f(«@), f(B)] (conform Teoremei lui Weierstrass si proprietatii lui Darboux)......... 3p
Similar, cum g este presupusa continua, g(Im(f)) = [b,al, cu 0 < b < a < 1. (Cazul a = b este
exclus, deoarece f este neconstanta.) Cum g(f(0)) = 0, rezulta ca 0 € Im(g) = [b, a, deci b = 0.
Astfel, Im(g) = [0,a], cu 0 < a <1, iar Im(f) = f([0,a])....oooeen 3p
Din (1) rezultd ca g este injectiva. Cum g este continua, deducem ca g este strict monotona.
Atunci functia g, : Im(f) — [0, a], definita prin g,(y) = g(y), Yy € Im(f), este bijectiva. ... 3p
Conform (1), functia f, : [0,a] — f([0,a]), definita prin f,(z) = f(z), V2 € [0, a], este inversa
functiei g,. Cum inversa unei functii strict monotone este tot o functie strict monotona, functia
fa este strict monotona. Rezultd ca f este strict monotona pe [0,a]. ..ot 3p



