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CLASA a X-a — solutii

Punctaj din oficiu. ... ..o 10 p

Problema 1. Se considera numerele reale a,b,z,y > 0, cu ab # 1, gi ¢ un numar natural

nenul astfel incat
log, v = logy vcx +y = log,, y.

ST o . o Yy ..
a) Aratati ca daca ¢ = 1, atunci numarul = este irational.
x

.o v Yy . o . . . v
b) Demonstrati cd numéarul = este rational daca gi numai daca ¢ este produsul a douad numere
x

naturale nenule consecutive.

Solutie. Egalitatile din enunt conduc la:

1 1
—log, x = 3 logy(cz +y) = log,p y-

2
......................................................................................... 1.5p
Fie 2 = $1og, & = $10g,(cZ 4 §) = 10805 Y« vvenvieneii i 3p
De aici obtinem:
x=a*, cr+y=>0" y=(ab)*
........................................................................................... 3p
De aici obtinem ca ¥ = (g)z sict+ = (2)22. ......................................... 3p
Notand ¢t = £, obtinem ca acesta este solutia pozitiva a ecuatiei t2—t—c=0.
........................................................................................ 3p
De aici obtinem ca ¥ = Wﬁ' ...................................................... 3p
a) Pentru ¢ = 1 avem % = 1+2\/5, care este irational. ...... ... ... .. il 3p
b) £ = Hfm € Q& V1+4ceQ,iar cum c € N*, avem /1 + 4c € Q & 1+4c = (2d+1)?
Soce=d(d+ 1), cud € N . 3p

Problema 2. Determinati functiile f : C* — C* care satisfac simultan conditiile

(21) - f(22), pentru orice z1, z9 € C*;

S
), pentru orice z € C*;



Gazeta Matematicd

Solutie: Din conditia (1) pentru 21 = 2o = 1 obtinem f(1) = f2(1). .................. 1.5p
Deoarece 1- f(1) > 0, obtinem ca f(1) = 1. ...t e 3p
Apoi, pentru z; = 2 §i 29 = % avem 1 = f(1) = f(2)f (%), pentru orice z € C*. ......... 3p
Atunci, din conditia (2), avem f(z) = f(lz , pentruorice z€ C*, ...... ... 3p
iar din conditia(3) avem Z f(z) = 2z f(z) = f(zz), pentru orice z € C*........ ... ... L 3p

Deci avem (f(2))* = £ = \27227 adica

f(z) € {:I:‘;} , pentru orice z € C*.
........................................................................................... 3p
Cum Z f(z) > 0, obtinem
z : ,
f(z) = m, pentru orice z € C*,
........................................................................................... 3p
functie care verifica conditiile date. .......... ... 3p

Z

B verifica conduce la

Nota: Lipsa verificarii solutiei sau macar a mentionarii ca functia f(z) =
neacordarea ultimelor 3 puncte din barem.
Problema 3. Rezolvati in R ecuatia 2456 =3 -2% +4 - 3*.

Solutie. Vom demonstra ca solutiile sunt 1 =0sgiao =—1. ... ... i 3p
Rescriem ecuatia din enunt, astfel:

5.(6°—3" —2°+1)+2(2° —1)+3° -1 =0,

...................................................................................... 1.5p
care poate fi factorizata astfel:

53 =12 —1)+2(2*-1)+3"—1=
........................................................................................ 3p
Observam ca x1 = 0 este solutie si ca pentru x > 0 avem

53 = 1)(2* - 1) +2(2* -1)+ 3" - 1> 0,

deci ecuatia nu poate avea solugii In (0, 00). ..o uvu vttt e 3p
Pentru x < 0 putem rescrie ecuatia sub forma:
2 1
5 —

1—-3%  1-—27
........................................................................................ 3p
Functia f: (—00,0) = R, f(x) = ﬁ + L= este strict crescitoare pe (—oc, 0)
........................................................................................ 3p



Deoarece x9 = —1 verifica ecuatia data, aceasta este singura solutie din intervalul (—oo,0).
........................................................................................ 3p
Problema 4. Pentru orice multime finitd A = {z1, 22, ..., 2} de numere complexe nenule

cu n > 4 elemente definim multimea:
B(A):{zizj ‘ 1§i<j§n}.

Determinati multimile A pentru care A = B(A).

Solutie. Vom demonstra ca multimile cautate sunt multimile radacinilor de ordinul n ale

UNIEALIL, 1.6, A = Upe et 1.5p

Fara a pierde generalitatea presupunem ca 0 < |z1]| < |z2] < -+ < |z,].

Deoarece z,z € A, avem |z,zk| < |25/, adica |zx| < 1, pentru k € {1,2,...,n—1}. Deoarece
21z € A, avem |z1z;| > |z1|, adica |zx| > 1, pentru k € {2,3,...,n}. Asadar, |z;| = 1, pentru
S T e 1 3p

Daca |zp| > 1, atunci |zxz,| > 1, pentru orice k € {2,...,n — 1}, deci zxz, = 2, (toate
celelalte elemente din A avand modulul cel mult 1), adica zp = 1, pentru k € {2,...,n — 1}.
Dar, cum n > 4, acest lucru este imposibil, deoarece z; # z; pentru i # j. Asadar, |z,| = 1.

........................................................................................ 3p

In mod analog, obtinem c |21| = 1, deci toate elementele din A au modulul egal cu 1.

........................................................................................ 3p

Fie 0, = arg(z). Fara a pierde generalitatea, presupunem ca 0 < 67 < g < --- < 6, < 2.
Problema este echivalentd acum cu: pentru orice i # j € {1,2,...,n}, exista k € {1,2,...,n}
astfel incat 6; + 0; = 0, modulo 27. Avem 0, < 0,, + 01 < 27 + 01, deci 0, = 0, + 61, adica
01 = 0, deCi 1 € A. oo 3p

In plus, 6,, < 0y, + 0y < 27 + 05, deci 0, + 02 = 27 + 6, = 27, adici 6, = 27 — 6. Apoi avem
O3 <O3+0y <0440y <--- <0+ 0y=2m,
deci avem n — 2 argumente cuprinse intre 03 si 27, deci 0 + 602 = 041, pentru k € {3,...,n—1}.

Mai intai avem 6,, = (n — 3)f2 + 03, iar din 6 + 6,, = 27, avem (n — 2)0 + 03 = 27 (1).
Pe de alta parte, 2r =27 + 601 = 0,, + 02 < 0, + 03 < 27w + 03, deci 0, + 03 = 2w + 65, adica
205 + (n — 4)05 = 27 (2).

Din (1) si (2) avem 03 = 265, deci 0, = (k — 1)02, iar cum 6, + 6,, = 27, avem 0, = @,
Ee{2,3,...,n},adicd A =Up. .ot 3p

Mai trebuie demonstrat ca toate aceste multimi verifica egalitatea din enunt. Fie g, =
COS%T7r + 7 sin %TW’ k € {0,1,...,n — 1}, elementele lui A. Pe de-o parte, produsul a doua
radacini de ordinul n ale unitatii este radacina de ordinul n a unitatii. Apoi avem €, = ¢y - &g,
pentru k € {1,2,...,n — 1}, respectiv 9 = 16,1, ceea ce Incheie demonstratia.

........................................................................................ 3p

Nota 1: Pentru simpla mentionare a solutiei A = U, se acorda 1.5 puncte.
Nota 2: Pentru mentionarea solutiei A = U, i verificarea acesteia, fara alte considerente, se
acorda 4.5 puncte.



