Testul 1

Problema 1. Fie k£ un numar intreg, £ > 2. Determinati numerele naturale nenule n,
ng, ..., Ng, care indeplinesc simultan urmatoarele conditii:

ng |2 —1, ng|2™—1, ..., np|2"1—1, ng|2% —1.

Problema 2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si fie D, E, F picioarele inaltimilor din
A, B, respectiv C. Dreptele BC' gi FF se intersecteaza in punctul P, iar paralela prin D la
dreapta E'F intersecteaza drepta AC, respectiv AB, in punctul @, respectiv R. Aratati ca
cercul PQR trece prin mijlocul laturii BC.

Problema 3. Fie a, b, ¢ numere naturale nenule, astfel incat a < b < ¢, gi fie f: N* — N*
functia definita prin f(n) = n—a, dacan > ¢, si f(n) = f(f(n+0b)), daca n < c¢. Determinati
numarul de puncte fixe ale lui f.

Problema 4. Fie m si n douad numere naturale nenule i fie Ay, ..., A, multimi de numere
naturale nenule, astfel incat:

(1) A; si Aj sunt disjuncte, oricare ar fi indicii distincti @ si j;

(2) |[Ail=n,i=1,...,m;

(3) Oricare ar fi indicele 4, niciun element din A; nu este divizibil cu niciun element din A;41,
unde indicii sunt considerati modulo m.

Determinati numarul maxim de perechi ordonate (a,b), unde a si b sunt elemente din A;-uri
diferite si b este divizibil cu a.



Testul 1 — Solutii

Problema 1. Fie k£ un numar intreg, £ > 2. Determinati numerele naturale nenule n,
ng, ..., Ng, care indeplinesc simultan urmatoarele conditii:

ng |2 —1, ng|2™—1, ..., np|2"1—1, ng|2% —1.

Solutie. Vom arata ca singurele numere care indeplinesc conditiile din enunt sunt n; =
ng = "'anZI.

Pentru fiecare numar natural » > 1, notam cu m(r) cel mai mic factor prim al lui r.
Aritam ci, dacd s gi t sunt numere naturale strict mai mari decat 1, astfel incat s | 2¢—1, atunci
m(t) < m(s). Fie p = m(s). Cum p este impar, rezulta cd p|2P~t—1. Cum p|2'—1, rezulta ca
p|28cdtr=1) _ 1 Daci ged(t,p—1) = 1, rezulti cd p = 1 — contradictie. Deci ged(t,p—1) > 1.
Prin urmare, ¢ are un factor prim mai mic sau egal cu p — 1, deci m(t) < p = m(s).

Presupunand cany > 1, rezultang > 1, ng_1 > 1,...,ne > 1,decim(ny) <m((nz) < --- <
m(ng) < m(ny) — contradictie. Prin urmare, ny = 1, de unde, ng = 1, apoi n3 =1, ... si, in
fine, ny = 1.

Problema 2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si fie D, E, F picioarele inaltimilor din
A, B, respectiv C. Dreptele BC' si E'F se intersecteaza in punctul P, iar paralela prin D la
dreapta E'F intersecteaza drepta AC, respectiv AB, in punctul @, respectiv R. Aratati ca
cercul PQR trece prin mijlocul laturii BC.

Solutie. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca AB > AC. Fie M mijlocul
laturii BC. Este suficient sa aratam ca DM - DP = D@ - DR.

Intrucét dreptele BC si EF sunt antiparalele, iar dreptele EF si QR sunt paralele, DB -
DC = DQ- DR, deci este suficient si aratam ca DB-DC = DM -DP,i.e., BM? = DM -MP,
deoarece DB = BM + DM, DC = CM — DM = BM — DM si DP = MP — DM. Intrucét
DM = MP — DP, aceasta revine la BM? = MP?> - DP-MP,i.e., DP-MP = MP?— BM?.

Intrucat punctele D, E, F, M sunt concilcice, PD - PM = PE - PF. Punctele B, C,
E, F sunt si ele conciclice, deci PE - PF = PB - PC si, prin urmare, DP- MP = PB - PC =
(BM + MP)(MP —~CM) = (MP + BM)(MP — BM) = MP? - BM?.

Problema 3. Fie a, b, ¢ numere naturale nenule, astfel incat a < b < ¢, gi fie f: N* — N*
functia definita prin f(n) =n—a, dacd n > ¢, si f(n) = f(f(n+0)), daca n < ¢. Determinati
numarul de puncte fixe ale lui f.

Solutie. Aratam recursiv ca f(n) = f(n+b—a), pentru 0 < n < c.

Daca ¢ —b<n <c¢,atuncin +b > ¢, deci f(n) = f(f(n+0b)) = f(n+b—a).

Dacan <c—b,atuncin+b—a<n+b<c,deci f(n+b—a)=f(n+2b—a).

Daca ¢c—2b < n < ¢—b, atunci c—b < n+b < ¢, deci f(n) = f(f(n+b)) = f(f(n+2b—a)) =
f(n+b—a).

Presupunem ca f(n) = f(n+b—a), pentru ¢ — kb <n < ¢ — (k — 1)b. Fie n, astfel incat
c—(k+1)b<n<c—kb Cumc—kb<n+b<c—(k—1)b rezulta f(n) = f(f(n+0b)) =
f(f(n+2b—a)) = f(n+b—a). Cum exista un numar natural nenul m, astfel incat c—mb < 0,
afirmatia este demonstrata.

Fien<csifiep=|(c—n)/(b—a)]. Cum n+p(b—a) <csin+(p+1)(b—a) > ¢, rezulta
cad f(n)=f(n+b—a)=---=f(n+pb—a))=fn+(p+1)(b—a))=n+p+1)(b—a)+a.



Atunci f(n) = n daca si numai daca n < csin+ (p+ 1)(b — a) + a = n, adica, daca si
numai daca (p + 1)(b — a) = a.

Deci, daca a nu este divizibil cu b — a, atunci f nu are puncte fixe. Daca a este divizibil
cu b — a, atunci n este punct fix al lui f daca si numai daca [(c—n)/(b—a)] +1=a/(b—a),
adica, daca si numai daca ¢ —a <n < c— 2a+ b, caz in care f are exact b — a puncte fixe.

Problema 4. Fie m si n doud numere naturale nenule si fie Ay, ..., A, multimi de numere
naturale nenule, astfel incat:

(1) A; si Aj sunt disjuncte, oricare ar fi indicii distincti @ si j;

(2) |Ail=n,i=1,...,m;

(3) Oricare ar fi indicele 4, niciun element din A; nu este divizibil cu niciun element din A4; 41,
unde indicii sunt considerati modulo m.

Determinati numarul maxim de perechi ordonate (a,b), unde a si b sunt elemente din A;-uri
diferite si b este divizibil cu a.

Solutie. Maximumul cerut este (m; 1)n2 si este atins, de exemplu, pentru

A = {a(k_l)”+1,a(k_1)"+2, ... ,ak"}, k=1,....m—1, si Ap={bb*... 0"},

unde a si b sunt numere naturale coprime, mai mari sau egale cu 2.
Numim pereche bund o pereche (a, b) care are proprietatile cerute. Pentru fiecare m-tuplet

(a1y...,am), unde a € Ag, k=1,...,m, fie k(ay, ..., ay) numarul de perechi bune de forma
(ai,aj). Vom arata prin inductie dupa m ca k(ai,...,an) < (mz_l) Prin urmare, numarul
m—2

de perechi bune, in care fiecare pereche buna este numarata de exact n ori, este cel mult

(™5 l)nm, de unde, concluzia.

Cazul m = 3 se verifca imediat. Pentru m > 4, fixam un m-tuplet (ai,...,ay), ax € A,
k =1,...,m; fara sa restrangem generalitatea, putem presupune ci aj este cea mai mare
componenta a sa. Atunci (m — 1)-tupletul (ay,...,an—1) satisface ipoteza de inductie: ag nu
divide a1, as nu divide pe ag, ..., a;,—1 nu divide pe a2 si a; nu divide pe a,,_1.

Vom arata ca numarul perechilor bune in care apare a,, este cel mult m —2. Pentru fiecare
k=1,...,m — 1, cel mult una dintre perechile (ak,an,), (am,ax) este buna. Daca exista

un k pentru care niciuna dintre aceste perechi nu este buna, atunci numarul perechilor bune

in care apare a,, este cel mult m — 2. In caz contrar, cum perechile (am,ag) si (a1, am),

k=1,...,m— 2, nu sunt simultan bune, iar perechea (a1, a,,) nu este buna, rezulta ca toate

perechile (an,,ax), k =1,...,m—1, sunt bune, in contradictie cu faptul ca a,, nu divide a;,—1.
Deci k(ay,...,am) < k(a1,...,am-1)+m—2< (m2_2) +m—-2= (mz_l)
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