Olimpiada Nationala de Matematica
Al patrulea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 29 mai 2019

Problema 1. Pentru un numaér natural nenul m notam cu 7(m) numarul divizo-
rilor sai pozitivi, iar cu o(m) suma acestora.
Determinati numerele naturale nenule n pentru care

ny/7(n) < o(n).

Problema 2. Fie a,b,c,d > 0 astfel incat a® + b? + ¢ + d? = 4. Demonstrati ca

b d
% > 1+ Vabcd.

Cand are loc egalitatea?

Problema 3. In triunghiul ascutitunghic ABC' punctul I este centrul cercului
inscris, O este centrul cercului circumscris, iar I, este centrul cercului exinscris
tangent laturii [BC]. Punctul A’ este simetricul varfului A fata de dreapta BC.
Demonstrati ca unghiurile Z101, si /1A', sunt congruente.

Problema 4. Pe un cerc se scriu numerele de la 1 la 100 intr-o anumita ordine.
Spunem despre o pereche de numere de pe cerc ca este buna daca cele doua nu sunt
vecine si daca pe cel putin unul din cele doua arce de cerc pe care ele le determina
se afla numai numere mai mici decat fiecare din ele. Cat poate fi numarul total de
perechi bune?

Timp de lucru: 4 ore
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Viad Mihaly
Solutie:
Se verifica ugor ca inegalitatea este satisfacuta de orice n € {1,2,4,6} si nu este
satisfacuta de niciun n € {3,5}. Egalitate avem pentru n = 1 gi n = 6. Demon-
stram ca inegalitatea nu este satisfacuta de niciun n mai mare. Este usor de vazut
cat(a-b)=7(a) 7(b) si o(a-b) =o(a)-o(b) pentru orice a,b € N* cu (a,b) = 1.
De aici se vede ca daca a,b € N* cu (a,b) = 1 nu sunt solutii ale inecuatiei din
enunt, atunci nici produsul lor nu este solutie. Vom demonstra ca 2% nu este solutie
pentru niciun k > 3, ca p*, 2p* si 4p* nu sunt solutii pentru niciun p prim, p > 2
si niciun £ > 0. Va rezulta ca inecuatia din enunt nu are alte solutii in afara celor
patru amintite.
o 2K\ /7(2F) > o(2%) & 28k + 1 > 281 — 1 rezultd de indata ce vk + 1 > 2, deci
pentru orice k > 3.
o PT(pF) > o(pf) & PVE+IP - 1) > P =1 Ori p"VE+1(p — 1) >
PP(p — 1DV2 > pft > pFt! — 1, inegalitatea din mijloc fiind echivalenta cu
p > V2 +2, deci adevirati pentru orice p > 3.

o 2pF\/T(2pF) > o (2p%) & 2p%\/2(k + 1)(p — 1) > 3(p*TL - 1).

Ori 2p%\/2(k + 1)(p—1) > 4p*(p—1) > 3p*! > 3(p**1 1), inegalitatea din mijloc
fiind echivalenta cu p > 4, deci adevarata pentru orice p > 5. De asemenea, daca

p = 3, atunci k > 2, deci inegalitatea de demonstrat, 4-3%,/2(k + 1) > 3(3**1 —1),
rezultd din 4 - 3%, /2(k 4+ 1) > 46 - 3% > 352 > 3(3++1 — 3).

o 4pF\/T(4pF) > o (4p*) & 4pF\/3(k +1)(p— 1) > T(pFTt —1).

Dar 4pF\/3(k+1)(p — 1) > 4V/6p*(p — 1) > Tp*+! > T(pF+! — 1), inegalitatea din
mijloc rezultand din 4+/6 (p—1) > Tp, adevarata pentru orice p > 5. Pentru p = 3,
inegalitatea 8 - 3*1/3(k + 1) > 7(3**1 — 1) rezultd din 8- 3*\/3(k + 1) > 7- 3! &
8/3(k + 1) > 21, adevarata pentru k > 2. Pentru p = 3, k = 1 se verifica direct
ca n = 12 nu este solutie.



Problema 2. Fie a,b,c,d > 0 astfel incat a® + b* + ¢ + d?> = 4. Demonstrati ca

W > 1+ Vabed.

Cand are loc egalitatea?
Leonard Giugiuc si Valmir B. Krasniqi

Solutia 1:
Avem ab + cd > 2+ abed, ac + bd > 2+/abed si ad + be > 2/ abed, deci ab + ac +
ad 4 bc 4+ bd 4+ cd > 6+ abed, deci este suficient sa demonstram ca

a—l—b—l—c—l—d>1+ab+ac+ad+bc+bd+cd
2 - 6 '
b d2_ 2_b2_ 2_d2
Deurab+ac+ad+bc+bd+cd:(a+ tetd) 2a ¢ =2p* — 2,
b d
unde am notat cu p = #. Din relatia de mai sus este evident ca p > 1,

iar din inegalitatea dintre media aritmetica gi cea patratica, p < 2. Este suficient
2

, adicd p? —3p+2 < 0,sau (p—1)(p—2) <0, ceea
ce este evident. Egalitate avem daca p = 2, adica avem egalitate in inegalitatea
dintre media aritmetica si cea patratica, deci pentru a = b = ¢ = d = 1 sau daca
p =1, ceea ce Inseamna ab + ac + ad + bc + bd + cd = 0, adica trei dintre variabile
egale cu 0 si cea de-a patra egala cu 2.

sa demonstram cap > 1+

Solutia 2:

Prin ridicare la patrat, inegalitatea se rescrie echivalent a®+b*+c?+d?+2(ab-+ac+
ad+bc+bd+cd) > 4+ 8v abed+4abed, adica ab+ ac+ad+be+bd+cd > 4V abed +
2abed. Din inegalitatea mediilor, 4 = a? + b* + 2 + d? > 4V a2b2c2d? = 4V abed,
de unde abed < 1. Tot din inegalitatea mediilor, ab + ac + ad + bc + bd + cd >
6V abed = 4v/ abed + 2V abed > 4v/ abed + 2abed.

Egalitate avem daca ab = ac = ad = bc = bd = cd, adica atunci cand a = b = ¢ =
d = 1 sau trei dintre variabile sunt 0 (si atunci cea de-a patra este 2).

Problema 3. In triunghiul ascutitunghic ABC' punctul I este centrul cercului
inscris, O este centrul cercului circumscris, iar I, este centrul cercului exinscris
tangent laturii [BC]. Punctul A’ este simetricul varfului A fatd de dreapta BC.
Demonstrati ca unghiurile Z101, si ZIA’'l, sunt congruente.

Solutie:

Patrulaterul IBI,C este inscriptibil, deci ZAI,C = ZIBC = ZABI si, cum

/ZBAI = ZI,AC, rezulta ca triunghiurile ABI si Al,C sunt asemenea (UU).

2 - h

Rezulta ca AI - Al, = AB - AC. Pe de alta parte, AB - AC' = — o = a' L =
sinA  sinA

2R - h, = AA"- AO. Cum ZA’AI = Z1,AO (pentru ca AA’ si AO sunt izogonale

in ZBAC), rezulta ca triunghiurile AOI, gi AT A’ sunt asemenea.
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A
Fie J punctul in care paralela prin [ la I, A’ intersecteaza AA’. Atunci A_}{ =
AAT Al
1= 40" deci triunghiurile AJI si AIO sunt asemenea. Rezulta cam(£101,) =
m(LAOI,) — m(LAOI) = m(LAIA) — m(LALJ) = m(LJIA") = m(LIA'],), de

unde concluzia.

A/

Problema 4. Pe un cerc se scriu numerele de la 1 la 100 intr-o anumita ordine.
Spunem despre o pereche de numere de pe cerc ca este buna daca cele doua nu sunt
vecine si daca pe cel putin unul din cele doua arce de cerc pe care ele le determina
se afla numai numere mai mici decat fiecare din ele. Cat poate fi numarul total de
perechi bune?

Solutia 1:

Vom demonstra ca numarul perechilor bune este mereu 97.

Vom face anumite modificari asupra ordinii numerelor de pe cerc. Vom arata ca
aceste modificari nu schimba numarul perechilor bune. Mai intai vom face rocade
intre numarul 1 si cate unul din vecinii sai pana ce numarul 1 ajunge langa 100.
O astfel de rocada nu schimba numarul perechilor bune. intr—adevér, daca facem
rocada intre 1 gi unul din vecinii sai, n, toate perechile bune ce nu il contin n raman
bune. In plus, nu exista perechi bune care sa il contina pe 1. Perechile bune care il
contin pe n raman bune, cu exceptia perechii care il contine pe n si pe celalalt vecin
al lui 1. In locul acestei perechi apare perechea buna formata din n si fostul sau
vecin diferit de 1. Asadar, in urma efectuarii acestei rocade, numarul perechilor
bune nu s-a schimbat. Efectuam astfel de rocade pana cand 1 ajunge langa 100.



Vom face apoi rocade intre 2 si vecinii sai pana cand 2 ajunge dupa 1, astfel incat
1 sa fie intre 100 i 2. Se arata analog ca aceste rocade nu modifica numarul
perechilor bune. Se continua cu efectuarea de astfel de rocade pana cand se ajunge
ca ordinea numerelor pe cerc sa fie 1,2,3,...,100. Aici se vede usor ca singurele
perechi bune sunt {k, 100}, unde k € {2,3,...,98}, deci ca sunt 97 de perechi bune.

Solutia 2: (data in concurs de [ustinian Constantinescu)

Sunt 97 de perechi bune. Vom arata prin inductie ca pentru un cerc cu numerele
de la 1 la n sunt n — 3 perechi bune.

Pentru n = 3 este evident, doarece toate numerele sunt vecine.

Pentru un cerc cu numerele de la 1 la n 4+ 1. scoatem numarul 1 gi scadem 1 din
toate celelalte numere. Toate perechile bune care nu il contineau pe 1, cu exceptia
celei formate din cei doi vecini ai lui 1, raman bune deoarece daca un numar era
mai mare decat un altul in cercul cu n + 1 numere, el ramane la fel i in cercul
cu n numere. Analog pentru perechile care nu erau bune si nu il contineau pe 1.
Perechile care 1l contineau pe 1 nu erau bune si dispar, deci pot fi ignorate. Mai
ramane perechea formata din cei doi vecini ai lui 1 care era buna inainte si nu
dupa, deci numarul de perechi bune in cercul cu n + 1 numere este cu 1 mai mare
decat in cercul cu n numere.
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