Olimpiada Nationala de Matematica
Al doilea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 15 mai 2019

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a si b, cu (a,b) = 1, care
verifica relatia a? + b = (a — b)>®.

Problema 2. Fie n € N si A o multime formata din 8n + 1 numere naturale
nenule, prime cu 6 si mai mici decat 30n. Demonstrati ca exista a,b € A astfel
incat a divide b.

Problema 3. Un cerc cu centrul in O este tangent interior la doua cercuri secante
situate 1n interiorul sau. Daca S si T sunt punctele de tangenta, iar M si N sunt
punctele de intersectie a celor doua cercuri, cu /N situat mai aproape de dreapta
ST decat M, demonstrati ca dreptele OM si M N sunt perpendiculare daca si
numai daca punctele S, N si T sunt coliniare.

Problema 4. Fie a, b doud numere reale pozitive astfel incat 3(a? + b* — 1) =
4(a +b). Gasiti valoarea minima a expresiei
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Timp de lucru: 4 ore
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Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a si b, cu (a,b) = 1, care
verifica relatia a? + b = (a — b)>.

Luctan Petrescu si Mircea Fianu

Solutia 1:

Fie ¢ = a — b. Evident, ¢ € Z, ¢ > 2. Atunci a = b + ¢, deci ecuatia din enunt, se
scrie (b+ ¢)? + b = ¢*. Deducem ca ¢ divide b* + b = b(b+ 1) si, cum (b,¢c) = 1,
obtinem ci ¢ divide b+ 1. Pe de alta parte, b divide ¢3 — ¢* = ¢*(c — 1), deci b
divide c— 1> 0. Avem asadar c < b+ 1gib<c—1, deci b=c— 1. Revenind la
ecuatia (b+c)? +b = ¢*, obtinem ca 4c* — 3¢ = 3, adica ¢(c — 1)(c — 3) = 0. Cum
¢ > 2, rezulta ¢ = 3, b = 2, a = 5, numere care satisfac intr-adevar conditiile din
enunt.

Solutia 2:

Avem a® + b = a® — 3a*b + 3ab® — b?, de unde a divide b +b = b(b? + 1) si b divide
a®—a?>=a*(a—1). Cum (a,b) =1, rezultd a | 0>+ 1§ b | a— 1. Fie k € N astfel
incat a—1 = kb. Atunci a = kb+1 1l divide pe b*+1, deci si pe k(b*+1) —b(kb+1),
adica pe k—b. Cum kb+1 > |k—0b|, rezultd k—b = 0, deci a = b*+ 1. Substutuind
in ecuatia initiald se obtine dupa calcule ecuatia b(b® — 3b* + 5% — Tb* +4b—4) = 0.
Din conditia b°> — 3b* + 50> — Tb? + 4b — 4 = 0 rezulta b | 4, iar verificand b = 1,
b =2, b =4 se obtine b = 2 unica solutie. Rezulta a = b> + 1 = 5.

Problema 2. Fie n € N si A o multime formata din 8n 4+ 1 numere naturale
nenule, prime cu 6 gi mai mici decat 30n. Demonstrati ca exista a,b € A astfel
incat a divide b.

Cristinel Mortici

Solutie:

In multimea {1,2,...,30n} sunt 10n numere prime cu 30.

Intr-adevir, dacd 4, = {1 < z < 30n | 2 divide 2}, 4y = {1 < z < 30n |
3 divide z}, A3 = {1 <z < 30n | 5 divide z}, atunci A = {1,2,...,30n}\ (4; U
Ay U Aj3), deci card(A; U Ay U A3) = 15n + 10n 4+ 6n — bn — 3n — 2n +n = 22n,
apoi card A = 30n — 22n = 8n. (Altfel: sunt cate n numere care dau fiecare din
resturile 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 la impartirea cu 30.)

Fiecare © € A se poate scrie 5% - xy, unde (z9,30) = 1. Cum A contine 8n + 1
elemente, exista a,b € A astfel incat a = 5Pag, b = 5%by cu a9 = by. Atunci a | b
sau b | a.



Problema 3. Un cerc cu centrul in O este tangent interior la doua cercuri secante
situate in interiorul sau. Daca S §i T' sunt punctele de tangenta, iar M i N sunt
punctele de intersectie a celor doua cercuri, cu /N situat mai aproape de dreapta
ST decat M, demonstrati ca dreptele OM si M N sunt perpendiculare daca si
numai daca punctele S, N gi T sunt coliniare.

Solutie:

Tangentele in S si T la cercul mare se intersecteaza intr-un punct K. Atunci
patrulaterul KSOT este inscriptibil. De asemenea, KS = KT si, cum KS si KT
sunt tangente si cercurilor mici, punctul K are aceeasi putere fata de cele doua
cercuri. Atunci K se afla pe axa radicala a celor doua cercuri, adica K € MN.
Din KS? = KN - KM rezulta ca triunghiurile K SN si KM S sunt asemenea, deci
<IKNS =<KSM. Analog rezulta ca <K NT = <KTM. Atunci:

S, N, T-coliniare < m(<KNS) +m(<KNT) =180° <
m(<KSM) + m(<KTM) = 180° < SMTK-inscriptibil &
O, M, S, T, K-conciclice & m(<OMK) =90° < OM L MN.




Problema 4. Fie a, b doud numere reale pozitive astfel incat 3(a* + b* — 1) =
4(a +b). Gasiti valoarea minima a expresiei

16 1

+
a b
Marius Stanean
Solutie:
Sa observa mai intai ca valoarea minima a expresiei se obtine atunci cand a > b.
Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz, putem scrie urmatoarele
16 1 8 1>(8—1—1)2 81

e« b da bT da+b  da+b

(1)

cu egalitate atunci cand a = 2, b = 1, valori care verifica si conditia din ipoteza.
Pe de alta parte, relatia din ipoteza poate fi scrisa succesiv

9(a® +b* — 1) = 12(a + b),
(3a —2)* + (3b — 2)* = 17.
Folosind din nou inegalitatea Cauchy-Schwarz, putem scrie

[(3a — 2)% + (3b — 2)%] (4% +1%) > [4(3a — 2) + 3b — 2]?,

sau
(12a + 3b — 10)* < 172,

iar de aici
da+b<9.

Prin urmare revenind la (1), rezulta ca

16+1> 81 > 9
a b  da+b

Egalitatea se obtine daca si numai daca a =2, b = 1.

Observatie: Inegalitatea 4a + b < 9 poate fi demonstrata si astfel: conditia din
enunt se poate scrie ca o ecuatie de gradul II in variabila b, 3b* — 4b + (3a® —
4a — 3) = 0. Conditia de existentd a lui b, anume A > 0, revine la 9a? — 12a —

13 < 0, deci la a < %ﬁ

_ 2+ V13 + 12a — 9a? < 24+ V13 + 12a — 9a?
3 - 3

este echivalenta cu V13 + 12a — 9a2 < 25 — 12a. Se vede usor ca a <

Revenind la ecuatia de gradul II, obtinem ca

b

< 9 — 4a. Ultima inegalitate

24+ V17

25—12a > 0 gi atunci inegalitatea anterioara revine la 13+ 12a — 9a? < (25 —12a)?
si apoi la 153(a —2)? > 0, inegalitate evidentd, satisfacuta cu egalitate dacd a = 2.
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