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CLASA a XII-a — Soluţii şi barem orientativ

Problema 1. Fie a un număr real strict pozitiv. Determinaţi valoarea minimă a expresiei(∫ 1

0

f(x) dx

)2

− (a+ 1)

∫ 1

0

x2af(x) dx,

când f parcurge mulţimea funcţiilor concave f : [0, 1]→ R, cu f(0) = 1.

Soluţie. Fie f : [0, 1]→ R o funcţie concavă, astfel ı̂ncât f(0) = 1. Cum

xaf(x) + 1− xa = xaf(x) + (1− xa)f(0) ≤ f
(
xa · x+ (1− xa) · 0

)
= f(xa+1),

prin ı̂nmulţire cu (a+ 1)xa, rezultă

(a+ 1)x2af(x) + (a+ 1)(xa − x2a) ≤ (a+ 1)xaf(xa+1),

oricare ar fi x ı̂n [0, 1]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Integrând pe intervalul [0, 1], obţinem

(a+ 1)

∫ 1

0

x2af(x) dx+ (a+ 1)

∫ 1

0

(xa − x2a) dx ≤ (a+ 1)

∫ 1

0

xaf(xa+1) dx,

deci

(a+ 1)

∫ 1

0

x2af(x) dx+
a

2a+ 1
≤
∫ 1

0

f(x) dx.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Cum

∫ 1

0

f(x) dx ≤
(∫ 1

0

f(x) dx

)2

+
1

4
, obţinem

(∫ 1

0

f(x) dx

)2

− (a+ 1)

∫ 1

0

x2af(x) dx ≥ =
a

2a+ 1
− 1

4
=

2a− 1

8a+ 4
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Cum funcţia f : [0, 1]→ R, f(x) = 1− x, este concavă, f(0) = 1 şi(∫ 1

0

f(x) dx

)2

− (a+ 1)

∫ 1

0

x2af(x) dx =
2a− 1

8a+ 4
,

rezultă că minimumul cerut este (2a− 1)/(8a+ 4). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p



Problema 2. Fie n un număr ı̂ntreg par, n ≥ 4, şi fie G un subgrup de ordin n al
grupului multiplicativ al matricelor inversabile din M2(C). Arătaţi că G are un subgrup
H, astfel ı̂ncât {I2} ( H ( G şi XYX−1 ∈ H, oricare ar fi X ∈ G şi oricare ar fi Y ∈ H.

Soluţie. Mulţimea H = {X |X ∈ G, detX = 1} conţine matricea unitate I2 şi este
multiplicativ stabilă, deci este un subgrup al lui G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Dacă {I2} ( H ( G, atunci subgrupul H are proprietatea cerută. . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Dacă H = {I2}, atunci oricare două matrice X şi Y din G comută, deoarece deter-
minantul comutatorului XYX−1Y −1 este 1. Considerând o matrice X de ordin 2 ı̂n G,
subgrupul format din I2 şi X are proprietatea cerută. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

În fine, dacă H = G, considerând din nou o matrice X de ordin 2 ı̂n G, rezultă
(trX) · X = 2I2, deci (trX)2 = 4. Cum X 6= I2, rezultă trX = −2, deci X = −I2. În
mod evident, subgrupul lui G format din ±I2 are proprietatea cerută. . . . . . . . . . . . . . . 3p

Simpla afirmaţie că, dacă −I2 este ı̂n G, atunci subgrupul format din ±I2 are propri-
etatea cerută ı̂n enunţul problemei, este notată 1 punct.

Problema 3. Fie f : [0,∞)→ (0,∞) o funcţie crescătoare şi fie g : [0,∞)→ R o funcţie
de două ori derivabilă, astfel ı̂ncât g′′ este continuă şi g′′(x) + f(x)g(x) = 0, oricare ar fi
numărul real x ≥ 0.

(a) Daţi un exemplu de funcţii f şi g, care ı̂ndeplinesc condiţiile din enunţ şi g este
neidentic nulă.

(b) Arătaţi că funcţia g este mărginită.

Soluţie. (a) Funcţiile f : [0,∞) → (0,∞), f(x) = 1, şi g : [0,∞) → R, g(x) = sinx,
ı̂ndeplinesc condiţiile din enunţ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

(b) Rescriem condiţia din enunţ sub forma g′(x)g′′(x)/f(x) + g(x)g′(x) = 0, oricare
ar fi x ≥ 0. Fie t > 0. Integrând pe intervalul ı̂nchis [0, t], obţinem

2

∫ t

0

g′(x)g′′(x)

f(x)
dx+ (g(t))2 − (g(0))2 = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Funcţia x 7→ 1/f(x), x ≥ 0, este descrescăroare şi ia valori strict pozitive. Conform
teoremei de medie, există un punct θ ı̂ntre 0 şi t, astfel ı̂ncât∫ t

0

g′(x)g′′(x)

f(x)
dx =

1

f(0)

∫ θ

0

g′(x)g′′(x) dx =
(g′(θ))2 − (g′(0))2

2f(0)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Prin urmare,

(g(t))2 = (g(0))2 +
(g′(0))2

f(0)
− (g′(θ))2

f(0)
≤ (g(0))2 +

(g′(0))2

f(0)
,

2



deci g este mărginită. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 4. Fie n un număr ı̂ntreg, n ≥ 3, şi fie a1, a2, . . ., an−1, an numere complexe
nenule, astfel ı̂ncât |ai| < 1, i = 1, 2, . . . , n−1, şi toţi coeficienţii polinomului

∏n
i=1(X−ai)

să fie ı̂ntregi. Arătaţi că:

(a) Numerele a1, a2, . . ., an−1, an sunt distincte două câte două;
(b) Dacă ai, aj, ak sunt ı̂n progresie geometrică, atunci i = j = k.

Soluţie. (a) Fie f =
∏n

i=1(X − ai). Cum a1a2 . . . an = (−1)nf(0), rezultă că f(0) 6= 0 şi
|a1a2 . . . an| ≥ 1, deci |an| > 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Presupunem că f = gh, unde g şi h sunt polinoame monice neconstante cu coeficienţi
ı̂ntregi. Cum an este rădăcină simplă lui f , putem presupune că g(an) = 0 şi h(an) 6= 0.
Fie m = deg h şi fie ai1 , . . ., aim rădăcinile lui h. Cum h este monic, rezultă că |h(0)| =
|ai1 . . . aim| < 1, deci h(0) = 0, ı̂n contradicţie cu f(0) 6= 0. Aşadar, f este ireductibil ı̂n
Z[X], deci şi ı̂n Q[X], de unde rezultă că f nu are rădăcini multiple. . . . . . . . . . . . . . . . .2p

(b) Presupunem că există ap, aq, ar ı̂n progresie geometrică, nu toate egale. Cum
|an| > 1 şi |aian| > 1, i = 1, 2, . . . , n, rezultă că p, q, r < n.

Fie g =
∏

1≤i≤j≤n(X−aiaj). Coeficienţii lui g sunt expresii simetrice ı̂n a1, a2, . . ., an,

deci sunt ı̂ntregi. Dacă a2q = apar, atunci q 6= p şi q 6= r, deci a2q este rădăcină dublă a
lui g. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Cum g este monic şi are toţi coeficienţii ı̂ntregi, există un polinom monic h de grad
minim cu coeficienţi ı̂ntregi, astfel ı̂ncât h(a2q) = 0. Rezultă că g este divizibil cu h2.

Cum |a2q| < 1 şi |h(0)| ≥ 1, rezultă că h are o rădăcină complexă a de modul strict
mai mare decât 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din h2 | g, rezultă că a este rădăcină dublă lui g, ı̂n contradicţie cu faptul că singurele
rădăcini ale lui g de modul supraunitar sunt aian, i = 1, 2, . . . , n, care sunt rădăcini simple.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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