
Al cincilea test de select�ie pentru OBMJ

Bucure�sti, 17 mai 2018

Problema 1. Fie p un num«r prim mai mare ca 5 �si S = {p−n2 | n ∈ N, n2 < p}.
Demonstrat�i c« S cont�ine dou« elemente a �si b astfel ��nc¥t 1 < a < b �si a divide b.

baraj Argentina

Solut�ie:

Vom ar«ta c« cel mai mic element al lui S care e mai mare ca 1 divide un ele-
ment mai mare al lui S. Dac« p este de forma m2 + 1 cu m ∈ N, ar«t«m c«
p − (m − 1)2 = 2m divide p2 − 1 = m2. �Intr-adev«r, cum m este par, rezult« c«
2m | m2.
Dac« p nu este de forma m2 + 1, el nu este nici de forma m2 + 2m (acesta este
num«r compus c«ci m > 1), deci m2 + 1 < p < m2 + 2m pentru un anumit m ∈ N
(m ≥ 2). Ar«t«m c« p −m2, care este un element mai mare ca 1 al lui S, divide
un element mai mare al lui S. Condit�ia ca p − m2 s« divid« un num«r de forma
p−n2 cu n ∈ {1, 2, . . . ,m−1} este echivalent« cu p−m2 divide unul din numerele
m2− 12, m2− 22, . . . , m2− (m− 1)2. Fiind mai mic ca 2m, p−m2 divide unul din
urm«toarele 2m− 1 numere consecutive: 1, 2, . . . , m− 1, m, m+ 1, . . . , 2m− 1.
Dac« singurul din aceste numere pe care p−m2 ��l divide este m, adic« p−m2 nu
divide niciunul din numerele 1, 2, . . . , m− 1, atunci p−m2 ≥ m. Dar pe de alt«
parte, p −m2 ≤ m. Rezult« c« p −m2 = m, adic« p = m(m + 1), care ��ns« este
num«r compus. Rezulta c« p−m2 divide unul din numerele unul din urm«toarele
numere: 1, 2, . . . , m− 1, m+1, 2m− 1, deci una din diferent�ele m2− 12, m2− 22,
. . . , m2 − (m− 1)2.

Problema 2. Fie k un num«r real, cu k > 2.
a) Ar«tat�i c« pentru orice numere pozitive x, y �si z are loc inegalitatea

√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x > 2

√
(x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
.

b) Demonstrat�i c« exist« numere pozitive x, y �si z pentru care

√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x < k

√
(x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
.

Leonard Giugiuc

1



Solut�ie:

a) Avem
√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x > 2

√
(x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
⇔

x+ y + z +
√

x2 + xy + yz + zx+
√

y2 + xy + yz + zx+
√

z2 + xy + yz + zx >

2 · (x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
. Dar√

x2 + xy + yz + zx > x,
√

y2 + xy + yz + zx > y �si
√

z2 + xy + yz + zx > z,

de unde x+ y + z +
√

x2 + xy + yz + zx+
√

y2 + xy + yz + zx+√
z2 + xy + yz + zx > 2(x+ y + z). Este suficient s« ar«t«m c«

x+ y + z ≥ (x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
,

adic«
(x+ y + z)(xy + yz + zx) ≥ (x+ y)(y + z)(z + x).

Efectu¥nd calculele se ajunge la xyz ≥ 0, ceea ce este evident adev«rat.
b) Fie z = 1. C«ut«m x, y > 0 cu y = x astfel ��nc¥t

√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x < k

√
(x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
,

adic« 2
√
x+ 1 +

√
2x < k

√
2(x+ 1)2

x+ 2
, sau

√
x+ 2

2(x+ 1)

(
2 +

√
2x

x+ 1

)
< k.

Cum

√
x+ 2

2(x+ 1)
< 1, este suficient s« g«sim x pentru care 2+

√
2x

x+ 1
< k, adic«√

2x

x+ 1
< k − 2, sau, echivalent,

2x

x+ 1
< (k − 2)2. Not¥nd t = (k − 2)2 > 0,

condit�ia de mai sus este ��ndeplinit« de orice x > 0 dac« t ≥ 2, iar dac« t < 2

ea revine la x <
t

2− t
. Deoarece

t

2− t
> 0, exist« numere x, y, z care satisfac

condit�iile din enunt�.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascut�itunghic ��n care AB < AC, G centrul
s«u de greutate �si D piciorul ��n«lt�imii din A. Dreapta DG intersecteaz« arcul mic
BC al cercului circumscris triunghiului ABC ��n punctul E. Ar«tat�i c« dreapta AB
este tangent« cercului circumscris triunghiului BDE.

Solut�ie: Fie F cel«lalt punct de intersect�ie a dreptei DG cu cercul circumscris tri-
unghiului ABC. Concluzia este echivalent« cu ∠BEF ≡∠ABC, deci cu congruent�a
arcelor AC �si BF , ceea ce revine la congruent�a arcelor AB �si FC, deci la AF ‖ BC
(cu alte cuvinte la ABCF trapez isoscel). Se �stie c« omotetia de centru G �si raport
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−1/2 duce cercul circumscris ��n cercul lui Euler. Cum D se afl« pe cercul lui Euler,
iar F pe cercul circumscris, iar punctele D, G �si F sunt coliniare, omotetia de mai
sus duce punctul F ��n punctul D. Dar o omotetie duce un segment ��ntr-unul paralel
cu acesta, deci ea duce segmentul [AF ] ��n segmentul [MD] (M este mijlocul laturii
[BC]). Rezult« c« AF ‖ MD, deci AFCB este un trapez inscriptibil, adic« unul
isoscel, de unde concluzia.

Alt« finalizare: (Mircea Fianu)
Fie H ortocentrul triunghiului �si N �si P simetricele lui H fat�« de D, respectiv M .
Se �stie c« ambele puncte se afl« pe cercul circumscris triunghiului ABC, P fiind
diametral opusul lui A. Dac« Q este intersect�ia perpendicularei din P pe BC cu
cercul circumscris lui ABC, atunci ANPQ este dreptunghi, deci AQ ‖ NP ‖ DM

�si AQ = NP = 2DM . A�sadar ∠QAG ≡ ∠GMD �si
AQ

DM
= 2 =

AG

GM
, deci tri-

unghiurile QAG �si DMG sunt asemenea, deci D,G,Q sunt coliniare. Rezult« c«
Q = F , de unde concluzia.

Problema 4. �In n cutii transparente se introduc bile ro�sii �si bile albastre. Trebuie
alese 50 de cutii astfel ��nc¥t ele s« cont�in« ��mpreun« cel put�in jum«tate din bilele
ro�sii �si cel put�in jum«tate din bilele albastre. Este ��ntotdeauna posibil« o asemenea
alegere indiferent de num«rul bilelor �si de modul ��n care au fost distribuite ��n cutii
dac«:
a) n = 100;
b) n = 99?

Solut�ie:

a) La 100 cutii: ��n 25 de cutii pun c¥te o bil« ro�sie, iar ��n celelalte 75 c¥te o bil«
albastr«. Pentru a alege cel put�in jum«tate din bilele ro�sii trebuie alese 13 cutii care
cont�in bile ro�sii, iar pentru a alege cel put�in jum«tate din bilele albastre, trebuie
s« alegem cel put�in 38 de cutii care cont�in bile albstre, deci cel put�in 51 de cutii ��n
total. Prin urmare, dac« avem 100 de cutii, este posibil s« nu putem alege 50 care
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s« cont�in« cel put�in jum«tate din totalul bilelor de fiecare culoare.
1 si 75 cu cate o bila de culoarea 2. trebuie alese cel putin 13 din primele si 38 din
urmatoarele, adica 51.
b) Demonstr«m prin induct�ie c« dac« avem 2n+ 1 cutii, atunci putem alege n+ 1
dintre ele astfel ��nc¥t s« avem cel put�in jum«tate din bilele de fiecare culoare.
Pentru n = 1: dac« n-am putea alege dou« cutii, atunci cea care r«m¥ne are ma-
joritatea bilelor ro�sii sau majoritatea bilelor albastre. Dar exist« cel mult c¥te o
asemenea alegere pentru fiecare culoare �si 3 cutii disponibile, deci exist« cel put�in
o cutie care nu are nici majoritatea ro�siilor, nici majoritatea albastrelor. Aleg¥nd
celelalte dou« cutii, det�inem cel put�in jum«tate din bilele din fiecare culoare.
Pasul de induct�ie. Spunem c« dou« cutii sunt comparabile dac« una din ele are cel
put�in la fel de multe bile din fiecare cuiloare ca cealalt«. Daca exist« dou« cutii
comparabile, le elimin«m �si aplic«m ipoteza de induct�ie celor 2n− 1 cutii r«mase,
apoi complet«m cele n cutii alese cu cutia mai mare dintre cele dou« compara-
bile. Dac« nicicare dou« cutii nu sunt comparabile, not«m cu ai, bi num«rul de
bile ro�sii, respectiv albastre din cutia i. Reordon¥nd eventual cutiile, o s« avem
a1 > a2 > . . . > a99 �si b1 < b2 < . . . < b99. Alegem cutiile de rang impar. Acestea
cont�in ��mpreun« cel put�in jum«tate din bilele din fiecare culoare.
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