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Problema 1. Determinati numerele naturale n > 3 cu proprietatea ca, pentru orice

m € N exista numerele intregi aq, ao, ..., a, astfel incat a; +as + ...+ a, = 0 si ajas +
asas + ...+ ap_10a, + a,a; = —m.

Solutie:
Orice n > 5 are proprietatea ceruta: putem alege a1 =1—m, ao =az3=...=a,_3 =0,
ap—2 = _17 Ap—1 =M, Qp = 0.

Numerele n = 3 si n = 4 nu au proprietatea ceruta.

Pentru n = 3, —2m = 2a,as + 2asa3 + 2aza; = (a1 + as + a3)? — a2 - a3 — a2 revine la
a3 + a3 + a2 = 2m, relatie care nu are loc de exemplu pentru m = 14. Intr-adevar, 28 nu
se poate scrie ca suma de trei patrate perfecte.

Pentru n = 4, —m = ayas + asaz + azay + asa; = (a; + az)(az + ay) = —(a; + az)? poate
avea loc numai pentru m patrat perfect, deci nu pentru orice m natural.

Remarca: Teorema celor trei patrate a lui Legendre spune ca un numar natural se
scrie ca suma de trei patrate perfecte daca si numai daca nu este de forma 4%(8b + 7) cu
a,b € N. Aceasta teorema explica alegerea lui 2m = 28 in solutia de mai sus.

Problema 2. Fie z,y, 2z > 0 astfel incat 222 + 3y? + 622 + 12(x +y + 2) = 108. Aflati
maximul expresiei 23y%z.

Solutie:
Intuind ca maximul se atinge pentru z = 3, y = 2, z = 1, inmultim egalitatea din enunf
cu 6 si aplicam inegalitatea (ponderata a) mediilor:
6 - 108 = 422 + 4% + 42% + 9% + 9% + 3622 + 122 + 122 + 122 + 122 + 120 + 122 +
18y + 18y + 18y + 18y + 362 + 362 > 18 §/228 . 324. z12. 48 . 24 de unde rezultd imediat
ca maximul cerut este 108 si se atinge atunci cand toate aceste numere sunt egale, adica
pentrux =3,y =2, z = 1.

Problema 3. Triunghiul ABC' are proprietatea ca exista un unic punct X € [BC]
astfel incat AX? = BX - CX. Demonstrati ci AB + AC = BC/2.

Solutie:
Fie T simetricul lui A fata de X. Din reciproca teoremei puterii punctului, ABTC' este
inscriptibil. Daca paralela prin T' intersecteaza cercul circumscris triunghiului ABC' in
U, iar AUNBC = {Y}, atunci Y € [BC] si BY - CY = AY - UY = AY?, deci pentru ca
punctul X sa fie unic este necasar ca T'= U, adica T sa fie mijlocul arcului BC', adica X



sa fie piciorul bisectoarei.

De aici se poate finaliza in mai multe moduri, de exemplu cu formula pentru lungimea
bisectoarei.

O finalizare simpla e si cu relatia lui Stewart:

Notand AX = ¢, BX =z, CX = y, avem b?z + c®y = (*a + axy. Se stie cd x =
ab
+c

)

b+ec

V= Atunci 2 = 2y < bz + 2y =2azy < (b+¢)? =2a> © b+ c = aV/2.

Comentariu: Scriind relatia lui Stewart si inlocuind AX? = BX - CX si OX
a — BX, se ajunge la urmétoarea ecuatie in necunoscuta x = BX: f(z) := 2az? — (¢
2a2 —b*)z+c*a = 0. Cum f(0)- f(a) > 0, aceastd ecuatie are o unica solutie in [0, a] dac
si numai daca A = 0 (se verifica ca acea solutie este intr-adevar in [0, a] daca A = 0). Ori
A = (avV2+b+c)(avV2+b—c)(av/2 —b+c)(av2 — b —c). Singurul factor care se poate
anula este av/2 — b — c.
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Problema 4. Pentru n > 2 consideram n cutii ordonate de la stinga la dreapta, in
care punem cate o bila ce poate avea una dintre culorile rogu, albastru sau alb, astfel ca
sa fie indeplinita conditia:

Oricare dintre cutii este vecina cu cel putin una cu bila de aceeasi culoare.

Notam cu [,, numarul de astfel de configuratii.

a) Determinati /17 justificand raspunsul.

b) Determinati cu demonstratie formula generala pentru I,.

Solutie:

Fie a, numarul de configuratii care incep cu o culoare fixata, sa zicem rosu. E clar ca
I, = 3a,

Evident as = 1,a3 = 1. Fie acum n > 4. Avem bila rogie in prima cutie si definim
k = cea mai mare secventa de bile rosii incepand cu prima pozitie.

Distingem cazurile:

- k = 2; Pe pozitia a doua e o bila rosie si pe a treia alb sau albastru, deci doua
variante. Aceaste configuratii vor da 2a,,_s.

- k > 3: Eliminam prima bila si ajungem la situatia a,_;. Cum cele doua tipuri de
configuratii sunt diferie si le cuprind pe toate avem a, = a,_1 + 2a,_o. Prin inductie
gasim formula a,, = w deci I,, = 2" + (—1).

Pentru n = 11 deducem a;; = 1023.



