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CLASA a XI-a

Solutii si barem orientativ

Problema 1. Pentru orice numar natural nenul n si orice matrice coloana

T
T2
X = , e M,,1(Z),
Tn
notam cu §(X) cel mai mare divizor comun al numerelor z1, xs, ..., x,. Fien € N, n > 2,

si A € M, (Z). Aratati ca urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:
(a) |det A| =1si
(b) 6(AX) = §(X), oricare ar i X € M,, 1(Z).

(Cel mai mare divizor comun al unor numere intregi este numar natural.)

Solutie. Aratam ca (a) implica (b). Fie B = (b;;) € M, (Z), fie X = (z;) € M,,1(Z)
si fie BX = (y;) € My, 1(Z). Cum y; = 377 byywy, i = 1,2,...,n, rezulta ca 0(X) divide

fiecare y;, deci 0(X) < G(BX). oottt 2p
Cum A este inversabila in M,,(Z), rezulta ca §(X) < 6(AX) < §(A1(AX)) = §(X),
oricare ar fi X din My, 1(Z). ..o 1p

Aratam ca (b) implica (a). Fie d = det A. Daca d = 0, atunci sistemul omogen
AX = O, are solutii nenule in M,, ;(Q) si, prin iInmultirea uneia dintre aceste solutii
cu produsul numitorilor componentelor sale nenule, obtinem un X € M,,1(Z), X # O,,1,
astfel incat AX = O,,1. Deci 0 < §(X) = §(AX) = §(0,,1) = 0, o contradictie. Prin
UrMATre, d 7 0. oo 1p

Fie X; coloana ¢ a matricei A*, ¢ = 1,2,...,n. Cum matricea coloana AX, are
toate componentele nule, cu exceptia componentei ¢, care este egala cu d, rezulta ca
d = §(AX;) = §(X;), i = 1,2,...,n, deci toate elementele lui A* sunt divizibile cu d.
Prin urmare, det A* este divizibil cu d®. Cum det A* = d" ! si d # 0, rezulta ca d = %1.

Remarca. O matrice patrata cu elemente intregi si determinant +1 se numeste unimod-
ulara. Evident, produsul a doua matrice unimodulare este unimodular si orice matrice
unimodulara este inversabila, iar inversa ei este si ea unimodulara. Prima parte a solutiei
1 arata ca singura dificultate consta in a deduce unimodularitatea lui A din conditia
§(AX) = 0(X), oricare ar fi X din M,, ;(Z).

Conform unei teoreme a lui Frobenius, pentru orice matrice A € M,, ,,(Z), exista un
numar natural 7 < min (m, n) si doua matrice unimodulare P si Q, astfel incat PAQ =
diag (dy,...,d,,0,...,0), unde toti d; sunt numere naturale si fiecare d; il divide pe d;;.

Fie m = n si fie §(AX) = §(X) oricare ar fi X in M,,;(Z). Unimodularitatea lui
Q implica §(X) = §(QX); prin ipoteza, 6(QX) = 6(AQX), iar unimodularitatea lui



P implica §(AQX) = 6(PAQX). Deci §(X) = 6(PAQX), oricare ar fi X in M,, ;(Z).
Intrucat PAQ are forma diagonala de mai sus, rezulta ca r = n si toti d; = 1, deci
A = P !Q! este unimodulara.

Problema 2. Aratati ca 27% + 9-1/z < 1, oricare ar fi numarul real = > 0.

Solutie. Fie f: (0,00) — R, f(z) = 27 + 272 Cum f(x) = f(1/z), este suficient sa
aratam ca f(z) < 1, oricare ar iz € (0,1]. ..o 1p

Cum f este derivabila gi lim, o f(x) = 1 = f(1), pentru a demonstra inegalitatea din
enunt, este suficient sa aratam ca valoarea lui f in orice zero al derivatei f’ din (0, 1) este
cel MUt L. oo 2p

Fie a € (0,1), astfel incat f'(a) = 0. Rezulta ca 27Y/9/a% = 272, deci 271/ = 27%2.
Cum f(a) = 2794271/% = 279(1+a?), inegalitatea f(a) < 1 este echivalenti cu 1 < 29—qa?2.

Fie g: [0,1] = R, g(z) = 2* — z%. Cum g este de doua ori derivabila si ¢"(z) =
27(In2)? —2 < 2((In2)?> — 1) < 0, oricare ar fi z in [0, 1], rezultd ci g este concavi, deci
gx)=g((1—2)-0+2-1)>(1—2)g(0) +zg(l) =1. ..o, 2p

Problema 3. Fie f: R — R o functie care are proprietatea lui Darboux. Aratati ca,
daca f este injectiva pe multimea numerelor irationale, atunci este f este continua pe R.

Solutie. Vom arata ca f este injectiva pe R. Atunci, cum f are proprietatea lui Darboux,
f este (strict) monotona si, prin urmare, CONtINUA. ............ooiiiriiiiienne.... 1p

Presupunem ca f nu este injectiva. Fie a,b € R, a < b, astfel incat f(a) = f(b). Cum
in intervalul (a, b) exista cel putin doua numere irationale, iar f este injectiva pe multimea
numerelor irationale, exista ¢ € (a,b), astfel incat f(c) # f(a). Fara sa restrangem
generalitatea, putem presupune ca f(c) > f(a).

Fie A = (a,b) N Q. Cum A este numarabila, rezulta ca f(A) este cel mult numarabila,
si cum (f(a), f(c)) este nenumarabila, rezulta ca (f(a), f(c)) \ f(A) este nevida. ...4p

Fie d € (f(a), f(¢)) ~ f(A). Cum f are proprietatea lui Darboux, exista z; € (a,c)
si z9 € (¢,b), astfel incat f(z1) = d = f(x2). Din alegerea lui d, rezulta ca x; i xo sunt
irationale, ceea ce contrazice injectivitatea lui f pe multimea numerelor irationale. ..2p

Problema 4. Fie n un numar intreg, n > 2, si fie A o matrice din M,,(C), astfel incat
A si A? si aibd ranguri diferite. Aritati ci existd o matrice nenuld B in M,,(C), astfel
incat AB=BA =B?>=0,,.

Solutie. Intrucat A si A? au ranguri diferite, A este o matrice singulara nenula.

Daca n = 2, atunci A? = (trA)A, conform teoremei Hamilton-Cayley. Deoarece A si
A? au ranguri diferite, rezulta ca trA = 0, deci A2 = O, si putem lua B=A. ...... 1p

Fie n > 3. Intrucat A este singulara, 0 este o valoare proprie a lui A.

Daca toate valorile proprii ale lui A sunt nule, atunci A este nilpotenta, si putem lua
B = A* unde k este cel mai mare numar intreg pentru care A* este nenula. ........ 1p



Daca A are si valori proprii nenule, fie Ay, ..., A,,, unde 1 < m < n — 1, valorile sale
proprii nenule (nu neaparat distincte) si fie

F=X][(X =) = X" 40, X7 + -+ ar X,

=1

unde a; = (=1)™A; -+ Ay # 0. Atunci f(A) # O, deoarece, in caz contrar, rang A =
rang (—ayA) = rang (apA% + - - - + A" <rang A? < rang A, contradictie. ........ 2p

Fie fa polinomul caracteristic al lui A. Conform teoremei Hamilton-Cayley, fa(A) =
O,,. Cum f este un factor al lui fa si f(A) # O, rezulta can = deg fa > deg f =m+1.

Deci ATTZ (A —NL,) = f(A) £ O, st A" [ (A —A\IL,) = fa(A) = O,,. Prin
urmare, existd un numdr natural nenul k < n — m, astfel incat A* [", (A — A1) # O,
si AT (A — \1,) = O,. Evident, B = A*T]™,(A — \1,,) indeplineste conditiile
cerute In enuntul problemei. ........ .. 3p

Remarci. Intrucat A si A? au ranguri diferite, exista o celula Jordan de dimensiune
cel putin 2 corespunzatoare valorii proprii 0. Prin urmare, polinomul minimal ¢ al lui A
are in 0 o radacind de multiplicitate cel putin 2, deci ¢ = X**1h, unde k este un numér
natural nenul, iar h este un polinom care nu se anuleazd in 0. Atunci B = A*h(A) este
nenuld si AB = BA = B? = 0,,.

Fie n > 3. Daca A si A? au acelasi rang, existenta unei matrice nenule B, astfel incat
AB = BA = B? = O, este conditionati de multiplicitatea valorii proprii 0 in polinomul
caracteristic al lui A.

De exemplu, daca A = diag (0,ay,...,a,-1), unde ay, ..., a,_1 sunt numere complexe
nenule, distincte dou cate doud, atunci A si A? au rangul n — 1. In acest caz, polinomul
caracteristic al lui A are o ridicind simpla in 0. Intrucat singurele matrice din M,,(C),
care comuta cu A, sunt cele diagonale, rezulta ca nu exista matrice nenule B in M,,(C),
astfel incat AB = BA =B?>=0,,.

Pe de alta parte,
O, Oz,2
A= ’
( On—2,2 In—2 )

este o matrice idempotentd, A? = A, de rang n — 2 si orice matrice B = (b;;) din M,,(C),
al carei unic element nenul este by, satisface conditia AB = BA = B? = O,,. In acest
caz, polinomul caracteristic al lui A are o radacina dubla in 0.



