Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, 4 aprilie 2018
Clasa a X-a

Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie n € N;n > 2 gi numerele ay, as, ..., a, € (1,00). Demonstrati ca functia f : [0,00) —
R, definita prin relatia

f(x) = (aaq...a,)" —aj —al — ... — a2,

pentru orice = € [0,00), este strict crescatoare.
Solutie si barem: Vom realiza demonstratia prin inductie matematica.

Pentru n = 2, fie a1, ay € (1,00). Avem
f(z) = (a1a2)" —ai —a3 = (af — 1) (a3 — 1) — L.

Deoarece functiile fi, f : [0,00) — R, definite prin relatiile fi () = af — 1 i fo (z) = af — 1, oricare ar
fi x € [0,00), sunt strict crescatoare gi pozitive, rezulta ca f este strict crescatoare. ............... 3p
Presupunem proprietatea este adevarata pentru oricare n numere din (1, 00) si 0 demonstram pentru

n + 1 numere ay, ag, ..., Ay, app1 € (1,00) . Avem

f(z) = (mas...anan41)” —ai —a5 — ... —a;, —ap,
= ((ma2..apa041)" = (a102...a,)" — a2 ) + ((1a2...a,)" —a} —a§ — ... — a?).

Functia g : [0,00) = R, g (2) = (@1a2...an0,11)" — (a109...a,)" — al, | este strict crescatoare deoarece
a1ay...a, > 1 §i a1 > 1 (cazul n = 2).

Functia h : [0,00) = R, h(z) = (a1az...a,)" — af — a3 — ... — a® este strict crescatoare conform
ipotezei de inductie. Atunci f = g + h este strict crescatoare.

Rezulta ca proprietatea din enunt este demonstrata. ............ ... ... ... . . ... 4p

Problema 2. Triunghiul ABC' este inscris in cercul C (O, 1). Fie Gy, G2, G5 centrele de greutate ale
triunghiurilor OBC, OAC si respectiv OAB. Demonstrati ca triunghiul ABC' este echilateral daca si
numai daca AG, + BG4y + CG3 = 4.

Solutie si barem: Daca triunghiul ABC este echilateral, avem AG; = BGy; = CG3 = %, de unde

obtinem AG1 + BGa 4 CG3 = 4. oo 1p
Reciproc, consideram planul complex ABC' cu originea in O. Notam cu p afixul unui punct P din
) b+ c ct+a . a+b
planul complex considerat. Avem g, = T3 92 = 5 sl g3 = e 1p
b+c

Egalitatea AG; + BG2 + CG3 = 4 este echivalenta cu ) |a —

=4,sau ) [3a—b—c|=12.

3
Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Deoarece h = a + b+ ¢, conform teoremei lui Sylvester, egalitatea

precedenta este echivalentd cu Y [4a — h | = 12. ... 2p



Atunci
144 = <Z|4a— h |>2 <3> Ma—h["=3)(16|a]* — 4ah — 4ah + |h|*)
= 144-12h) a—12h) a+3[h* =144 - 21 |h[*.
Obtinem |A|*> < 0, deci |h| = 0. Rezultsa O = H, deci triunghiul ABC este echilateral. ............. 3p

Problema 3. Fie n € N*, n > 2. Demonstrati ca, pentru orice numere complexe aq, as, ..., a, si

b1, b, ... bn, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Z |2 —ag|” < z |z — by|”, pentru orice z € C;
b) Yar = Ybisi O |l < 3 [l
= k=1 k=1 k=1
Solutie si barem: b) = a) Avem

n n
Z|z—ak|2 = nlz? —zZak—zZak+Z|ak|2
k=1 k=1

k=1

< nlzl* = ZZZ_)k —§Zbk + i bk
k=1 k=1 k=1
= Y |z—bl,
k=1

PENtIU OTICE 2 € . Lo 1p
a) = b) Alegand z = 0, obtinem Z la|? < Z [N 1p

Notam a = Zak sib= Zbk Presupunem, prin reducere la absurd, ca a # b. Fie z = (1 — t) a + tb,
k=1 k=1
unde ¢ € R. Atunci

n

n n n
Z lz— ) = nlz]>— dek —ZZak +Z |ag.|?
k=1 k=1 k=1

k=1
= (n—1)|z>+ |2 — za—za +|a)* + (Z |ay,|* — w)

k=1
= (=1’ + |z —af + (Z lag|* — |a|2>
k=1
= (n=1z+b—a]* + (Z o \a|2> .
k=1
Analog avem > |z — b = (n—1)|2)* + (1 = t)*|b—a]* + (Z |bk]* — |b|2> e 2p
k=1 k=1
Atunci
S lr—al =) |z bl
k=1 k=1
= 2lb—al’ + (kaﬁ — |a|2) — <Z|bk|2 - |b|2> —|b—al?.
k=1 k=1

2



Pentru

b—af + (2 b W) - (z al? W)
k=1 k=1
20b—al

este contrazisa ipoteza. ATUNCE @ = D. ... ... 3p

t>

)

Problema 4. Fie n € N*, n > 2. Pentru numerele reale ay, as, ..., a,, notam Sy = 1 si

Sk = E Ay Ay - .. Qg

1< <2<, < <n

suma tuturor produselor de cate k numere alese dintre ay, ag, ..., a,, k € {1,2,...,n}.
Determinati numarul n-uplurilorr (a, as, ..., a,) pentru care are loc relatia:

(S — Spg4Sn-s— )"+ (Sne1 — Sp_g+ Sns — ...)> = 2"S,,.

Solutie si barem: Are loc identitatea

[ L@ +9) = (Su = Sua+ Suca =) +i(Sums = S + Sus — ).

k=1
................................................................................................... 1p
Rezulta
(Sn - San + Snf4 -t )2 + (Snfl - Sn73 + Snf4 -t )2
n 2 n n
= |[J(ax+d| =[]l ax+i*=]](ai+1).
k=1 k=1 k=1
Relatia din enunt, este echivalenta cu
H( ai—i— 1) =2"aias - - - ay,.
k=1
................................................................................................... 2p
Din inegalitdtile af + 1 > 2ag|, pentru orice k € {1,2,...,n}, rezultd cd egalitatea in relatia din
enunt are loc daca si numai daca |a;| = |ag| = -+ = |a,| = 1, iar numarul de valori egale cu —1 este
S22 2p

Prin urmare, numarul n-uplelor (ay, as, ..., a,) pentru care are loc relatia din enunt este

CO4+C24+CEt . =21



