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Problema 1. Fie ABC un triunghi neechilateral cu m(£A) = 60°. Daca dreapta
lui Euler a triunghiului ABC' intersecteaza laturile unghiului ZBAC in punctele D si F,
aratati ca triunghiul ADFE este echilateral.

Solutie. Fie H si O ortocentrul, respectiv centrul cercului circumscris triunghiului
ABC', R raza cercului circumscris, D, E intersectiile dreptei OH cu AB, respectiv AC,
iar B’, C' picioarele inaltimilor din B, respectiv C.

Patrulaterul BCC'B’ este inscriptibil, deci ZAB'C' = ZABC. Rezulta ca A AB'C’ ~

!

C — 1
o= cos(BAC) = 3 Atunci gi raportul dintre

A ABC, cu raportul de asemanare

diametrele cercurilor circumscrise acestor triunghiuri este egal cu raportul de asemanare,

AH 1
adica SE =3 deci AH = R = AO. (1)
Se stie ca semidreptele (AH si (AO sunt izogonale, adica ZBAO = ZCAH. (2)
Din (1) rezulta ca ZAOH = LZAHO, deci ZAOD = ZAHE. Din (1) si (2) rezulta ca
triunghiurile AOD si AHE sunt congruente, deci AD = AF si concluzia.
(Ordinea punctelor pe dreapta OH depinde de care din laturile [AB] si [AC] este mai

lunga, dar afirmatiile sunt valabile in ambele cazuri.)

Problema 2. Fie m,n numere naturale nenule si fie x,y,z € [0,1] numere reale.
Demonstrati ca

0 S Im—l—n +ym+n + Zm—l—n _ xmyn _ ymzn — M S 1

si determinati cazurile de egalitate.
prelucrare Olimpiada Lituania



Solutie. (Dan Schwarz)
Fara a restrange generalitatea, putem presupune z a fi cel mai mare dintre x,y, z, si
atunci putem scrie

xm+n+ym+n+zm+n_:€myn_ymzn_zmxn — (xm_Zm)(xn_yn)+(ym_zm)(yn_zn) >0

Minimul 0 se atinge deci pentru x = max{y, z} si y = z, deci pentru .

Maximul se atinge pentru x = 1, si are valoarea

1+ym+n +Zm+n _ yn _ymzn =1 yn<1 _ ym) _ Zm(]. _ Zn) _ ymzn S 17
cu egalitate doar cand unul dintre y, z este 0 iar celalalt este 0 sau 1. Prin urmare exista
6 cazuri de egalitate, anume

(z,y,2) € {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1),(1,1,0), (1,0,1), (0,1, 1)}.

Problema 3. Fie M multimea numerelor naturale k£ pentru care exista n € N* cu
proprietatea ca restul impartirii lui 3" la n este k. Demonstrati ca multimea M este
infinita.

loan-Laurentiu Ploscaru

Solutia 1: Fie j un intreg pozitiv fixat, si fie p > 2 un numar prim astfel ca 2?' P> 32j:
Avem 3% (32?1 — 1) = 0 (mod 2p), cici 2¢(2'p) = 2/(p — 1). Atunci 3? = 3%
(mod 27p), si deci pentru n = 2/p avem r,, = 3%, Prin urmare, 3% € M, Vj € N*, deci
M este infinita.

Solutia 2: Alegand n = 2- 37, vom avea ca restul r,, al impartirii lui 3" la n, verifica:
rn # 0, 7, = 0 (mod 37), deci r, > 3/. (De fapt r, = 3/.) Prin urmare, in M exista
numere oricat de mare, deci M este infinita.

Problema 4. Fie triunghiul ABC ascutitunghic cu AB # AC si D, E, F punctele
de contact ale lui w, cercul inscris in triunghi, cu laturile BC, C'A si, respectiv, AB.
Perpendiculara in C' pe BC' intersecteaza E'F in M si analog perpendiculara in B pe BC'
intersecteaza E'F in N. Dreapta DM intersecteaza a doua oara w in P si dreapta DN
intersecteaza a doua oara w in (). Demonstrati ca DP = D(Q).

Rubén Dario, Peri si Leonard Giugiuc

Solutia 1. Fie {T'} = EF N BC. Aplicand teorema lui Menelaus triunghiului ABC
si transversalei ¥ — F' — T obtinem:
TB EC FA TB p—c p—a TB p-—2»>
TC EA FB TC.p—a'p—b_ TC p—c
cele obignuite (1).

%

=1, adica

, unde notatiile sunt



TB BN
Rezulta ca triunghiurile TBN i TC'M sunt asemenea, deci — = ——. Din (1) rezulta

BN b BD b re e
oM ]Zz:cv D~ i:c si m(£LDBN) = m(£LDCM) = 90°, ceea ce arata ca tri-

unghiurile BDN si C'DM sunt asemenea, deci ca unghiurile ZBDN si ZCDM sunt
congruente. Deducem ca arcele DQ si DP sunt egale, deci DP = DQ).

Solutia 2.
Fie S punctul de intersectie a inaltimii din A cu dreapta FF. Dreptele BN, AS, CM
sunt paralele, deci triunghiurile BN F' gi ASF sunt asemenea si la fel sunt si triunghiurile
: . BN BF . AS AFE
ASE si CME. Obtinem 1S~ 7A si oM - BC
BN BF AE BF BD
CM ~ FA EC  EC DC
(Am folosit ca AE = AF, BF = BD i CE =CD.)
Rezulta ca triunghiurile dreptunghice BDN si CDM sunt asemenea (LUL), ceea ce ce
conduce la aceeasi finalizare ca in solutia 1.

inmulgind aceste doua relatii obtinem

M

Problema 5. Patratele unitate ale unei table n x n, n > 2, se coloreaza fie cu negru
fie cu alb astfel incat fiecare patrat negru sa aiba cel putin 3 vecini albi. (Un vecin al
unui patrat unitate este un patrat unitate cu care acesta are o latura comuna.) Care este
numarul maxim de patrate unitate negre de pe tabla?

Andrei Eckstein

Solutie:
n®—1 g . n?>—4
daca n este impar si

daca n este par.

Raspunsul este

Sa observam ca:
- patratele unitate din colturi, neavand 3 vecini, trebuie sa fie albe;
- celelalte patrate de pe marginea tablei au doar 3 vecini, deci nu putem avea doua patrate



negre vecine pe margine;

- In orice patrat 2 x 2 putem avea cel mult doua patrate negre (in caz contrar, un patrat

negru ar avea deja doi vecini negri, deci cel mult doi albi).

Daca n este impar, putem colora tabla ca pe o tablz“iQde sah, cu colturile albe. Aceasta
n

colorare verifica proprietatea din enunt si contine patrate negre, deci numarul

n?>—1

maxim de patrate negre pe care il putem avea pe tabla este cel putin
Pe de alta parte, sa impartim tabla in 4 dreptunghiuri: un patrat (n — 1) X (n — 1) in
coltul din stanga sus, un patrat unitate in coltul din dreapta jos, un dreptunghi (n—1) x 1
pe latura din dreapta si un dreptunghi 1 x (n — 1) pe latura de jos. Pavand patratul
(n—1) x (n— 1) cu patrate 2 x 2 gi dreptunghiurile formate din n — 1 patrate cu domi-
nouri formate din doua patrate, conform observatiilor de la inceput, putem avea cel mult
(m—12 n—-1 n-1 n?—1

0=
2+2+2+

In concluzie, daca n este impar, numarul maxim de patrate negre este

patrate negre.

n?—1

Daca n este par, putem colora tabla ca pe o tabla de sah. Aceasta colorare va face ca

doua dintre colturi sa fie negre. Le recoloram cu alb. Colorarea obtinuta verifica propri-
2
n

etatea din enunt si contine patrate negre, deci nuarul maxim de patrate negre pe

n®—4

care 1l putem avea pe tabla este cel putin
Pe de alta parte, sa impartim tabla in 9 dreptunghiuri: un patrat (n — 2) x (n — 2) in
mijloc, 4 patrate unitate in colturi si 4 dreptunghiuri (n — 2) x 1 sau 1 x (n — 2) pe
laturi. Pavand patratul (n —2) x (n — 2) cu patrate 2 x 2 si dreptunghiurile formate din

n — 2 patrate cu dominouri formate din doua patrate, conform observatiilor de la inceput,

—2)2 -2 2_4
(n2 ) +4.n2 ta.02"

In concluzie, daca n este par, numarul maxim de patrate negre este

putem avea cel mult

patrate negre.
n?—4




