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Solutii si barem orientativ

Problema 1. Aratati ca pentru orice n € N* exista un unic ¢, € (0,1),
astfel Incat

L |
/ o= —
o l+an 1L+ (cp)™
si calculati lim,, o n(c,)™.

Radu Pop

Solutie. Existenta lui ¢, este asigurata de teorema de medie aplicata functiei
continue f, : [0,1] = R, fu(x) = (1 +2")~', n € N*. Din injectivitatea lui

fn rezulta un101tatea 1u1 Crpe e 1 punct
Fie I, fo )y"tdz. Cum n(c,)" = n(1/I, — 1), iar |I, — 1| =
‘ 1 lj:;n dz ’ < fo ”dx = 1/(n + 1), deci lim,_, I, = 1, este suficient s&
calculam limy, oo (1 — L), oonei 2 puncte
Avem n(l — I,,) = nfol edr = fo (In(1 + 2"))/dz = In2 —
fl IN(1 4 2™)dz. e 2 puncte
D1][1O<f0 In(1+ 2™) dm<f0 e = S, 1 punct
rezulta lim,, o fo In(1 + z™)dz = 0, deci lim,,_,, n(¢,)" =1In2. ...1 punct

Problema 2. Fie A un inel si fie D multimea elementelor sale neinversabile.
Stiind c& a? = 0 oricare ar fi a € D, si se arate ca:

(a) aza =0 oricare ar fia € D si x € A;
(b) daca D este multime finita cu cel putin douad elemente, atunci exista
a € D,a # 0, astfel incat ab = ba = 0, oricare ar fi b € D.

Joan Baetu

Solutie. (a) Fiea € Dsix € U(A). Cum azx € D rezulta ca axax = 0, deci
A = 0. 1 punct

Dca z € D, atunci 1 +x € U(A), deci a + ax = a(l + x) € D. Obtinem
0= (a+ax)? =a*+ a*r + ara + axar = ava(l + x), deci axa = 0. .......
.................................................................. 1 punct

(b) Fie P multimea produselor finite si nenule de elemente din D. Cum
|ID| > 2, Pestenevida. ...........oiiiiiiiiiiiii 2 puncte



Daca z = ajas - - - a, € P, atunci a; # a; pentru ¢ # j. intr—adevér, daca
existd ¢ < j cu q; = ay, atunci ¢ = ayag - - - a; (@41 - - - aj-1)a; - - - a = 0, fals.
Rezulta ca P este finita. ........ ... ... .. .. . 2 puncte

Fie a = aqjas - - - a, € P pentru care k este maxim. Daca b este unul dintre
factorii lui a atunci ab = ba = 0, conform (a). In caz contrar, cuvintele ab si
ba au lungimea strict mai mare decat k, deci nu apartin lui P si prin urmare
ab="D0a = 0. ... 1 punct

Problema 3. Fie f : R — R o functie crescatoare si a € R. Sa se arate
ca f este continua in a daca si numai daca exista un sir (a,)p>1, cu a, > 0
pentru orice n € N*, astfel incat

[ e [ i<,

n

oricare ar fi n € N*.

Dan Marinescu

Solutie. Fie F : R — R, F(z) = [ f(t)dt. Cum f este continud in a, atunci
F este derivabila in a si F'(a) = f(a). Rezulta ca pentru orice n € N*, exista
0, > 0 astfel incat |F(z)/(x —a) — f(a)] < 1/(2n), oricare ar fi x € R cu
|z —al < §,. Fie a, =06,/2,n > 1.

Pentru z = a + a, obtinem F(a + a,)/a, — f(a) < 1/(2n), iar pentru
x =a — a, obtinem f(a) — F(a — a,)/(—a,) < 1/(2n). Prin adunarea celor
doua inegalitati obtinem F'(a + a,) + F(a — a,) < a,/n, deci inegalitatea
COTULA. ettt ettt e e 3 puncte

Reciproc, deoarece f este crescatoare, rezulta ca g : R\ {a} — R, g(x) =
F(z)/(x — a), este crescitoare pe R\ {a}. Intr-adevir, fie z,y € R ~ {a},
a <z <y Cum (x—a)F(y) = (x—a)f fO)dt+ (x—a) [’ f)dt >
(o —a) [T F(O)dt+ (o —a)(y—2) [ (@) > (e—a) [ F(O)dt+ (y—a) [ F)dt =
(y —a)F(x), deducem g(y) > g(x). Analog pentru x <y < asix < a <y.
.................................................................. 1 punct

Fie z,, € (0,a,), pentru orice n € N*, cu x,, — 0. Din monotonia lui g
rezultd cd g(a + ,) — g(a — z,) < gla+a,) — g(a —a,) < L n e N*. Prin
trecere la limita obtinem g(a+0) < g(a—0). Cum g(a—0) < g(a+0) rezulta
ca g(a+0) =g(a—0) € R, deci F este derivabila in a gi de aici concluzia.

Problema 4. Fie K un corp finit cu ¢ elemente, ¢ > 3. Notam cu M
multimea polinoamelor de grad ¢ —2 din K[X] care au toti coeficientii nenuli
si distincti doi cate doi. Determinati numarul polinoamelor din M care au
q — 2 radacini distincte in K.

Marian Andronache



Solutie. Cum orice polinom g din M este asociat in divizibilitate cu un unic
polinom f din M, astfel incat f(0) = 1, vom determina numarul polinoamelor
de forma f =14 a; X + -+ + a, o X972, care au proprietatea din enunt,.

Fie f un astfel de polinom, fie x4, ..., z,_o radacinile sale si fie
1 ay Az ... Qg—3 Qg2
Qg—2 1 ar ... Qg—4 Qg3
A - Qg—3 QAg—2 1 ceo Qg5 Qg—4g
a9 as aq ... 1 aq
aq a9 ag ... Qg2 1
i
1 1 1 | 1
Yy I ) cee Xg—3 Tg—2
s v ooxr w3 L xlg T,
TR ) S mgig a;gj
y = afTt af To3 Tes
unde K* = {y, x1,22,...,24 2} Cumz97! = 1, oricare ar fi z in K*, obtinem
f() 00 ...0
yéf(y) 0 0 00
v f(y 00 ... 00
ag— | () .
y"fy) 0 0 00
Yy fly) 00 ... 0

................................................................. 2 puncte
Deoarece f(y) # 0 si B este inversabila in M,_;(K), rezulta ca rangul

lui A este 1, deci toti minorii sai de ordin 2 sunt nuli. In particular,

a1 Qg

1 aq

ay as
1 a9

a1 Qg2
1 Ag—3

=0,

ie.,ay=a3 as=a}, ... a,o=al"? deci multimea coeficientilor lui f este
{1,a1,a3,... ,a‘fﬁ}. Cum aceasta multime este egala cu K*, rezulta ca ay
este un generator al grupului multiplicativ (K*,-) si f =1+ a X +a?X?% +
. C 2 puncte

Reciproc, orice polinom f = 1+aX +a?X?+---+a?2X%2 unde a este
un generator al grupului multiplicativ (K*,-), are proprietatea din enunt,
deoarece f(a™'X) =1+ X + X+ + X% = [[,cfer (X — ), deci f

are radacinile acq, unde a € K* ~ {1} ... 2 puncte
Intrucat K* are ¢(q — 1) generatori, rezulta ca numarul cerut este
(= 1)B(q = 1) oo 1 punct



