Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Finala, Targu Mures, 20 aprilie 2016
CLASA a X-a

Enunturi si bareme

Problema 1.
Fie n € N;n > 2 gi numerele reale aq, as, ..., a, € (0,00) astfel incat a; - as -
- a, = 1. Demonstrati ca functia

f:(0,00) >R, f(z)=(1+a])-(1+a3)-...-(1+a))
este crescatoare.

Solutie si barem.
Dupa inmultiri obtinem
fr)=0+a}) - (1+as) .-(I+a2) =1+ X a¥+ ¥ afa+ ..+

1<i<n 1<i <j<n
Xr T X
4 1p
Deoarece ay - as - ... - a, = 1, expresia functiei f poate fi scrisa ca o suma de
expresii de forma a” + —; unde a = a;,Gjy...05, cuk <n. ... 2p
a

Pentru orice a > 0, consideram functia g : (0,00) = R, g (z) = a*+a " . Fie
a2x+2t +1 a2x + 1 B a2:c+2t _ a2r+t - at +1 B

ax—l—t a® az+t

t>0.Atuncig(x +t)—g(x) =

(a2m+t _ 1) (at _ 1)
a:v+t
Atunci functia f este crescatoare ca o suma de functii crescatoare. ...... 1p

> 0, deci functia g este crescatoare ..................... 3p

Problema 2.
Fie f : R — R o functie cu proprietatile

(P1) f(z+y)
(P2) f(tz+ (1 -1)y)
pentru orice z,y € R sit € [0,1].

a) Demonstrati ca oricare ar fi a < b < ¢ < d, astfel incat d — ¢ = b — a, are
loc inegalitatea

f(x)+ f(y),
tf (@) + (1 —1)f(y),

<
<

f®)+ f(e) < fla)+ f(d).

—_



b) Demonstrati ca

flar+za+ 4 zn)+n=2) (f (@) + f (@) + oo+ f(an) = DY flaitay),

1<i<j<n

pentru orice n € N,n > 3, si x1, 79, ...,x, € R.

Solutie si barem. a) Ipoteza conduce la existenta unui numar ¢ € [0, 1], astfel
incat b=ta+ (1 —t)dsic=1—-t)a+td ................................ 2p
Aplicam (P2) si obtinem

f)=fta+(1—t)d) <t(f(a))+(1—1)f(d).

Analog, f(c) < (1—1t) f(a)+tf(d). Adunam cele doua inegalitati si obtinem
CONCIUZIA. ... 1p

b) Pentru inceput, demonstram cazul n = 3. Doua dintre numerele z, y, z sunt
simultan pozitive sau simultan negative. Fie z,y acestea. Daca x > 0 atunci
z+(x4+y+z2)=(+2)+y+2)siz<z+z2y+2 < x+y+ 2 Punctul
anterior conduce la

ft)+fy+2)<fER)+flr+y+2).

Concluzia se obtine prin adunarea inegalitatii anterioare cu inegalitatea f (z + y) <
f@)+ f(y). Daca x < 0, atunci z + y + 2 < y + 2, z + x < z si calculele sunt
STILATE. oo 2p

Presupunem acum inegalitatea adevarata pentru n si o demonstram pentru
n+ 1. Ipoteza de inductie aplicata numerelor x1, xs, ..., 2,1 $i ©, + 2,11 conduce
la:

flar+ .tz t+xp)+(n=2)(f(x1) + .. + [ (wp-1) + [ (Zn + Tpy1))
> Z fx+ )+ Z fzi+xn+Tpe1) -

1<i<j<n—1 1<i<n—1

Concluzia se deduce daca folosim inegalitatea

@i+ mn + @pi1) 2 f (@i + 20)+f (@ 4 g Hf (@ + Togr) = f (@)= ] (20) = (@n11)
ST INSUIMAIIL. ..ottt et et e et e e e e e e e e 2p
Problema 3.

a) In planul complex de origine O, consideram punctele A gi B, de afixe

nenule a si respectiv b. Aratati ca Sipap = 1 ‘Eb — a5| , unde Sjpap] reprezinta

aria triunghiului OAB.
b) Fie ABC un triunghi echilateral inscris intr-un cerc C de centru O. Pentru
un punct P interior cercului C, notam cu S(P) aria triunghiului avand lungimile

2



laturilor egale cu distantele de la P la varfurile triunghiului. Fie P; si P, doua
puncte distincte interioare cercului C. Aratati S(P;) = S(F2) daca si numai daca
OP1 - OP2
Solutie gi barem. a) Presupunem ca triunghiul OAB este orientat in sens
trigonometric. Atunci m ({AOB) = arg —, iar daca este invers orientat obtinem
a _
la| (b b |ab — ab) e
— (——=]| = =——— sdi deci
o \a @ 2al o] °
1
SioaB) = §OA -OB -sin ({AOB) , de unde obtinem concluzia. ............. 2p

m (LAOB) = arg%. Atunci sin ({AOB) =

2w 2w
b) Fie ¢ = cos — + isin —. Putem presupune ca afixele punctelor A, B si

C sunt 1, €, respectiv €2. Fie P, un punct de afix p, interior cercului. Atunci
(p—1)+e(p—e)+e*(p—¢e*) = 0. Fie punctele D(p—1), E(s(p—¢)) s
F(e2(p —€?)). In plus, OD = PA, OE = PB si OF = PC.

Fie J, astfel incat ODJF este paralelogram. Obtinem ca punctul J are afixul
opus afixului lui F. Atunci OJ = PC| iar triunghiul ODJ are laturile de lungimi
PA, PB, PC. .. 2p

1
Dar S[ODJ}:S[ODE}:Z|(1_7_1)'5'(27—5)—(}?—1)-5-(]_)_5”

1 V3
= (=P~ (=) =~ [ - 1].
. 3
Dar |p| < 1, deci Sjopg = S(P) = % (1- |p|2) e 2p

Revenind la punctele P, si P, din ipoteza, notam cu py, respectiv ps, afixele

lor. Atunci S(P;) = ? (1- ]p1]2) 51 S(P) = g (1- \p2\2) . Atunci S(P) =

S(P,) daca si numai daca |p1| = |pe|, adicA OPy, = OPa. ..o, 1p

Problema 4.

Oamenii unui trib stravechi foloseau o limba in care cuvintele erau formate
doar cu literele A si B. Cercetatorii au descoperit ca pentru oricare doua cuvinte
de lungimi egale, exista cel putin trei pozitii corespondente in care literele sunt
diferite. De exemplu, cuvintele ABBAA si AAAAB difera in pozitiile 2,3 si 5,
adica n trei pozitii.

Fie n € N, n > 3. Demonstrati ca in aceasta limba nu pot exista mai mult de

27'L
{ n J cuvinte de lungime n ( [a] este partea intreaga a numarului real a).
n

Solutie si barem. Notam cu C, multimea tuturor cuvintelor de lungime n, care
s-ar putea forma (pot fi gi cuvinte care nu fac partea neaparat din limba tribului).
Atunci Card (C) = 2™ o 1p

Pentru doua cuvinte oarecare x si y, din C, notam d (z,y) , numarul de pozitii
in care literele sunt diferite. Evident d (z,z) = 0 §i d(z,y) = d(y,x). Pentru



orice € C, definim multimea C, = {y € C'|d (z,y) < 1}.

Atunci Card (Cy) =n+ 1. oo 2p
Daca a, b sunt cuvinte de lungime n din limba, atunci d (a,b) > 3, deci C, N
O = D o 2p
Fie D multimea tuturor cuvintelor de lungime n din limba. Atunci |J C, C
a€D
C, de unde Card < U C’a> < Card(C).Dar Card ( U C’a) =(n+1)-Card (D),
a€D aeD
2n
deci (n + 1)-Card (D) < 2", de unde Card (D) < 1 Deoarece Card (D) € N,
n
obtinem concluzia. .......... .. 2p



