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CLASA a VIII-a

Problema 1. Varfurile unei prisme se coloreaza cu doua culori astfel incat
capetele fiecarei muchii laterale sa fie colorate diferit. Se considera toate
segmentele care unesc cate doua varfuri ale prismei, altele decat muchiile
laterale. Aratati ca numarul segmentelor cu capetele colorate diferit coincide
cu numarul segmentelor cu capetele colorate la fel.

Problema 2. Intr-un cub ABCDA'B'C'D' se considerd doui puncte

M € (CD') si N € (DA"). Aratati ca M N este perpendiculara comuna
DM DN 1

D'C DA 3

a dreptelor CD’' ¢i DA’ daca si numai daca

Problema 3. Daca a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, aratati
ca

3< b+ec n a+c N a+b <5
2 " b+c+2a a+c+20 a+b+2c 3

Problema 4. Pentru n € N* spunem ca numerele naturale z, o, ..., x, au
proprietatea (P), daca

T1Xo -+ Ty = L1+ 209 + 323 + - - + nx,.

a) Aratati ca pentru orice n € N* exista n numere naturale nenule cu
proprietatea (P).

b) Determinati numerele naturale n
naturale x1,xq,...,T,, cu 1 < Ty < I3

(P).

2 pentru care exista n numere

>
< .-+ < x,, care au proprietatea

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Varfurile unei prisme se coloreaza cu doua culori astfel incat capetele fiecarei muchii
laterale sa fie colorate diferit. Se considera toate segmentele care unesc cate doua varfuri ale prismei,
altele decat muchiile laterale. Aratati ca numarul segmentelor cu capetele colorate diferit coincide cu
numarul segmentelor cu capetele colorate la fel.

Solutie. Fie n numarul de laturi ale unei baze a prismei. Atunci numarul de segmente luate in
. 2n(2n—1) _ 2

considerare este === — 1 = 2(N = M) ... 1p
Fie a numarul varfurilor bazei superioare colorate cu prima culoare, iar b = n — a numarul varfurilor bazei
superioare colorate cu a doua culoare. Pe baza inferioara vor fi atunci b puncte colorate cu prima culoare
si a puncte colorate cu a doua culoare. ... ... ... 1p
Numaérul segmentelor cu capetele diferit colorate si pe baze diferite este a? + b* — n.
Numarul segmentelor cu capetele diferit colorate aflate pe o aceeasi baza este 2ab.

Numarul total de segmente cu capetele colorate diferit este atunci (a +b)> —n=n?>—mn. ............ 3p
Numirul segmentelor cu capetele colorate la fel este atunci 2(n? —n) — (n? —n) = n? — n si este egal cu
cel al segmentelor cu capetele colorate diferit. ....... ... .. . 2p

D'M DN 1
ca M N este perpendiculara comuna a dreptelor CD’ si DA’ daca si numai daca = =—.

Solutie.

D'M DN 1
Daca e - DA 3 atunci M si N sunt centrele de greutate

ale triunghiurilor DD’'C si, respectiv, ADD’, deci punctele C’, M, P
si A, N, P sunt coliniare, unde P este mijlocul muchiei DD’

i In triunghiul APC’ avem PO
3 M D'C s AC" L A'D ((AC'D) este planul mediator al segmentului

I D'C, iar (AD'C") este planul mediator al segmentului A’D.) Deci
) e MN este perpendiculara comund a dreptelor CD’ si DA’

S, Reciproc, daca M N este perpendiculara comuna a celor doua

drepte, acesta fiind unica, este cea din punctul anterior, deci
D'M DN 1

= o e 2
D'C ~ DA 3 P
Problema 3. Daca a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, aratati ca
3 < b+c a+c a+b - 5
2 " b+c+2a a+c+20 a+b+2c 3
Solutie.
3 b b
Inegalitatea 3 < = c++02a + " fj_: % + , f;_ gy este inegalitatea Nesbitt pentru tripletul de
numere pozitive (b ¢, a4 ¢, a4 D). oo 2p

Din inegalitatea triunghiului avem



2 1 da 2a

b >a < 3a+3b+ 3¢ > 4a + 2b+ 2¢c & < & < &
reza @ Sbse > dad 2h 2 3la+b+c¢) 2a+b+c  3la+b+c) 2a+b+c

4a b+c
o o 3p
3(a+b+c) 20+ b+c
4b 4 b
Analog se arata ca ——— < 1 — are si ¢ <1- L. Adunand ultimele
3(a+b+c) 2b+a+c 3(a+b+c) 2c+a+b
4 b b
trei inegalitati obtinem 3 < 3 - (b n :_:2(1 + , f:l: 5% + " f;; 20) echivalenta cu inegalitatea de
demOnSETat. . ... 2p
Problema 4. Pentru n € N* spunem ca numerele naturale x4, zs, . .., x, au proprietatea (P), daca
T1To - Ty = X1 + 229 + 315 + -+ - + na,. (1)

a) Aratati ca pentru orice n € N* exista n numere naturale nenule cu proprietatea (P).

b) Determinati numerele naturale n > 2 pentru care existd n numere naturale zq,Zs,...,Z,, cu
T1 < X9 < T3 < --- < Ty, care au proprietatea (P)

Solutie. a) Pentru n = 1 orice numar natural z; verifica proprietatea (P).
Pentru n = 2 egalitatea (1) este echivalenta cu (x; —2)(z2 — 1) = 2 si perechile (21, z5) de numere naturale
nenule care au proprietatea (P) sunt (3,3) si (4,2)

Pentru n > 3, alegand z; = 9 -+ = mp,_o = 1, egalitatea (1) se reduce la
(Xp—1 —n)(xp, —(n—1)) = n(n —1) + % si este verificata de numerele z,_; = n+1 i z, =
n—1+n(n—1)+ B ) 2p

2
10) Evident, z1 # 0, deoarece altfel x1zy... 2, =0 <0+ 229 + -+ +nx, = 1 + 209 + - - + NI,
Impartind egalitatea (1) prin z125 ... z,, aceasta devine

1 2 3 n
1= + n ey —
ToX3...Tp T1X3...Tp T1X2T4 ... Ty T1X9 ... Tp—-1
Deoarece zox3. ..y > 1T3... Ty > -+ > T Lo ... Ty_q > (n — 1)!, rezulta ca

1+2+--4+n  nn+1)

L= Tamon

Pentru 2 < n < 4, inegalitatea de mai sus are loc.
Pentru n > 5, scriind n(n+ 1) = (n — 1)(n — 2) + 4(n — 1) + 2, aceasta devine

pond) (D=2 kA2 12 1
2(n—1)! 2(n —1)! 2(n—=3)!  (n—2)!  (n—1)!
L2 1 12 1 5
—2:20 3 44 6 24 8
Rezulta ca m € {2, 3, 4. oo 3p

Pentru n = 2 am vazut ca perechile (1, z2) de numere naturale nenule care au proprietatea (P) sunt (3, 3)
si (4,2). Prin urmare nu exista perechi care sa satisfaca si inegalitatea r; < 5.

Pentru n = 3 putem alege 1 = 1, 9 = 4 si 23 = 9(ca In exemplul de la a)), care verifica inegalitatea
x1 < T9 < x3 §i au proprietatea (P).

Pentru n = 4, alegand z; = 1 §i x = 2, egalitatea (1) se reduce la (2x3 —4)(2z4 — 3) = 22 gi este verificata
dex3:3§ix4:7.

Prin urmare numerele naturale n > 2 care satisfac conditia ceruta sunt n =3sin=4................ 2p
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