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Enunturi

Problema 1. Doua numere naturale = si y au proprietatea ca

2010 x 2011 Det | N
2011 201 5 De erminati cea mai mica valoare a sumei r + y.

Problema 2. Determinati numerele naturale a, b, ¢ care au proprietatea ca
a+ b+ c=abc.

Problema 3. O multime X C N* are proprietatea (P) daca oricare submul-
time nevida a sa are suma elementelor numar compus. Aratati ca multimea
Y = {113! + 2,113/ + 3,...,113! 4 15} are proprietatea (P). (Daca n este
numar natural nenul, notatia n! reprezinta produsul 1-2-3-...-n)

Problema 4. Pe un cerc se scriu la intamplare elementele multimii
{1,2,...,21} in ordinea ay,as,...,as (vezi figura alaturata). Se considera
sumele

S1=a1+ ay + as + a4 + as,
Sy = ay + ag + a4 + a5 + ag,

Si7 = a7 + a1g + aig + az + ag,

Sis = a1 + a1g + ago + az1 + ar.

Aratati ca cel putin doua dintre cele 18 sume dau resturi diferite la impartirea
cu 5.

Timp de lucru 2 ore si 30 de minute.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Solutii si bareme, clasa a V-a

Problema 1.5 Doud numere naturale x si y au proprietatea ca

2010 =z 2011 .. S .
——— < — < ——. Determinati cea mai mica valoare a sumei = + y.
2011 y 2012

. . x . o .
Solutie Fractia — este subunitara, prin urmare x < y sau x = y — d,

unde d este un numér natural nenul. ....... ... 1p
Relatia dat e 20— _y—d _2012-1 1
elatla dalta se mal Scrie Saul 1 — ——
2011 Y 2012 2011
d 1 1 d 1 d _d_d
l1-—-<1—-———.d d > — > >—>— 1
2012 9¢ e 5017 > 5 > 5012 5 20114 ~ 5 20124 V)

Din (1) deducem 2011d < y < 2012d (2) .....covvnieiiiiiinien... 3p

Pentru d = 1 relatia (2) este imposibila.

Pentru d = 2 obtinem 4022 < y < 4024, de unde y = 4023. Obtinem
x =4021 si x + y = 8044.

Pentru d > 3 avem 4021d > 12063 .

Avem x +y = 2y —d. Din y > 2011d obtinem 2y —d > 4021d > 12063.

Prin urmare valoarea minima a sumei se obtine cand d=2sgiz +y =
SO, ettt e e e aaaaaaaeae 3p

Problema 2.5 Determinati numerele naturale a, b, ¢ cu proprietatea ca
a4+ b+ c=abc

Solutie Observam cd dacd unul dintre numere este 0, atunci toate

numerele sunt egale cu 0. ... . 1p
Daca abe # 0,atunci relatia se scrie i + % + % = 1. Cum relatia este
simetricd in a, b, c putem presupune a < b < ¢ de unde ab < ac < be.
Daca ab > 3, atunci i—|—i—i—i <L 2p
bc  ac ab 1 ] 1
Daca ab = 2, atunci a = 1 gi b = 2, de unde obtinem % + -3 s
atunci ¢ = 3.
Daca ab = 3, atunci a = 1 gi b = 3, de unde obtinem % + % = % si
atunci ¢ = 2, care nu convine pentru ca am presupus b <c. ............. 4p

Problema 3.5 O multime X C N* are proprietatea (P) dacd oricare
submultime nevida a sa are suma elementelor numar compus.

Ardtati cd multimea Y = {113!'+2,113! + 3, ..., 113! + 15} are propri-
etatea (P). (Daca n este numar natural nenul, notatia n! reprezinta produsul
1-2:3-...-m)

Solutie O submultime nevida a lui Y are suma elementelor egala cu
S=MI113+s,unde 2 <s<2+3+..+15 deunde 2 <s<119. ....2p



Pentru 2 < s <113 avem S = M113! + s = Ms, de unde concluzia ci
S este NUIMAT COTIPUS. « ottt ettt e e 2p

Pentru s € {114,116,118} avem S numdr par, prin urmare S este
numar compus.

Daca s = 115, atunci S = M5

Daca s = 117, atunci S = M3

Dacd s =119, atunci S = MT ... 3p

Problema 4.5 Pe un cerc se scriu la intaAmplare elementele multimii
{1,2,...,21} in ordinea aj,aq,...,as (vezi figura aldturatd). Se considera
sumele

S1 = a1 +az + az + a4 + as,
Sy = as + a3 + a4 + as + ae,

S17 = a17 + a1 + a9 + ago + a1,

S18 = aig + a9 + ago + a1 + ay.

Aratati cd cel putin dou#l dintre cele 18 sume dau resturi diferite la impartirea
cu 5.

Solutie Presupunem cé Sy, So, ..., Sig dau acelasi rest la impértirea
cu 5. Deoarece S1 = a1 + (a2 + a3+ aq +as) si So = (ag + a3 + aqg + as) + ag,
daca S7 si So dau acelasi rest la impértirea cu 5, deducem ci aq si ag dau
acelasi rest la impirtirea cu 5. In acelasi fel deducem
a1, ag,ai1, a1 si ao; dau acelagi rest, x, la impartirea cu 5.
a9, a7, a12,a17 dau acelasi rest, a, la impartirea cu 5.
as, as, a13, a1g dau acelagi rest, b, la impartirea cu 5.
a4, g, a14, a19 dau acelasi rest, ¢, la impéartirea cu 5.

. as, a1p, 415, agp dau acelagi rest, d, la impartirea cu 5. .......... 2p

Cum {a1,ag,...,a21} = {1,2,...,21} avem 5 resturi egale cu 1 gi cate 4
resturi egale cu 2, 3, 4 sau 0.

Rezultd x =1 i {a,b,c,d} ={0,2,3,4}. ... 1p

Avem S1 = M5+140+243+4=M5% S1g=M5+b+ M5+c+
ME+d+M5+14+M5+1=M5+24(a+b+c+d) —a=M5+11—a

Cum S si S1s dau acelagi rest la impértirea cu 5 deducem ca 11 —a =
M5, de unde a = 1; contradictie. Rezulta ca cel putin doud sume dau resturi
diferite la tmpértirea cu 5. ... . 4p
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